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1偏微分方程式の位置づけ

概要
この講義ではまず，弦の振動のモデルである波動方程式という偏微分方程式を導出し，偏微分方程式
がどのように自然現象のモデルとして現れるかを実感する．次に，どのような方程式のタイプがある
かを把握するために，偏微分方程式の基本的な分類のしかたを学ぶ．最後に，偏微分方程式と対応す
る物理現象の例をいくつか見て楽しむ．

1.1 偏微分方程式とは

偏微分方程式（partial differential equation）は 2つ以上の変数の未知関数とその偏微分（partial
derivative）を含む方程式のことである．k-階の偏微分方程式は一般的に次のように書ける：

f(Dku(x), Dk−1u(x), . . . , Du(x), u(x), x) = 0, x ∈ Ω (1.1)

ここで，k ≥ 1は自然数，ΩはRnの開集合，x = (x1, . . . , xn)は独立変数，f : Rnk ×Rnk−1 ×
· · · × Rn × R× Ω → Rは与えられた関数，u : Ω → Rは未知関数である．また，Dk という記号
は次に説明する多重指数を用いたものである．

記号

• xi-軸方向の単位ベクトル eiに対して極限

lim
h→0

u(x+ hei)− u(x)

h

が存在すれば，それを xにおける uの xiについての偏微分と呼ぶ．この偏微分は，次の記
号が使われることが多い：

∂u

∂xi
(x) = uxi(x) = ∂xiu(x).

• 同様にして高階偏微分を定義する：

∂2u

∂xi∂xj
(x) =

∂

∂xi

∂u

∂xj
(x) = uxixj = ∂xi∂xju(x).

• 多重指数について ([10], p.54，問題1.1も参照)
– 成分α1, . . . , αnが非負の整数であるようなベクトルα = (α1, . . . , αn)を多重指数（mul-

tiindex）とよぶ．そのオーダー |α|は次で定義される：

|α| = α1 + · · ·+ αn.

– さらに，次の記号を導入する：

α! = α1!α2! . . . αn!, xα = xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n

– 与えられた多重指数 αに対し次の記号を導入する：

Dαu(x) =
∂|α|u(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n



1.2 波動方程式の導出

– 自然数 kに対し集合
Dku(x) = {Dαu(x); |α| = k}

を導入し，それらの元をある順番で並べたベクトルの大きさを次で与える：

|Dku(x)| =
( ∑

|α|=k

|Dαu(x)|2
)1/2

.

注 上の関数 fと未知関数 uをベクトル値関数とすれば，連立偏微分方程式の定義式が得られる．

解が集合 Ωの境界上などで満たす条件を追加して偏微分方程式を解くことが多い．そのとき，
方程式と条件をまとめて「偏微分方程式に対する問題」（例えば，境界値問題など）と言い，f , Ω
や境界条件に現れる関数のことを問題のデータとよぶ．

応用で現れる偏微分方程式の解が簡単で閉じた形で求まることは非常に稀である．解の値が
実際に必要になった場合，数値計算で近似的に解く．そのため，数学的な立場として，方程式が
well-posedであるかどうかを調べることに集中する．偏微分方程式の問題はwell-posedであるとは，

a) 問題の解が存在する，

b) 解は一意である，

c) 解は問題のデータに連続的に依存する，

ということである．最後の性質 c)は，現象を表すデータが少しだけ変化すれば解も少ししか変化
しないことを意味し，物理的な応用で特に重要である．数学者が「偏微分方程式を解く」と言う
と，「上の三つの性質を示す」を指していることが多い．

偏微分方程式を解くことに関するより詳しい解説は [7], p.7を参照．

例 R2において次の偏微分方程式を考える（[8], p. 32）．

1. ux1 = 0 この一般解は，任意の関数 gに対し u(x1, x2) = g(x2)と書ける．よって，この
方程式は x1の関数としての解の振る舞いを完全に指定している（すなわち，x1について定
数である）が，x2についての依存性に関しては何の情報も与えていない．

2. ux1x2 = 0 f と gを任意の微分可能な関数とすると，この解は u(x1, x2) = f(x1) + g(x2)
と書ける．よって，解の x1と x2についての依存性が分離されていること以外に方程式は何
も教えてくれない（つまり，x1と x2をどちらか固定したときにもう片方に解がどのように
依存するかは任意である）．

3. ux1 + iux2 = 0 このCauchy-Riemannの方程式の解は複素変数 z = x1+ix2の holomorphic
な関数である．とくに，解は C∞-関数であり，方程式は解の微分可能性に関して非常に強
い制限を示している．

1.2 波動方程式の導出

本節の動機は「両端を固定した弦を弾いたときにどのように振動するかを知りたい」というこ
とである．そのために，弦の位置が（近似的に）満た波動方程式という偏微分方程式を以下の仮
定のもとで導出する．

[2], p.2; [6], p.54; [5], p.281; [1], p.1でも導出がなされている．

1. 弦の運動はある平面に限られる（以下，それを x− u平面とする）．
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1.2 波動方程式の導出

2. 弦の各部分は x軸と垂直な方向にのみ動く（横波）．

3. 弦は一様な線密度 ρを持つ．

4. 弦の張力 T は運動の間一定で，弦の接線方向に働く．

5. 弦と x軸とが成す角度 θは微小である．

弦が区間 [a, b]に張られているとする．従って，次の設定である：

独立変数 (independent variables) : 時刻 t > 0, 1次元の位置座標 x ∈ [a, b]
未知関数 (unknown function) : 弦上の点 xの時刻 tでの垂直方向の変位 u(t, x)

b b
a b x

u

u(t, x)

Figure 1: 弦の振動モデルの設定

区間 [x, x +∆x]に存在する弦の微小部分の運動に対し Newtonの第二法則 F = maを適用す
る．このとき，微小部分の質量はm = ρ∆xとなり，その加速度は ∂2u

∂t2
(t, x+∆x/2)と近似する．

また，部分に働く外力 F は，左右両端における張力の垂直方向の成分の合計である（図 2）：

F = T sin
(
θ(t, x+∆x)

)
− T sin

(
θ(t, x)

)
uの xについての偏微分は弦の傾斜を与えるので，

tan θ(t, x) = ux(t, x), tan θ(t, x+∆x) = ux(t, x+∆x). (1.2)

これで，角度 θと関数 uの非線形な関係が得られたが，ここで，簡単な線形な関係にするために
5. の仮定を用いて，

sin θ ≈ θ ≈ tan θ =
∂u

∂x
(1.3)

と近似する（演習問題1.2）．

u(t, x+∆x)

u(t, x)

x x+∆x

θ(t, x)

θ(t, x+∆x)

T (x)

T (x+∆x)

b

b

Figure 2: 弦の微小部分に働く張力
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1.2 波動方程式の導出

従って，

F = T
∂u

∂x
(t, x+∆x)− T

∂u

∂x
(t, x).

以上により，微小部分に対する Newtonの運動方程式は

ρ∆x
∂2u

∂t2
(t, x+ ∆x

2 ) = T
∂u

∂x
(t, x+∆x)− T

∂u

∂x
(t, x)

となる．この両辺を∆xで割り，∆x→ 0とすれば，

ρ
∂2u

∂t2
(t, x) = T

∂2u

∂x2
(t, x)

という偏微分方程式が得られた．波速を表す定数 c =
√
T/ρを導入すると，上式は

1

c2
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
または utt − c2uxx = 0 (1.4)

の形に書かれ，空間 1次元の波動方程式 (wave equation)と呼ばれる．

以下では，導出した波動方程式についていくつかコメントをする．

外力 (outer force) 上で考えた弦に重力が作用するとすれば，弦の微小部分に働く力 F に
−gρ∆xが加わる．より一般に，時刻 tにおいて弦上の点xで弦に垂直な方向に単位質量当り f(t, x)
の力が働くとき，f(t, x)ρ∆xが加わり，得られる偏微分方程式は

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f

となる．

抵抗 (resistance) 弦が空気からの抵抗を受けることを考えるとき，最も基本的な抵抗のモ
デルは速度に比例するものである．速度抵抗を取り入れた方程式は次のようになる：

∂2u

∂t2
+ k

∂u

∂t
− c2

∂2u

∂x2
= 0.

条件について 導かれた方程式はこのままだと，無限に多くの解を持つ．実際に弦の運動
状態を決定するには，方程式に種々の条件を付加する必要がある．

初期条件 (initial conditions) 初期時刻 t = 0における弦の形と速度を指定する．

u(0, x) = u0(x) 弦の初期位置
∂u

∂t
(0, x) = u1(x) 弦の初期速度

方程式に未知関数の 2階微分が出てくるから，解を求めるには積分を 2回することになり，積分
定数を決定するには二つに初期条件が必要であることに注意しよう．

境界条件 (boundary conditions) 境界における弦の挙動を指定する．基本的な境界条件は
2種類ある．
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1.2 波動方程式の導出

• ディリクレ (Dirichlet)境界条件（境界における解の値を指定する）

u(t, a) = va(t), u(t, b) = vb(t)

例 弦を両端でゼロの高さで固定した状況を表す境界条件は

u(t, a) = u(t, b) = 0.

• ノイマン (Neumann)境界条件（境界における解の法線微分の値を指定する）

∂u

∂x
(t, a) = wa(t),

∂u

∂x
(t, b) = wb(t)

例 弦の両端に輪をつなぎ，それを平行に置いた棒に通しておくと，（摩擦を無視すれば）
弦は上下に自由に動ける．この状態を表す境界条件は

∂u

∂x
(t, a) =

∂u

∂x
(t, b) = 0.

注 導出を簡単にするために多くの仮定をおいて得られた方程式なので，この「モデル」が現象
を十分に表現できているかを数学的に・物理的に確認しておく必要がある．

このようにして，偏微分方程式は自然現象の近似的なモデルとして現れ，数学解析または数
値解析の対象となる偏微分方程式のほとんどが物理などの分野と密接な関係にある．

現象のただの近似でありながら，モデルの導出過程で現象の重要な要素をうまく抽出できれ
ば，得られたモデル方程式は現象を忠実に表現し，実験や物理的考察ではわからないようなこと
まで教えてくれることもある．例えば，ブラックホールの衝突のような現象では実験が無理で，
現象の複雑さのため物理の法則に基づいた基礎理論的な考察も難しいので，偏微分方程式モデル
が欠かせない．または，津波が海岸に押し寄せる現象も実験が難しく，偏微分方程式のモデルと
その数値計算が警報システムの開発に大いに役立てる．生物学の例として，シマウマの模様が遺
伝子の大量の情報により決定されていると思われがちだが，偏微分方程式のモデルに基づいた解
析によれば実は非常に少ない遺伝子情報が科学的反応と組み合わさって作られるものであること
が明らかになりつつある．

波動方程式は弦の振動だけではなく，2次元では膜の振動（[2], p. 28），3次元では弾性体の変
形のモデルとしても使われ，量子物理や相対性理論にも登場する方程式である．また，バネの振
動である縦波や音波，光波，地震波，そして水面に現れる波も波動方程式で記述できる．

弾性体の方程式の場合も，u(t, x)は時刻 t ≥ 0と x ∈ R3における物体のある方向での変位を
表す．その導出は同様に行われるが，上の導出のおさらいと多次元における考え方の確認のため，
簡単に述べておく（[7], p.66; [2], p.56）．

滑らかな領域 Ωを任意に選ぶ．この領域における加速度は

d2

dt2

∫
Ω
u dx =

∫
Ω
utt dx

である．また，密度を簡単のために 1として，この領域 Ωに境界を通して働く力を F とすると，
領域に働く圧力の合計は

−
∫
∂Ω

F · ν dS

と書ける．ただし，νは ∂Ωへの外向き単位法線ベクトルである．Newtonの第 2法則∫
Ω
utt dx = −

∫
∂Ω

F · ν dS
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1.3 偏微分方程式の分類

において右辺の積分にガウスの発散定理を適用すると，∫
Ω
utt dx = −

∫
Ω

divF dx

を得る．この関係式は任意の領域 Ωで成り立つので，

utt = −divF pointwise in Ω.

弾性体の場合，F は変位の勾配∇uの関数で，この勾配が小さいとき，線形な関係F (∇u) = −a∇u
で近似できることが多い．これを上の方程式に代入すると，

utt = a∆u,

波動方程式が得られる．ただし，ここではラプラス作用素（ラプラシアン）(Laplace operator, Lapla-
cian)は次のように定義される：

∆u =
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+
∂2u

∂x23
.

1.3 偏微分方程式の分類

偏微分方程式は様々な基準により分類される．

1.3.1 階数による分類

偏微分方程式に現れる未知関数の最高階微分が kのとき，「k階の偏微分方程式」（equation of
k-th order）であるという（(1.1)を参照）．

1.3.2 非線形性の程度による分類

• 与えられた関数 aαと gに対し，方程式が∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = g(x)

の形で書けるとき，「線形」（linear）であるという．また，線形な方程式において g(x) ≡ 0
のとき，「同次方程式」（homogeneous equation）であるという．

• 方程式が ∑
|α|=k

aα(x)D
αu(x) + a0(D

k−1u(x), . . . , Du(x), u(x), x) = 0

の形で書けるとき，「半線形」（semilinear）であるという．つまり，最高階の微分についての
み線形である．

• 方程式が∑
|α|=k

aα(D
k−1u(x), . . . , Du(x), u(x), x)Dαu(x) + a0(D

k−1u(x), . . . , Du(x), u(x), x) = 0

の形で書けるとき，「準線形」（quasilinear）であるという．つまり，最高階微分の係数は未
知関数のそれより低い微分にのみ依存する．
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1.3 偏微分方程式の分類

• 方程式 (1.1)を与える関数 f が未知関数の最高階微分の非線形な関数のとき，方程式は「非
線形」（fully nonlinear）であるという．

一般の偏微分方程式 (1.1)の左辺（未知関数 uを含む項）を L[u]という記号で表し，Lのこと
を微分作用素（differential operator）とよぶ．線形な微分方程式に対する作用素 Lは，

L[u] =
∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x)

となるが，つぎの解に対する重ね合わせの原理（superposition principle）が成り立つことは明らか
である．

定理 1.1 u1, . . . , umが線形な同次方程式 L[u] = 0の解であれば，その任意の線形結合も解で
ある．

なお，k-階の線形常微分方程式の場合，k個の独立な基本解を求めれば，解がその線形結合と
して決定されるが，偏微分方程式の場合は一般には無限個の基本解を見つけなければならない．

1.3.3 数学的な振る舞いによる分類

ここでは定数係数をもつ 2変数 x, yの関数 uに対する線形な 2階偏微分方程式

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g(x, y) (1.5)

のときの分類を簡単に紹介する．

その詳細とより一般的な方程式への拡張については [9], p.57を参照でき
る（ [3], p.160と [5], p.31もこの内容に関係している）．

この分類の基本は，変数変換を行えば上の方程式が 4つある形のどれかに変形できるという事
実である．具体的には，

ξ = αx+ βy, η = γx+ δy

という線形な変換を施すと，(1.5)の方程式は

Auξξ + 2Buξη + Cuηη + · · · = 0

という形に変換される．1階微分以下の項はこの解析にとって重要でないので，· · · で省略するこ
とにする．A,B,C の係数は

A = aα2 + 2bαβ + cβ2,

B = aαγ + b(αδ + βγ) + cβδ,

C = aγ2 + 2bγδ + cδ2,

となり，a, b, c, α, β, γ, δに依るが，

B2 −AC = (b2 − ac)(αδ − βγ)2

が成り立つため，b2−acという量の符号が変換に対して不変であることがわかる．ここで，αδ−βγ
は変換のヤコビアンである．

方程式 (1.5)を簡単な形に変換したいので，A,B,Cの係数を0にすることを考える．上のA,B,C
の定義式より，A,C が消えるのは

a
(α
β

)2
+ 2b

(α
β

)
+ c = 0, a

(γ
δ

)2
+ 2b

(γ
δ

)
+ c = 0 (1.6)
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1.3 偏微分方程式の分類

のときであることがわかる．この 2次方程式の根は

b±
√
b2 − ac

a

であるので，b2 − acの正負によって，ゼロにできる係数の数が変わってくる．

1. 双曲型方程式（hyperbolic equation）：b2 − ac > 0のとき

このとき，(1.6)の異なる根が二つあり，Aと C と両方を消すことができ，

uξη + · · · = 0

の方程式を得る．この方程式は次の形に書けることが知られている：

uξξ − uηη + · · · = 0.

双曲型方程式の代表例は波動方程式 utt − c2uxx = 0である．

2. 楕円型方程式（elliptic equation）：b2 − ac < 0のとき

このとき，(1.6)の根が実数では存在しないが，A = C,B = 0となるように α, β, γ, δを選ぶ
ことができる．すると，

uξξ + uηη + · · · = 0

の方程式を得る．楕円型方程式の代表例はラプラス方程式 ux1x1 + ux2x2 = 0である．

3. 放物型方程式（parabolic equation）：b2 − ac = 0（それから，2cd ̸= be or 2ae ̸= bd）のとき

このとき，(1.6)の根が一つしかないので，Cのみを消すことにする．しかし，B2−AC = 0
が成り立つから，C = 0とすれば自動的にB = 0となり，

uξξ + ẽuη + · · · = 0

の方程式を得る．放物型方程式の代表例は熱方程式 ut − kuxx = 0である．

4. 退化型方程式（degenerate equation）：b2 − ac = 0（それから 2cd = be, 2ae = bd）のとき

このとき，楕円型方程式と同様に C = B = 0とできるが，係数 a, . . . , eが上記の条件を満
たすと，ηについての微分を含む項がすべて消え，

uξξ + cu = G(ξ, η)

の方程式を得る．

それぞれの場合に係数 α, β, γ, δを決めて，変換した方程式が簡単な形になるようにしたが，そ
のときの ξ(x, y)もしくは η(x, y)の等高線のことを特性曲線（characteristics）とよぶ．上で考え
た定数係数の方程式の場合は直線であるが，係数 a, . . . , eが x, yの関数のときは一般に曲線にな
る．そのとき，方程式の分類を考える点 (x, y)によって方程式のタイプが異なる場合もある．こ
の特性曲線に沿って特異性などの情報が伝播すること，そして（ξ = c, η = c (c定数)という特性
曲線をもつ上の uξη = 0の方程式を考えればわかるように）2階微分の情報が消失することや解
の挙動がより簡単に解析できるなどの意味で，特性曲線は非常に重要な概念である．

特性曲線の観点からそれぞれの方程式のタイプの数学的な振る舞いについて直感的な（つまり，
正確でない）説明をしておく（[4], p.95;以下の図3を参照）．
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1.4 偏微分方程式の例

b

b

x

t

P

R1

R2

R3

region of influence

region of
dependence

a

b

c

b

b

x

t

P
R4

region of influence

d

f

b

b

e

g

boundary conditions

boundary conditions

in
it
ia
l
co
n
d
it
io
n

b

y

x

P

j

h

k

l

Figure 3: 方程式のタイプによって異なる数学的な特徴（双曲型・放物型・楕円型）

• 方程式が点 P = (x, y)において双曲型である場合，点 P を二つの特性曲線が通る．このと
き，点 P における値はこの 2本の特性曲線の間にある領域のみの値に影響を与える．つま
り，点 P で摂動を加えると，その影響は図3（左）の領域R1でしか感知されない．

双曲型方程式が時間発展を記述することが多いので，図では横軸を時刻 tとした．特性曲線
を t軸を遡る方向に延長すると，x-軸と 2点 a, bで交わる．すると，点 P での値を決定する
のは初期時刻 t = 0での区間 [a, b]の値のみである．点 P における値が影響される領域は図
の依存領域R3である．点 cの影響領域は点 (0, c)を通る 2本の特性曲線の間にある領域R2

で，この領域は点 P を含まないから，点 cと点 P は無関係である．

よって，方程式を数値計算などで解くときは初期時刻 t = 0で与えられる初期データから始
めて，時刻を進めることで解くことができる．

• 方程式が点 P = (x, y)において放物型である場合，点 P を通る特性曲線は一つだけであ
る．もう一つの特性方向は垂直な直線に相当する．

ここでも，時間発展問題が多いので，図3（中央）では横軸を時刻 t，縦軸を空間位置 xと
した．初期条件が線分 df で与えられ，境界条件が線分 deと fgで与えられたとしよう．放
物型方程式の場合，点 P での値は点 P を通る垂直な線より右側にある領域 R4全体に影響
を及ぼす．

従って，放物型の場合でも t = 0における初期条件から出発して時刻を進めることにより数
値計算を行うことができる．

• 方程式が点 P = (x, y)において楕円型である場合，特性曲線が存在せず，影響領域または
依存領域の概念もない．問題の領域は図3（右）のような長方形 hjklであるとしよう（これ
は上の二つの場合の時間方向に開かれた領域と対照的である）．点 P において加えた摂動
は領域全体での値に影響し，逆に点 P での値は長方形 hjklの境界のすべての点でのデータ
に依存する．

そのため，双曲・放物型方程式とは対照的に，数値計算を領域のすべての点で同時に行う必
要がある．

1.4 偏微分方程式の例

• 移流方程式（convection/advection/transport equation）

ut + cux = 0

線形な 1階の双曲型方程式で，流れなどによる物質の移流を表す．

• ラプラス方程式（Laplace equation）

∆u = ux1x1 + ux2x2 + · · ·+ uxnxn = 0
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1.4 偏微分方程式の例

線形な 2階の楕円型方程式である．渦なしの非圧縮の流れ，重力場，静電場や平衡状態の温
度分布を記述する．

• 波動方程式（wave equation）
utt = c2∆u

線形な 2階の双曲型方程式である（1.2節を参照）．

• マクスウェルの方程式（Maxwell’s equations）

εEt = curlH

µHt = −curlE

divE = divH = 0

電磁気学の基本的なモデルで，電場 E = (E1, E2, E3)と磁場H = (H1,H2,H3)ベクト
ルに対する，線形な 1 階連立方程式である．電場と磁場の各成分は波動方程式を満たす
（c2 = 1/(εµ)）．

• 弾性体方程式（equations of elasticity）

ρ
∂2ui
∂t2

= µ∆ui + (λ+ µ)
∂

∂xi
(divu) (i = 1, 2, 3)

線形な 2階の双曲型連立偏微分方程式である．平衡状態では（つまり，ut = 0のとき），重
調和方程式（biharmonic equation）∆2u = 0が得られる．

• 熱方程式（heat equation）
ut = k∆u

線形な 2階の放物型方程式である．物体のなかの熱伝導を記述する．

• シュレーディンガー方程式（Schrödinger equation）

iℏψt = − ℏ2

2m
∆ψ + V ψ

量子力学の基本方程式である．線形な 2階方程式であるが，係数に虚数単位が出てくるた
め，熱方程式の拡散の性質に加えて波動方程式の側面も持つ．

• 極小局面の方程式（minimal surface equation）

(1 + u2y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2x)uyy = 0

準線形な 2階の楕円型方程式である．境界の位置を指定したときの最小の面積をもつ曲面を
与える．

• ナビエ-ストークス方程式（Navier-Stokes equations）

∂ui
∂t

+

3∑
j=1

∂ui
∂xj

uj = −1

ρ

∂p

∂xi
+ γ∆ui (i = 1, 2, 3)

3∑
j=1

∂uj
∂xj

= 0

半線形な 2階の連立方程式で，運動する流体の速度 u = (u1, u2, u3)と圧力 pを与える．
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1.5 演習問題

• KdV方程式（Korteweg - de Vries equation）

ut + cuux + uxxx = 0

半線形な 3階の方程式で，水波の研究で利用される．

• バーガース方程式（Burgers equation）

ut + uux = 0

準線形な 1階の方程式で，交通のモデルや気体運動の研究などで登場する．

• アイコナール方程式（eikonal equation）

u2x + u2y = 1

非線形な 1階の方程式で，光学の分野で使われる．

参考書 [7], p. 3; [6], p. 601ではより多くの偏微分方程式の例が紹介され
ている．

1.5 演習問題

問題 1.1 多重指数の練習として，次の関係式を示せ．([10], p.55; [11], p.16)

(1) 二項定理 (x+ y)α =
∑

β+γ=α
α!
β!γ!x

βyγ

(2) 多項定理 (x1 + · · ·+ xn)
m =

∑
|α|=m

m!
α! x

α, m ∈ N

(3) 1
1−(x1+···+xn)

=
∑

α
|α|!xα

α!

(4) m-次多項式 f(x)のテーラー展開 f(x) =
∑

|α|≤m
1
α!D

αf(0)xα

(5) α! ≤ |α|! ≤ n|α|α!

(6) Leibnitzの公式 Dα(fg) =
∑

β+γ=α
α!
β!γ!(D

βf)(Dγg)

問題 1.2 テーラー展開を用いて (1.3)の近似が正しいことを確認せよ．また，この近似の誤差を
評価せよ．

問題 1.3 任意の偏微分Dαが線形作用素であることを示せ．それを用いて，定理1.1を証明せよ．

問題 1.4 つぎの偏微分方程式の一般解を求めよ．ただし，u(x1, x2)は 2変数関数である．

(1) ux1 + 2u = x2

(2) ux2x2 + u = 0

(3) u2ux1 = x1

問題 1.5 波動方程式を導出するときの仮定を以下のように緩めたときに得られる 1次元のより
一般的な波動方程式を求めよ（ここでは，(1)と (2)を別々に考え，それぞれに対し方程式を導く）．

(1) 密度 ρと張力 T は定数ではなく，位置に依存することを許す（つまり，ρ(x), T (x)は xの関
数である）．

(2) 近似 (1.3)を使用せず，非線形な sinと tanの関係をそのまま用いる．
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問題 1.6 重力の影響を受ける弦を考える．弦の両端を同じ高さで固定し，その線密度を ρ，張
力を T，長さを Lとする．平衡状態にある（すなわち，振動しない）ときの弦の形状を求めよ．
モデルとして通常の波動方程式 (1.4)と問題1.5(2)で導出した方程式を用いて，それぞれのモデル
による結果を比べよ．

問題 1.7 次の関数が（係数 cをうまく選べば）波動方程式 utt − c2uxx = 0の解になることを
示せ．

(1) u(t, x) = t2 + x2

(2) u(t, x) = sin(at) cos(bx), a, b ∈ R

(3) u(t, x) = log(t+ x) + (t− x)2

(4) u(t, x) = f(x+ 2t) + g(x− 2t), f, g ∈ C2(R)
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2常微分方程式の基礎理論の復習

概要
この講義では常微分方程式の基礎的な知識を確認する．常微分方程式の求積法の「レシピ」を紹介し
てから，力学系の概要を述べる．最後に，解の存在と一意性，そして解の性質について知られている
基本的な事実を整理する．

2.1 常微分方程式の求積法

以下は，次のタイプの常微分方程式の解き方（求積法）を紹介する：

• 変数分離形

• 同次形

• 1階線形

• 2階線形（定数係数）

• 定数係数線形微分方程式系

それ以外の方程式の解法については [5], [1], [3], [6]などを参考にできる．この講義ノートは主に
[5]をもとに作成されている．

2.1.1 変数分離形

dy

dx
= f(x)g(y) (2.1)

の形の方程式を変数分離形（equation with separated variables）といい，次のように解く（[5], p.
23）．

g(y) ̸= 0のとき，(2.1)は
1

g(y)

dy

dx
= f(x)

と同値である．関数 1/gの原始関数をG(y) =
∫
1/g(y) dyとおくと，

dG(y(x))

dx
= f(x)

の形に書きかえられる．これを積分すれば，

G(y(x)) =

∫
f(x) dx+ C

という yに対する関係式が得られる．
最後に，g(y) ̸= 0と仮定したことによりのぞかれた解がないか調べる．

例 バクテリアの増殖などを表すロジスティック方程式を解く．

dy

dx
= (a− by)y (2.2)



2.1 常微分方程式の求積法

y ̸= a/bと y ̸= 0のとき，以下の式は同値である．

1

(a− by)y

dy

dx
= 1

1

a

(
1

y
− b

by − a

)
dy

dx
= 1

1

a

(∫ 1

y
dy −

∫
b

by − a
dy
)

=

∫
dx

1

a

(
log |y| − log |by − a|

)
= x+ C

log

∣∣∣∣ y

by − a

∣∣∣∣ = ax+ C ′

y

by − a
= ±eax+C′

= ±eC′
eax = C ′′eax (C ′′ ∈ R, C ′′ ̸= 0)

y(x) =
aC ′′

bC ′′ − e−ax
, C ′′ ̸= 0

上では，y ̸= 0と仮定したが，y(x) ≡ 0という定数関数が方程式をみたすことがすぐにわかる．
この y(x) ≡ 0という解は，上式において C ′′ = 0とおけば実現される．

同じように，y ̸= a/bという仮定に対し，y(x) ≡ a/bという定数関数が方程式をみたす．こ
の y ≡ a/bという解は C ′′ → ∞とすれば実現される．

時刻 x = 0でバクテリアの量は y(0) = y0だったとする．この初期条件を用いて，一般解の中
の積分定数 C ′′を定め，特殊解を求めることができる．つまり，

y(0) =
aC ′′

bC ′′ − 1
= y0 ⇒ C ′′ =

y0
by0 − a

.

一般解に代入すれば，次の解を得る．

y(x) =
a

b+ ( a
y0

− b)e−ax

バクテリア増殖のよりシンプルなモデル y′(x) = ay(x)（つまり，b = 0）の解と比べると，そ
れぞれのモデルの特徴が分かる．y′ = ayの解 y(x) = y0e

axは指数的に増加していくのに対し，
ロジスティック方程式の解は時間が経てばある一定値（すなわち，a/b）に近づく（図 1）．
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Figure 1: a = 0.5, b = 0.1, y0 = 1のときのシンプルなモデルとロジスティック方程式の解．
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2.1 常微分方程式の求積法

例 連立微分方程式が単独方程式に帰着されて解ける場合：Lotka-Volterra方程式（共存モデル）．

dx

dt
= (a− by)x (2.3)

dy

dt
= (−c+ dx)y (2.4)

ここで a, b, c, d > 0と考えるので，捕食者 (predator)と被食者 (prey)という 2種類の動物の共存
モデルになる．

dx/dt ̸= 0と仮定すれば，(2.4)を (2.3)で割ると，

dy/dt

dx/dt
=
dy

dx
=

(−c+ dx)y

(a− by)x

を得る（形式的な計算）．これは変数分離形であるので，次のように解ける．∫
a− by

y
dy =

∫
−c+ dx

x
dx+ C

a log |y| − by = −c log |x|+ dx+ C

x, yは生物の量を表しているので，x, y > 0とするのが自然である．よって，

a log y − by + c log x− dx = C

この左辺を F (x, y)とおくと，連立方程式の解 x(t), y(t)に対して，F (x, y)の値が一定になる．
この解は既知の関数で表すことはできそうにないが，関係式 F (x, y) = Cは解の様子を教えてく
れる．関係式を満たす (x, y)は (x, y)-平面上で閉曲線を作る．F (x, y)のように与えられた連立
微分方程式の解に沿って，値が不変に保たれるような関数を第一積分 (first integral)という．そ
の値そのものは，初期値のとり方により変化する（図 2）．
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Figure 2: モデル方程式で a = 1, b = 0.5, c = 0.3, d = 0.8として，第一積分の値 C を−1.5,−1.4,−1.3,−1.2,−1.1,−1
と選んだときの xy-平面上の閉曲線．被食者が減ると捕食者も減少するなどの相互関係が読み取れる．

2.1.2 同次形

dy

dx
= f

(x
y

)
(2.5)

の形の方程式を同次形 (homogeneous)という（[5], p. 27）．
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2.1 常微分方程式の求積法

これは，

z(x) =
y(x)

x

とおくと（つまり，y(x)の代わりに新しい未知関数 z(x)を導入すると），

y(x) = z(x) · x
y′(x) = z′(x) · x+ z(x) = f(z(x))

z′ =
f(z)− z

x

この方程式は未知関数 z(x)に対して変数分離形になっているので解ける．具体的には，∫
dz

f(z)− z
=

∫
1

x
dx = log |x|+ C (f(z)− z ̸= 0のとき)

e
∫

dz
f(z)−z = elog |x|+C = eC |x| = C ′x

ここで，C ′ = eCは 0と異なる定数である．上式の左辺をG(z)とおくと，G(z) = C ′xとなり，つ
まり，一般解

G
(y
x

)
= C ′x

を得る．ここで，ζ が f(z)− z = 0の根ならば，y(x) = ζxも解であることに注意する.

例

y′ =
(y
x

)2
+

2y

x

y = xzとおけば，方程式は
xz′ = z2 + z

となる．これを積分して，
log |z| − log |z + 1| = log |x|+ C

すなわち，
z

z + 1
= C ′x (C ′ = ±eC , C ′ ∈ R, C ′ ̸= 0)

ここで，zをもとの y/xで置き換え，さらに書き直せば，一般解

y(x) =
C ′x2

1− C ′x

が得られる．

f(z) − z = z2 − z = 0を満たすのは z = 0と z = −1であり，これはそれぞれ y(x) = 0と
y(x) = −xという解に対応しているが，一般解で C ′ = 0, C ′ → ∞とおいて得られる特殊解で
ある．
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2.1 常微分方程式の求積法

注

y′ = f
(ax+ by + p

cx+ dy + q

)
(2.6)

という方程式は，変数変換

x = ξ + α

y = η + β

を施し，定数 α, βをうまく選べば同次形に直すことができる（詳しくは [5], p. 29を参照）．（こ
こで，ξは xにかわる新しい変数，ηは yにかわる新しい未知関数である．）

2.1.3 1階の線形微分方程式

1次の微分方程式
y′ + P (x)y = Q(x) (2.7)

を 1階線形微分方程式 (linear differential equation of first order)という（[5], p. 34）．二つの場合に
分けて，解き方を紹介する．

• Q(x) = 0のとき，方程式は同次，または斉次 (homogeneous)であるといい，

y′ + P (x)y = 0

という形になる．これは変数分離形であるから容易に解くことができて，一般解は

y(x) = Ce−
∫
P (x) dx, C ∈ R (2.8)

と表される．

• Q(x) = 0でないとき，方程式は非同次，または非斉次 (inhomogeneous)であるという．この
場合は，方程式を解くためにまずQ(x) = 0とした同次の方程式を解く．次に，上で求まっ
た一般解 (2.8)の積分定数Cを xの関数とみて，y(x)が方程式 (2.7)の解になるようにC(x)
の具体的な形を決める．つまり，(2.8)の定数部分を xの関数で置き換えた

y(x) = C(x)e−
∫
P (x) dx

というものをもとの方程式 (2.7)に代入して，C(x)を求める．解であるためには

y′(x) = C ′(x)e−
∫
P (x) dx + C(x)(−P (x))e−

∫
P (x) dx = −P (x)y(x) +Q(x)

が成り立たなければならない．y(x)に解の形を入れると，

C ′(x)e−
∫
P (x) dx + C(x)(−P (x))e−

∫
P (x) dx = −P (x)C(x)e−

∫
P (x) dx +Q(x)

が得られる．従って，
C ′(x) = Q(x)e

∫
P (x) dx

という C に対する方程式を得る．これを積分し，

C(x) =

∫
Q(x)e

∫
P (x) dx + C̃

(2.8)に代入すると，

y(x) = e−
∫
P (x) dx

{∫
Q(x)e

∫
P (x) dx + C̃

}
が (2.7)の解になる．以上の解法を定数変化法 (method of variation of constants)と呼ぶ．
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2.1 常微分方程式の求積法

例
y′ = −y cosx+ e− sinx

• まず，同次方程式　 y′ = −y cosx　を解く．∫
dy

y
= −

∫
cosx dx

log |y| = − sinx+ C1

y(x) = Ce− sinx

• 定数変化法を用いて，解を次の形で求める：

y(x) = C(x)e− sinx (2.9)

この微分は
y′(x) = C ′(x)e− sinx − C(x) cosxe− sinx

であるので，方程式に yと y′を代入すれば，

C ′(x)e− sinx − C(x) cosxe− sinx = −C(x) cosxe− sinx + e− sinx

という条件になる．これを整理すると，C ′(x) = 1という条件に帰着され，C(x) = x + C̃
がわかる．これを (2.9)で使うと，微分方程式の一般解が得られる：

y(x) = e− sinx(x+ C̃), C̃ ∈ R

2.1.4 2階定数係数線形微分方程式

y′′ + py′ + qy = r(x) (2.10)

という形の方程式を扱う（[5], p. 64）．ただし，ここでは p, qは定数で rは関数である．

同次方程式 1階方程式と同様に，最初は同次方程式

y′′ + py′ + qy = 0 (2.11)

を解く．ここで，y(x) = eλxと置いてみよう．

y′′ + py′ + qy = eλx(λ2 + pλ+ q)

を得る．つまり，λが
λ2 + pλ+ q = 0 (2.12)

を満たせば，y(x) = eλx は (2.11)の解になる．方程式 (2.12)を微分方程式 (2.11)の特性方程式
(characteristic equation)とよぶ．特性方程式は一般に 2つの解 λ1, λ2をもつ．つまり，y1(x) = eλ1x

と y2(x) = eλ2xという 2つの独立な解を得る．

そこで，次の重ね合わせの原理に注目する．つまり，y(x)が (2.11)の解であれば，その定数倍
Cy(x)も解である．また，y1(x)と y2(x)が (2.11)の 2つの解であれば，y1(x) + y2(x)も解にな
る．より一般に，y1(x), y2(x)が (2.11)の解であれば，その任意の 1次結合C1y1(x) +C2y2(x)も
(2.11)の解になる．

さらに，(2.11)のすべての解をC1y1(x)+C2y2(x)の形で表されるということが証明できる．そ
ういう意味では，y1(x), y2(x)はすべての一般解が成すベクトル空間の基底である．基底を与える
解の組を基本解 (fundamental solution)という．
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2.1 常微分方程式の求積法

注 2階定数係数線形方程式の場合，基本解が 2つあって，一般解の空間は 2次元の空間である
が，一般にm階定数係数線形方程式を考えた場合，解空間はm次元のもので，m個の独立な基
本解が存在することになる．

解の公式　以上の考察から，方程式 (2.11)の解の公式を得る．(2.11)の一般解は次のように与え
られる：

1. p2 − 4q > 0のとき，2次方程式 (2.12)が２つの異なる実数の解 λ1, λ2をもつので，一般解は

y(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x (2.13)

となる．

2. p2 − 4q < 0のとき，(2.12)の解を α± iβ （互いに共役な複素数）とすると，一般解は

y(x) = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx) (2.14)

である．（この形は (e(α+iβ)x + e(α−iβ)x)/2と (e(α+iβ)x − e(α−iβ)x)/2iという二つの解の線形
結合として得られる．）

3. p2 − 4q = 0のとき，(2.12)の重解を λ = −p/2とすると，

y(x) = eλx(C1x+ C2) (2.15)

例 単振動の方程式
y′′ + ω2y = 0, ω > 0

の一般解を実数値関数として求める．

特性方程式は λ2 + ω2 = 0であり，この解は±iωである．従って，方程式の 2つの解を次の
ように書ける：

y1(x) = eiωx = cosωx+ i sinωx

y2(x) = e−iωx = cosωx− i sinωx

しかし，方程式が実数範囲で与えられているので，解も実数値関数が望ましい．そこで，上の二
つの関数の任意の 1次結合が解に

z1(x) =
1

2
{y1(x) + y2(x)} = cosωx

z2(x) =
1

2i
{y1(x)− y2(x)} = sinωx

一般解はその線形結合
y(x) = C1 cosωx+ C2 sinωx

で与えられる．

例 微分方程式
y′′ + 3y′ + 2y = 0

の一般解を求める．

特性方程式は λ2 + 3λ + 2 = 0であり，これは (λ + 1)(λ + 2) = 0と因数分解されるので，
λ1 = −1, λ2 = −2が根である．一般解は eλ1xと eλ2xの 1次結合

y(x) = C1e
−x + C2e

−2x

で与えられる．
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2.1 常微分方程式の求積法

非同次方程式 微分方程式 (2.10)において，r(x) ̸= 0の場合について考える．(2.10)の一般解を
y(x)とし，(2.10)の一つの解 y0(x)が何らかの方法で見つかったとする．そのとき，

z(x) = y(x)− y0(x)

という関数がみたす方程式を導いてみよう．

z′′ + pz′ + qz = (y′′ + py′ + qy)− (y′′0 + py′0 + qy0) = r(x)− r(x) = 0

従って，zが同次 2階線形微分方程式 z′′ + pz′ + qz = 0を満たす．その一般解は計算でき，基本
解 y1(x), y2(x)の線形結合 z(x) = C1y1(x) + C2y2(x)で与えられる．よって，(2.10)の一般解は

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + y0(x)

となる．すなわち，非同次方程式 (2.10)の一般解は次の手順で計算できる：

1. 何らかの方法で非同次方程式の一つの解 y0(x)を計算する（これを特殊解という）

2. r(x) = 0とおいた同次方程式の一般解 C1y1(x) + C2y2(x)を求める

3. 一般解は y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + y0(x)となる

特殊解を求める一般的な方法はないが，計算法が知られている r(x)の特別な形はある．例えば，

• r(x) = a =定数　のとき，y0(x) = α =定数　という形で求めることができる

• r(x) = aekx, a, k ∈ Rのとき，y0(x) = Cekxという形で求めることができる

• r(x) = ax+ bのとき，y0(x) = αx+ βという形で求めることができる

• r(x) = ax2 + bx+ cのとき，y0(x) = αx2 + βx+ γという形で求めることができる

例 微分方程式
y′′ + 3y′ + 2y = e2x

の一般解を求める．

1. 特殊解を計算する．y0(x) = Ce2xという形で求める．方程式に代入すると，

y′′0 + 3y′0 + 2y0 = 4Ce2x + 6Ce2x + 2Ce2x = 12Ce2x = e2x

よって，C = 1/12と置けば，y0は解になる．

2. 右辺を 0にした同次方程式の一般解は C1e
−x + C2e

−2xである（上の例を参照）．

3. 一般解は y(x) = C1e
−x + C2e

−2x + 1
12e

2xとなる．

2.1.5 定数係数線形微分方程式系

ここで，正規形の連立 1階微分方程式の初期値問題

d

dx
y = Ay, y(x0) = z0 (2.16)

の解法を考える（[5], p. 84）．ただし，y = y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x))
T は未知関数のベク

トルで，Aは n× n実数正則行列である．この問題には n階の定数係数線形微分方程式の初期値
問題

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, y(x0) = z1, y

′(x0) = z2, . . . , y
(n−1)(x0) = zn (2.17)
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2.1 常微分方程式の求積法

（ aj は定数）も含まれる．なぜかというと，

y1 = y, y2 = y′, . . . , yn = y(n−1)

と置くと (2.17)は
y′1
y′2
...
y′n

 =


y2
y3
...

−a1yn − · · · − any1

 =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

...
−an −an−1 −an−2 . . . −a1



y1
y2
...
yn


と表される．そこで y = (y1, · · · , yn)T , z0 = (z1, · · · , zn)T と置けば (2.16)の形になることが分
かる．

y′ = ay の解は y = Ceax であるので，連立方程式 (2.16)の場合も解を exA のような形で書け
ないかということが思いつく．実数の指数関数に対して exA は意味がないが，実数の指数関数と
同様に

exA = I + xA+
1

2
x2A2 + · · · =

∞∑
k=0

1

k!
xkAk

と形式的に定義してみる．ただし，A0 = I （単位行列）としている．

上の無限級数は任意の xと Aに対して収束し，極限は xに滑らかに依存することが知られて
いる．この極限を exA と表し，行列 Aの指数関数という．

行列の指数関数の性質� �
(1) eO = I
(2) (exA)−1 = e−xA

(3) e(x+x′)A = exAex
′A = ex

′AexA

(4) ex(aI+A) = eaxexA

(5) d
dxe

xA = AexA� �
この証明は行列の指数関数の定義に出ている無限級数が絶対一様収束することを用いる（普通

の指数関数と同様）．

初期値 z0 ∈ Rn に対して行列 e(x−x0)A を作用させたものを

y(x) = e(x−x0)Az0

と置く．行列の指数関数の性質を用いて，

y(x0) = e0Az0 = eOz0 = Iz0 = z0

d

dx
y =

d

dx

{
e(x−x0)Az0

}
=

d

dx

{
exAe−x0Az0

}
= AexAe−x0Az0 = Ae(x−x0)Az0 = Ay

が確認できる．つまり，y は初期値問題 (2.16)の解である．微分方程式系に対し単独の微分方程
式と同様な存在定理が成り立つので，上の解がただ一つの解であることが分かる．

行列 Aの指数関数 exA の求め方（行列 Aが対角化可能の場合のみ紹介する）
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2.1 常微分方程式の求積法

1. 行列 Aを対角化する：

A = PDP−1, D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn


2. 行列 Dの指数関数を計算する：

Dk =


λk1 0 . . . 0
0 λk2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λkn


であるから，

exD =
∞∑
k=0

xk

k!
Dk =


∑∞

k=0
xk

k! λ
k
1 0 . . . 0

0
∑∞

k=0
xk

k! λ
k
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
∑∞

k=0
xk

k! λ
k
n



=


eλ1x 0 . . . 0
0 eλ2x . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . eλnx


3. exA を計算する：

exA = ex(PDP−1) = I + xPDP−1 +
x2

2!
(PDP−1)2 + · · ·

= I + xPDP−1 +
x2

2!
PD2P−1 + · · ·

= P

(
I + xD +

x2

2!
D2 + · · ·

)
P−1

= PexDP−1

すなわち，

exA = P


eλ1x 0 . . . 0
0 eλ2x . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . eλnx

P−1

ここで，λ1, . . . , λn は行列 Aの固有値である．

例 初期値問題

y′1 = −y1 + 2y2

y′2 = −4y1 + 5y2

y1(0) = 1, y2(0) = 3

を解く．
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ここで，

y =

(
y1
y2

)
, A =

(
−1 2
−4 5

)
, z0 =

(
1
3

)
である．式 det(A − λI) = 0 を解いて，固有値が λ1 = 1, λ2 = 3 であることが分かる．また，
Api = λipi により対応している固有ベクトルは p1 = (1, 1)T , p2 = (1, 2)T である．それを縦に
並べた行列 P を用いて

A = PDP−1 =

(
1 1
1 2

)(
1 0
0 3

)(
2 −1
−1 1

)
と対角化される．従って，

exA = PexDP−1 =

(
1 1
1 2

)(
ex 0
0 e3x

)(
2 −1
−1 1

)
=

(
2ex − e3x −ex + e3x

2ex − 2e3x −ex + 2e3x

)
となる．求める解は

y = exA
(
1
3

)
=

(
−ex + 2e3x

−ex + 4e3x

)
で与えられる．　つまり，y1(x) = −ex + 2e3x, y2(x) = −ex + 4e3x という解になる．

対角化可能でない行列の場合も同様の方法を用いることができるが，少し複雑になる．

2.2 力学系について

力学系（dynamical system）とは，一定の規則に従って時間の経過とともに状態が変化するシ
ステム（系）のことである（そのシステムを記述する数学的なモデルを指すこともある，[5], p.
133）．状態の変化に影響を与える数個の要素を変数として取り出し，要素間の相互作用を微分方
程式として記述される．力学系の例として振動運動，ロトカ・ヴォルテラの方程式，惑星の運動
方程式，ローレンツの方程式，カオスなどが挙げられる．

ここでは特に，独立変数を時間 t とし，未知量 y が時間の流れとともにどのように変化して
いくかを考える．解を直接求めることができるのがまれであるから，解を求めることなく系の状
態が時間とともに描く軌跡や運動の方向といった幾何学的な性質を調べるのが力学系の考え方で
ある．

ここでは，微分方程式の右辺が tを陽に含まない自律系

ẏ = f(y), y(t0) = y0 (2.18)

を考えよう．ただし，ẏは時間微分 dy/dtを表す記号で，f : Rn → Rnは滑らかな関数であると
する．

初期条件を明示して，この解を
y = y(t; t0,y0)

と表す．特に，t0 = 0に対応する解を y∗(t;y0)と表すことにする．すなわち，

y∗(t;y0) = y(t; 0,y0)

解 y(t; t0,y0)と y(t; 0,y0)の関係を調べるために，

z(t) = y∗(t− t0;y0)
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と置く．

ż =
d

dt
y∗(t− t0;y0) = f(y∗(t− t0,y0)) = f(z)

z(t0) = y∗(0;y0) = y(0; 0,y0) = y0

であるので，z(t)と y(t; t0,y0)は同じ初期値問題 (2.18)を満たす．解の一意性によりこの二つの
関数は等しい，すなわち

y(t; t0,y0) = y∗(t− t0;y0)

が成り立つ．これは時間方向に解を平行移動することによって，初期値の観測時刻 t = t0を t = 0
に移すことができることを意味する．従って，初期値問題 (2.18) の解の性質を調べるためには，
特に t0 = 0とした場合のみを考えれば十分である（この事実は f が tに陽に依存する非自律系で
は成立しない）．

またこのことは，解曲線 (t,y(t))よりも， tをパラメータとして解が Rn 上にどのような軌跡
からなる曲線を描くかということの方がより重要であるということである．Rnの中に描かれる解
y∗(t;y0)の軌跡

O(y0) = {y∗(t;y0); t ∈ R} ⊂ Rn

を y0 を通る解軌道（orbit）という．

例 単振動の方程式
ẍ+ kx = 0 (k > 0)

の解軌道を R2 上に図示する．

y = ẋと置くとこの微分方程式は {
ẋ = y
ẏ = −kx

と表される．y = (x, y)T , f(x, y) = (y,−kx)T と置けば，(2.18)の形になる．定数係数の線形微
分方程式であるから，その一般解は

x(t) = C1 cos
√
kt+ C2 sin

√
kt

y(t) = ẋ(t) =
√
k
(
− C1 sin

√
kt+ C2 cos

√
kt
)

であることが容易に計算できる．この 2式から

kx2(t) + y2(t) = k(C2
1 + C2

2 ) = C =定数 ≥ 0

と変数 tを消去できる．これにより，解 (x(t), y(t))の軌道は楕円であることが分かる（図3）．

√

C
√

C

k

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

0

Figure 3: 単振動方程式の解軌道
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定義� �
• 微分方程式 (2.18)において f(P ) = 0を満たす点 P ∈ Rnを平衡点（equilibrium (point)）
という．平衡点はそれ自身が軌道である．

• y∗(t;y0)が周期関数のとき，その軌道を周期軌道（periodic orbit）という．� �
上の例では平衡点が (x, y) = (0, 0)で，解軌道は周期軌道である．

定理（解軌道の性質）� �
• 解軌道は曲線としてつなぎ合わせができる：

y∗(s;y∗(t;y0)) = y∗(t;y∗(s;y0)) = y∗(s+ t;y0)

すなわち，時刻 s までに描かれる軌道と，時刻 s の状態を新たな出発点としてさらに
時間 tだけ進めたときに描かれる軌道とをつなぎ合わせた曲線は，最初の時刻から時刻
s+ tまでの間に描かれる一本の曲線と同じものである．

• 二つの解軌道は決して交わらない：　二つの軌道O1 = O(y1)とO2 = O(y2)は共有点
を持たないか，あるいは O1 = O2 のどちらかである．

• 解軌道が自分自身と交わるときの状況：　解 y∗(t;y0)の軌道 O(y0)が異なる tの値で
自分自身と共有点を持つならば，y0は平衡点でO(y0) = {y0}であるか，またはO(y0)
は周期軌道である．� �

平衡点の安定性

単振動の方程式は解くことができるから解の挙動を詳しく定量的に調べることができる．しか
し，一般の微分方程式に対しては，定性的な振る舞いしかわからないことが多い．ここでは，特
に平衡点近傍の解に限定すれば，定量的な解析が可能になることを示す（[5], p. 146, [4], p. 124）．

解 y(t)の挙動を平衡点 P の近傍で考察するために，

y(t) = P + v(t)

によって変数を yから vに変換する．f(P + v)を P の周りでテーラー展開すると，

f(P + v) = f(P ) + f ′(P )v + g(v) = Av + g(v)

となる．ここで，

• g(v)は v に関する 2次以上の項（すなわち，ある正定数 C > 0があって，|v|が小さいと
き |g(v)| ≤ C|v|2 を満たすような関数）である．

• A = f ′(P )は n次の正方行列

A = f ′(P ) =


∂f1
∂y1

(P ) . . . ∂f1
∂yn

(P )
...

. . .
...

∂fn
∂y1

(P ) . . . ∂fn
∂yn

(P )


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である．

未知変数 vに関する初期値問題は

v̇ = Av + g(v), v(0) = v0 = y0 − P (2.19)

となる．解が平衡点 P の十分近くの初期値から出発すれば，しばらくの間 P の十分近くに留ま
り，従って v(t)が十分小さく留まっているだろう．このとき， vの振る舞いは近似的に

v̇ = Av

という方程式で記述されると期待できる．この方程式を平衡点 P に関する (2.18)の線形化方程式
という．

例

微分方程式
{
ẋ = −x+ xy + y
ẏ = −2y + x2 + y2

では f1(x, y) = −x + xy + y, f2(x, y) = −2y + x2 + y2 と表し，f1(0, 0) = f2(0, 0) = 0である
から，P = (0, 0)は平衡点になる．f の P に関する線形化行列 Aは

A =

(
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

)∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

(
−1 + y x+ 1
2x −2 + 2y

) ∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

(
−1 1
0 −2

)
従って，線形化方程式は v = (v, w)T として{

v̇ = −v + w
ẇ = −2w

と表される．

v̇ = Av の微分方程式の解は etAv0 である．大雑把に言うと，λが行列 Aの固有値であれば，
行列 Aの指数関数が eλt という項を含む．そのため，平衡点の近くから出発した解が平衡点に近
づくか，平衡点から離れていくかを行列 Aの固有値の実部を見て判断できる．以下の定理を厳密
に証明することができる：

定理．　線形化行列 Aのすべての固有値の実部が負であるとすると，初期値 v0 が 0に十分近
ければ (2.19)の解は

v(t) → 0 (t→ ∞)

を満たす．

y(t) = v(t) + P だったから，上の定理の状況では y0 が平衡点 P に十分近ければ，解 y(t)が
平衡点 P に収束するということである．

定義� �
• 平衡点 P の十分近くから出発した解が必ず P に収束するとき，平衡点 P は漸近安定
（asymptotically stable）であるという．

• 平衡点 P の十分近くから出発した任意の解がすべての t > 0に対してその平衡点の近
くに留まっているとき，平衡点 P は安定（stable）であるという．

• 平衡点が安定でないとき不安定（unstable）であるという．� �
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2次元力学系の場合，平衡点の近傍での解の振る舞いを線形化方程式を用いて具体的に見てい
く．R2 において平衡点 P に関する線形化方程式

v̇ = Av

を考える．A の二つの固有値を λ1, λ2 とし，対応する固有ベクトルを p1,p2 とし，簡単のため
λ1 ̸= λ2 と仮定する．

p1 と p2 が独立であるから，v(t) = α1(t)p1 + α2(t)p2 と表すことができる．これを線形化方
程式に代入すると，

α̇1p1 + α̇2p2 = α1Ap1 + α2Ap2 = α1λ1p1 + α2λ2p2

となる．ベクトル p1,p2の係数を比較することによって，α̇1 = λ1α1, α̇2 = λ2α2を得る．初期値
が v0 = a1p1 + a2p2 と表されるとき，解 v(t)は

v(t) = eλ1ta1p1 + eλ2ta2p2

と表されることが分かる．

以下の四つの場合を考える：

1. λ1, λ2 > 0：v(t)は指数的に増大する．

2. λ1 < 0 < λ2： v(t)はベクトル p1 の方向には指数的に減少し p2 の方向には指数的に増大
する．

3. λ1, λ2 < 0：v(t)は指数的に減少し 0に収束する．

4. λ1 = λ̄2（共役複素数）：λ1 = p+ iqと置くと eλ1t = ept(cos qt+ i sin qt)であるから，v(t)
は回転しながらその絶対値が増大するか（p > 0）0 に収束するか（p < 0）のどちらかで
ある．

p1

p2

P

b
p1

p2

P

b

λ1, λ2 > 0（不安定結節点）　　　　　　　　 λ1 < 0 < λ2（鞍点）

p1

p2

P

b P b

P b

λ1, λ2 < 0（安定結節点）　　　　　　　　　　 λ1 = λ̄2（渦状点）
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注 周期解の安定性についても同じように調べることができる（[5], p. 160）．

2.3 常微分方程式の基礎理論

常微分方程式の理論では，解の存在と一意性がどのような条件の下で成り立つかを明らかにし，
初期値に対する連続的な依存性などの解の性質を調べることが目標である．

連立方程式についても言えることであるが，ここでは簡単のために方程式

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (2.20)

について述べる．

2.3.1 解の存在

解の存在についての代表的な定理を二つ紹介する．

Cauchyの定理� �
xy平面上の長方形領域（中心 (x0, y0)，辺の長さ 2a, 2bの長方形）

D = {(x, y); |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}

において，関数 f(x, y)は連続でかつ Lipschitz条件

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀(x, y1), (x, y2) ∈ D

を満たすとする．Dにおける |f |の最大値をM とすると，初期値問題 (2.20)の解が区間

I = [x0 − r, x0 + r], r = min
{
a,

b

M

}
で存在し，しかもただ一つである．� �

Peanoの定理� �
Dを xy-平面上の領域，関数 f(x, y)はDで定義されて連続であるとする．(x0, y0) ∈ Dなら
ば，微分方程式 (2.20)の解 y(x)が点 (x0, y0)の近傍で存在する．� �
常微分方程式の解の存在を調べる主な方法が三つ知られている：

1. 近似によるアプローチ（Cauchyの折線）

簡単な初期値問題
y′ = 2y, y(0) = 1 (2.21)

を例にとって考え方を解説する．

この解が y = e2x であることはすぐにわかる．

この解曲線が点 (x0, y(x0))を通るとき，その点での解曲線が動く方向を調べる．すなわち，
解曲線への接線の向きを計算すればよい．曲線上の点 (x0, y(x0))において，曲線の傾斜は
tan θ = y′(x0)となるので，図 4（左）のように点 x0 = 0.3での接線の向きを描くために，点
(x0, y(x0)) = (0.3, e0.6)より水平方向に長さ 1の線分を引き，この線分の終点より垂直方向に
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2.3 常微分方程式の基礎理論

長さ y′(x0) = 2e2x0 = 2e0.6 の線分を引く．解曲線への点 (x0, y(x0))での接線は (x0, y(x0))
と垂直な線分の終点を結ぶ直線である（図では赤く表示した）．解曲線はこの接線に沿った
方向に動くので，動きの方向を図の紫色の矢印のように描くことができる．
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Figure 4: 解への接線と方程式の方向の場

しかし，よく見ると，与えられた点 (x0, y0)での解曲解を求めなくても計算できることがわ
かる．方程式を用いればよい：

y′(x0) = 2y(x0) = 2y0.

つまり，解曲線が点 (x0, y0)を通るとしたら，その点での動く方向（接線の向き）は「x-方
向に 1，y-方向に 2y0」というベクトルになる．このようにして，xy平面の各点で解の（接
線）方向を求めることができ，各点での方向が定まった平面を方向の場とよぶ．上記の問題
に対し方向の場を描くと，図 4（右）のようになる．右の図は点 (0, 1)を通る解曲線を表し
ており，解曲線が方向の場に沿って動いていることが見てとれる．

上の考察を微分方程式の近似を与えるのに応用できる．微分方程式は解析的に解けるものが
ごく僅かであるので，数値計算により解を近似する必要がある．

最初に挙げた初期値問題を区間 x ∈ (0, 1)で近似的に解いてみよう．区間 (0, 1)を n等分し
て，部分区間の長さを h = 1/n とする．これにより得られた接点を x0 = 0, x1 = h, x2 =
2h, . . . , xn−1 = (n− 1)h, xn = 1とおく．

まず，n = 2のときのとても粗い近似解を求める．そのために，初期点 (0, 1)からスタートし
て，微分方程式の方向の場が定める方向（つまり，解曲線への接線の方向）に沿って x = 0.5
の軸にぶつかるまで直線上に進む．点 (x0, y0) = (0, 1) における接線方向は (1, y′(x0)) =
(1, 2y0) = (1, 2)であるので，進む直線の方程式は y = 2x+ 1となる．接点 x1 が定める軸
x = x1 = 0.5にぶつかったら，進む方向を修正する．つまり，ぶつかった点 (0.5, 2)での方
向の場の方向に切り替える．点 (0.5, 2)での方向の場の方向は (1, y′(0.5)) = (1, 2y) = (1, 4)．
よって，次は点 (0.5, 2)からこの方向に進むので，進む直線の方程式は y = 4xとなる．最
後の接点 x2 = 1にぶつかるまでこの直線上に進む．この手順で得られた近似解は

y2(x) =

{
2x+ 1, x ∈ [0, 0.5]
4x, x ∈ (0.5, 1]

となる．このグラフは図5で青で表示してある．
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Figure 5: オイラー法による近似解（2分割，3分割と 4分割のとき）と真の解

同様に，n = 3 の場合に近似解 y3 を計算する．同じ初期点 (0, 1) からスタートするの
で，x ∈ (0, 13) の間では y2 と同じ直線 y = 2x + 1 の方向に進む．点 (13 ,

5
3) での 方向は

(1, 2y) = (1, 103 )であるので，区間 x ∈ (13 ,
2
3)での直線の方程式は y = 10

3 x+ 5
9 となる．最

後の区間 (x2, x3) = (23 , 1)での近似解の方程式を求め，一つの式にまとめると，

y3(x) =


2x+ 1, x ∈ [0, 13 ]
10
3 x+ 5

9 , x ∈ (13 ,
2
3 ]

50
9 x− 25

27 , x ∈ (23 , 1]

となる．この近似解を図で赤で示した．

黒で示したのは近似解 y4であり，緑の曲線は解析解 y(x) = e2xである．刻み幅を細かくし
ていくと近似解が解析解に近づくことがわかる．

一般に，(2.20)の関数 fが連続でさえあれば，n→ ∞のときに，折線 yn(x)が真の解 y(x)に
（局所的に）一様収束することが証明でき（Arzelà-Ascoliの定理を利用，[2], p. 19），Peano
の存在定理を得る．

このように微分方程式を近似的に解く方法はオイラー法（Euler method）と呼ばれる．有限
個の接点 x0, x1, . . . , xn での値のみ求めるので，コンピューターで扱える有限次元の問題に
なる．一般的な問題 (2.20)に対してオイラー法を書くと，

yn(xk+1) = yn(xk) + hf(xk, yn(xk))

となる．これは，接点 x0, x1, . . . , xk での近似解 yn の値をすでに求めたとして，次の接点
xk+1 での値を与える式である．この式が y′(xk)を (y(xk + h) − y(xk))/hで置き換えるこ
とによって得られることが注意に値する．

複数の接点での近似解の値を用いて次の接点での値を計算するなど，微分方程式の数値解法
はいくつかあるが，オイラー法は最も基本的な方法である．

2. 不動点定理への帰着

このアプローチは，連続な f に対して問題 (2.20)が

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ)) dξ

という積分方程式と同値であることを利用している．この式の右辺を yに作用するオペレー
タ Φ(y)として考えれば，不動点問題 y = Φ(y)の形になっており，いくつかある不動点定
理を適用できる．
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• f が Lipschitz条件を満たすとき，バナッハの不動点定理（縮小写像の定理）が適用で
き，一意的な解の存在が示される．
関数 f(x, y)が Dにおいて yについて偏微分可能で，偏導関数が Dで連続であれば，
Lipschitz条件が満たされることに注意する．

• f がただ連続なときはより一般的な Schauderの不動点定理を利用するが，そのときは
存在だけ示される（Peanoの定理）．

バナッハの不動点定理に基づいた方法は Picardの逐次近似法とよばれ，以下のように定義
した関数列がただ一つの真の解に一様収束することを示している（詳しくは [5]）：

y0(x) = y0

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y0) dξ

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y1(ξ)) dξ

...

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, yn−1(ξ)) dξ

...

例 オイラー法を考えるときに用いた初期値問題

y′ = 2y, y(0) = 1

に対して逐次近似解を計算してみよう．この場合は

x0 = 0, y0 = 1, f(x, y) = 2y

であるので，近似解は次の式で与えられる：

y0(x) = 1

yn+1(x) = 1 + 2

∫ x

0
yn(t) dt

これを計算していくと，

y0(x) = 1

y1(x) = 1 + 2

∫ x

0
1 dt = 1 + 2x

y2(x) = 1 + 2

∫ x

0
(1 + 2t) dt = 1 + 2x+

22

2
x2

y3(x) = 1 + 2

∫ x

0
(1 + 2t+

22

2
t2) dt = 1 + 2x+

22

2
x2 +

23

2 · 3
x3

y4(x) = 1 + 2

∫ x

0
(1 + 2t+

22

2
t2 +

23

3!
t3) dt = 1 + 2x+

22

2!
x2 +

23

3!
x3 +

24

4!
x4

となり，第 n次近似解の形がわかる：

yn(x) =
n∑

k=0

(2x)k

k!

この式で n→ ∞とすると，yn(x) → e2xが得られる．つまり，近似解が真の解に収束する．
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3. Taylor展開による手法

方程式 (2.20)が解をもち，f が初期値 (x0, y0)の近傍で何回でも微分可能であるとすると，
方程式を微分していくことにより解 yの (x0, y0)における微分をすべて求めることができる：

y(x0) = y0, y′(x0) = f(x0, y(x0)), y′′(x0) = fx(x0, y(x0)) + fy(x0, y(x0))y
′(x0), . . . .

解 y(x)が x0のまわりで Taylor展開できるならば，それは

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
1

2
y′′(x0)(x− x0)

2 + · · ·

となり，形式的に解が求まる．優級数定理を用いて，上の展開がある区間 (x0 − δ, x0 + δ)
で収束することが証明されるので，解の存在が言える．

しかし，この方法は f と yの解析性を必要としているので，特殊な場合にしか応用されない．

2.3.2 解の一意性

右辺の関数 f に対する Lipschitz条件など，解の一意性の十分条件が昔から知られていたが，必
要十分条件については岡村氏がはじめて発見した（詳しくは [2]の 6章を参照）．

岡村の定理� �
方程式 (2.20)において関数 f(x, y)は領域Dで定義されているとする．Dの任意の点に対し，
その点の近傍 V があって，V の 2点 (x, y)および (x, z)に対して定義された連続的微分可能
な関数 Φ(x, y, z)があって，つぎの不等式を満足するとする：

Φ(x, y, z) ≥ 0 かつ
∂Φ(x, y, z)

∂x
+
∂Φ(x, y, z)

∂y
f(x, y) +

∂Φ(x, y, z)

∂z
f(x, z) ≤ 0 (2.22)

そのとき，方程式 (2.20)の解曲線は（存在すれば）Dの各点からみぎにむかって一意的に決
まる．
逆に，Dの各点からみぎに出る (2.20)の解が常に一意的に決まるとき，Dの内部の任意の点
に対し，その小さな近傍 V 上の任意の 2点 (x, y), (x, z)に対して定義された関数Φ(x, y, z)が
存在し，それは連続的微分可能，かつ (2.22)を満たす．� �
Lipschitz条件が (2.22)の特別な場合であることに注意する．また，Lipschitz条件が満たされる

ときの一意性の証明は Gronwallの不等式を利用している（[5], p. 185）．

2.3.3 解の性質

存在定理で得られる解をこれ以上延長できないときに，それを最大解とよぶ．f が yについて
線形なとき，この最大解の定義域は f が（xについて）連続である領域を含むが，非線形な方程
式ではそれが成り立たず，最大解がより狭い定義域をもつことがある．例として，y′ = y2という
方程式を考えればよい．

Peanoの定理により存在が示された解曲線は，領域Dから出ない限りいくらでも延長できるこ
とが知られている．正確には次の定理がある．
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2.3 常微分方程式の基礎理論

最大解の特徴� �
関数 f が点 (x0, y0)を含む領域Dにおいて連続であるとする．yが区間 (a, b)で定義される
(2.20)の最大解で，K ⊂ Dがコンパクト集合であるとする．そのとき，x1, x2 ∈ (a, b)が存
在し，

x ∈ (a, x1) ∪ (x2, b) ⇒ (x, y(x)) ̸∈ K

が成り立つ．� �
つまり，最大解はDに含まれる任意のコンパクト領域を出る，Dの境界点から境界点までのびる
解である（図6）．

K

D

xa x1 x2 b

y(x)

Figure 6: 最大解の特徴

他にも様々な解の性質を示すことができるが，ここでは簡単な説明にとどめる．

• ある初期値 (x0, y0)から出発する解の集合について述べる結果がある．ここでは単独方程式
の場合の Peano-Osgoodの定理を紹介し，詳しいことは [2], p. 55に委ねる．

Peano-Osgoodの定理� �
方程式 (2.20)において f(x, y)が領域D = {x0 ≤ x ≤ x1, −∞ ≤ y ≤ ∞}で連続かつ有
界とし，点 (x0, y0)からみぎに出る (2.20)のすべての解曲線をとりその曲線上の点全体
の集合をEとすると，Eは {x0 ≤ x ≤ x1, ψ(x) ≤ y ≤ Ψ(x)}という集合となり，ここ
に y = ψ(x)および y = Ψ(x)は (2.20)の解であって，ψ(x0) = Ψ(x0) = y0.� �

• 解の初期値に対する連続性（[2], p. 27）

初期値に関する連続性� �
関数 f(x, y) が領域 D において連続で Lipschitz 条件を局所的に満たすとする．方程
式 (2.20)の最大解が区間 (α, β)で定義されるとする．そのとき，任意の ε > 0および
γ1, γ2 ∈ (α, β)（ただし，γ1 < x0 < γ2）に対し δ > 0が存在し，|y0 − b| < δを満たす
すべての bに対する y′(x) = f(x, y), y(x0) = bの最大解 η(x)が少なくとも (γ1, γ2)にお
いて定義され，

|y(x)− η(x)| < ε ∀x ∈ (γ1, γ2)

が成り立つ．� �
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2.4 演習問題

• 解の初期値に関する微分可能性
右辺の関数 f が微分可能であれば，解も初期値について微分可能であることがわかってい
る（詳しくは [2], p. 32）．

2.4 演習問題

問題 2.1 微分方程式
xy′ − y log

y

x
= 0

に対し，初期条件 y(1) = 1を満たす特殊解を求め，解のグラフを描け．

問題 2.2 次の条件を満たす関数 y(x)を求めよ．

2x+ y − x
dy

dx
= 0

y(1) = 0

問題 2.3 次の微分方程式の解の存在と一意性について調べてから一般解を求め，様々な初期値
に対する解曲線を図示せよ．

(x+ y) + (x− y)y′ = 0

また，以下の初期条件を満たす全ての特殊解をそれぞれ求めよ．

(i) y(1) = 1 +
√
2

(ii) y(1) = 1

(iii) y(1) = −1

問題 2.4 次の条件を満たす関数 y(x)をすべて見つけよ．

y′ = 3
√
xy

y(0) = 0

問題 2.5 微分方程式 x3y′ + xy = 1の一般解を求めよ．

問題 2.6 微分方程式 y′′ − y + 2x2 = 0に対し，初期条件 y(0) = y′(0) = 2を満たす特殊解を求
めよ．

問題 2.7 次の微分方程式を解いて，３つ以上の異なる初期値に対する解のグラフを一つの図に
まとめて図示せよ．

(x2 − x)y′ + (1− 2x)y + x2 = 0

問題 2.8 微分方程式
y′′ − y′ = 12(y − 2x) + 10

について，次の問に答えよ．

(i) 方程式の一般解を求めよ．

(ii) 初期条件　 y(0) = 0, y′(0) = 6　を満たす特殊解を求めよ．
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2.4 演習問題

問題 2.9 次の微分方程式を解いて，3つ以上の異なる初期値に対する解のグラフを一つの図に
まとめて図示せよ．

(2x− y + 3)− (x− 2y + 3)y′ = 0

（ヒント：　新しい変数 ξと新しい未知関数 ηを導入し，変数変換 x = ξ + α, y = η + β を行う．
定数 αと βをうまく選ぶと，同次形の方程式が得られる．）

問題 2.10 微分方程式
(1 + x2)y′ − 2xy − x2 = 1

について以下の問に答えよ．

(i) 解の存在と一意性について調べよ．

(ii) 方程式の一般解を求めよ．

(iii) 初期条件　 y(0) = −π
2 　を満たす特殊解を見つけよ．

(iv) x→ ∞　のときの (iii)の特殊解の漸近挙動を調べよ．すなわち，無限遠方で解がどのよう
な関数（定数関数，線形関数，二次関数，指数関数など）に近づくかを調べる．（ヒント：
limx→∞ y(x) や limx→∞

y(x)
x などの計算をしてみる．）

問題 2.11 微分方程式 y′ = y − x+ 1 の方向の場を図示せよ．

問題 2.12 初期値問題

y′ = y − 1

y(0) = 2

に対し，次の問いに答えよ．

(i) 区間 (0, 1)を n等分するオイラー法により得られる近似解 yn の具体的な形を書け．

(ii) limn→∞ yn(1) = y(1)が成り立つことを証明せよ．ただし，y(x)は上の初期値問題の真の解
である．

(iii) 上の初期値問題の近似解をオイラー法により計算するプログラムを作成し，コンピューター
で実行し，得られた近似解のグラフを出力せよ．

問題 2.13 初期値問題

y′ = y + x

y(0) = 0

に対し逐次近似解の列 {yn}∞n=1 を構成し，limn→∞ ynを計算することによって，この初期値問題
の解を求めよ．

問題 2.14 連立微分方程式

dx

dt
= x− 4y

dy

dt
= 2x− 5y

について次の問いに答えよ．

(i) 初期条件 x(0) = 1, y(0) = 3を満たす解を求めよ．ただし，未知関数 x, yは変数 tの関数で
ある．
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(ii) t > 0をパラメータとして，曲線 (x(t), y(t))を xy平面に図示せよ．（コンピューターを使っ
てもよい）

問題 2.15 微分方程式 {
ẋ = (4− 7x+ 3y)x
ẏ = (−2 + 3x− 5

3y)y

の p ̸= 0, q ̸= 0を満たす平衡点 P = (p, q)を求め，その安定性を調べよ．
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3偏微分方程式の解の存在と一意性

概要
今回の講義では，ある超曲面上に値を指定された偏微分方程式の解を求めるコーシー問題を取り上げ
る．目標は常微分方程式と同じような存在・一意性・初期値への依存性についての定理を述べること
であるが，偏微分方程式の場合はより複雑で，一般にはデータが解析関数のときのみ結果が得られる
ことがわかる．特性曲面の概念を導入し，解析関数の基本性質を整理した上で，今回の主定理である
コーシー－コワレフスキーの存在定理を証明する．

3.1 コーシー問題

ここで考える問題を紹介する．以下の内容のより詳細な解説は [3], p. 221; [5], p. 54; [4], p. 42;
[6], p. 11; [1], p. 160; [2], p. 221などで見つけることができる．

まず，Γを領域Ω ⊂ Rnにおける，滑らかな (n− 1)-次元の超曲面（hypersurface）とする．超
曲面 Γの点 x0における単位法線ベクトルを ν(x0) = ν = (ν1, . . . ,n un)という記号で表す．準線

形偏微分方程式に対するコーシー問題（Cauchy problem）（または一般初期値問題）とは，次の条
件を満たす関数 u : Rn → Rを求める問題である．∑

|α|=k

aα

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
Dαu+ a0

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
= 0 in Ω, (3.1)

Dβu(x) = gβ(x) for x ∈ Γ and |β| ≤ k − 1. (3.2)

つまり，k-階の偏微分方程式を満たし，超曲面で指定された (k− 1)-階までの微分を持つように関
数 uを決める問題である．次の例でわかるように，超曲面での微分を任意に指定することができ

ないため，任意に指定できる法線方向の微分のみに対する条件を課すことが多い．

例 2変数関数に関する 2階偏微分方程式

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy = f (3.3)

に対するコーシー問題を考える．ただし，a11, a12, a22, f が ux, uy, u, x, yの（滑らかな）関数で

ある．

このとき，Γは曲線であるから，それを (x, y) = (γ1(t), γ2(t))とパラメータ表示する．条件

(3.2)に対応するコーシーデータ（Cauchy data）は

u|Γ = g0, ux|Γ = g1, uy|Γ = g2 (3.4)

である．これを詳しく書くと，

u(γ1(t), γ2(t)) = g0(t), ux(γ1(t), γ2(t)) = g1(t), uy(γ1(t), γ2(t)) = g2(t)

となる．関数 g0の微分を計算してみると，

g′0(t) = ux(γ1(t), γ2(t))γ
′
1(t) + uy(γ1(t), γ2(t))γ

′
2(t) = g1(t)γ

′
1(t) + g2(t)γ

′
2(t)



3.1 コーシー問題

を得る．すなわち，曲線とコーシーデータがある関係式で結ばれているから，任意に指定でき

ず，適合条件式 g′0 = g1γ
′
1 + g2γ

′
2を満たすように選ばなければならない．g

′
0が uの（Γへの）接

線方向の微分であることに気づくと，uxと uyのそれぞれの 1階微分を指定する代わりに，uの
Γへの法線方向の微分（つまり，∇u · ν）のみ指定すればよいことがわかる．法線微分を指定す
るときは適合条件を気にする必要がない．

一般には，uの j-階の法線微分（normal derivative）を次の式で定義する（[3], p. 221）．

∂ju

∂νj
:=
∑
|α|=j

(
j

α

)
Dαu να =

∑
α1+···+αn=j

(
j

α

)
∂ju

∂α1x1 . . . ∂αnxn
να1
1 . . . ναn

n

そこで，条件 (3.2)の代わりに，適合条件を必要としない

u = g0,
∂u

∂ν
= g1, . . . ,

∂k−1u

∂νk−1
= gk−1 on Γ (3.5)

という条件がよく使われる．

この法線微分の定義は法線ベクトル νを定数として Γの近傍に拡張でき

ることを仮定しており，通常の法線微分の定義と異なる．法線ベクトル

が Γ上でしか定義されないことから従う注意点とその解決法は [6], p. 24
で解説されている．

コーシー問題 (3.3),(3.4)の解の構成のアイデア：uの Γ上のすべての微分を計算し，この微分を

用いて解を Γの近傍でテーラー展開として得る．

まず，Γ上の 2階微分を計算するために，方程式と ux, uy に対するコーシー条件を微分した

式を連立させる：

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy = f

γ′1uxx + γ′2uxy = g′1

γ′1uxy + γ′2uyy = g′2

解の 2階微分を計算できるのは，係数行列の行列式がゼロでないときである．つまり，

det

a11 2a12 a22

γ′1 γ′2 0

0 γ′1 γ′2

 = a11(γ
′
2)

2 − 2a12γ
′
1γ

′
2 + a22(γ

′
1)

2 ̸= 0

これはちょうど Γ = (γ1, γ2)が特性曲線ではないという状況を表している式である（第１回の講

義・偏微分方程式の分類を参照）．

準線形方程式の場合，Γ上では a11, a12, a22は γ1, γ2, g0, g1, g2の関数であるから，Γが特性曲

線であるかどうかということは一般に，Γ上で与えられたコーシーデータに依存する．

Γが特性曲線でなければ，2階微分だけでなく，すべての微分が計算できる．例えば，方程式
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3.2 超曲面上の微分を求める

とコーシー条件をさらに微分することで，3階微分に対する連立方程式

a11uxxx + 2a12uxxy + a22uxyy = f̃

a11uxxy + 2a12uxyy + a22uyyy =
˜̃
f

(γ′1)
2uxxx + 2γ′1γ

′
2uxxy + (γ′2)

2uxyy = g̃′1

(γ′1)
2uxxy + 2γ′1γ

′
2uxyy + (γ′2)

2uyyy = g̃′2

が得られる．ここで，f̃ , ˜̃f, g̃′1, g̃
′
2は f, g0, g1の微分以外に uの 2階以下の微分を含む関数である．

この係数行列の行列式は [a11(γ
′
2)

2 − 2a12γ
′
1γ

′
2 + a22(γ

′
1)

2]2であることがわかる．

このようにして，j-階までの微分がわかっていることを利用して (j +1)-階微分を求めること
で，順番にすべての微分が計算される．よって，形式的ではあるが，解のテーラー展開

u(x) =
∑
α∈N2

0

1

α!
Dαu(x0)(x− x0)

α, x0 ∈ Γ

を書くことにより，Γの近傍で解を得る．厳密に解を構成しようとすれば，このテーラー展開が

収束することを示す必要があるが，それはコーシー－コワレフスキーの定理に他ならない． ■

例 Γが特性曲線であるとき，上の例の構成方法が利用できず，コーシー問題が解をもたないこ

ともあり得る．例えば，偏微分方程式

uxy = 0 in R2

の特性曲線は x = c, y = c（cは定数）である．

Γ = {(x, 0), x ∈ R}

とおくと，Γは特性曲線になる．

y = 0とした方程式 uxy(x, 0) = 0を xについて 0から任意の xまで積分すると，

uy(x, 0) = uy(0, 0)

を得る．よって，uが解であれば，uyは Γに沿って定数でなければならない．すると，yについ

ての微分が定数でないようなコーシー条件を Γ上で指定した問題は解をもたない． ■

3.2 超曲面上の微分を求める

本節では，次の疑問に答える．つまり，uが偏微分方程式∑
|α|=k

aα

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
Dαu+ a0

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
= 0 in Ω, (3.6)

の滑らかな解ならば，超曲面 Γ上のコーシーデータ

u = g0,
∂u

∂ν
= g1, . . . ,

∂k−1u

∂νk−1
= gk−1 on Γ (3.7)

より uのすべての微分を Γで求めることができるか？，という疑問である．

テーラー展開の形で解を求めるなら，これは不可欠な情報である．

上の疑問に答えるには，まず Γが超平面（hyperplane）という特別な場合を考えてから，一般
の超曲面（hypersurface）の場合を超平面の場合に帰着できることを示す．
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3.2 超曲面上の微分を求める

3.2.1 超平面

Γ = {xn = 0}とする．このとき，ν = en = (0, . . . , 0, 1)のため，境界条件 (3.7)は次の形を
とる：

u = g0,
∂u

∂xn
= g1, . . . ,

∂k−1u

∂xk−1
n

= gk−1 on {xn = 0} (3.8)

平面 Γで解 uの偏微分を計算していく．

• 1階微分 Γ上で u自体が与えられている（u(x1, . . . , xn−1, 0) = g0(x1, . . . , xn−1)）ので，

接線方向に微分すると（すなわち，x1, . . . , xn−1について微分すると），

∂u

∂xi
=
∂g0
∂xi

, i = 1, . . . , n− 1

がわかる．xnについての微分は (3.8)で g1として与えられているので，Γにおいて勾配Du

全体を計算できた．

• 2階微分 同様にして，

∂2u

∂xn∂xi
=
∂g1
∂xi

, i = 1, . . . , n− 1,
∂2u

∂x2n
= g2,

というふうに 2階微分も求まる．

• (k − 1)-階までの微分も同じように計算される．

• k-階微分 これまでの方法で ∂ku
∂xk

n
以外の k-階微分なら，計算できる．xnについての k-階

微分（つまり，法線方向の k-階微分）は，偏微分方程式 (3.6)を用いて計算される．係数
a(0,...,0,k)がゼロでなければ，

∂ku

∂xkn
= − 1

a(0,...,0,k)

[ ∑
|α| = k

α ̸= (0, . . . , 0, k)

aαD
αu+ a0

]
. (3.9)

係数 a0, aαはDk−1u, . . . , uに依存するが，上で見てきたようにそれらの値はすべてコーシー

データから算出できる．よって，Γにおいて

a(0,...,0,k) ̸= 0 (3.10)

であれば，Dkuが Γ上で計算できる．

そこで，すべての引数の値に対し a(0,...,0,k)が非零のとき，超平面 Γが偏微分方程式 (3.6)に
対して非特性（noncharacteristic）であるという．

• k-階より高い微分 式 (3.9)の右辺を gkとおくと，コーシーデータに

∂ku

∂xkn
= gk on Γ

という式を加えることができる．(k+ 1)-階微分を計算するために，gkまでのコーシーデー
タを微分すればよい．それで，∂k+1u

∂xk+1
n
以外のすべての偏微分が得られるが，この (k + 1)-階

の法線微分は方程式 (3.6)を xnについて微分し，a(0,...,0,k)で割ってあげれば求まる．同様

にして帰納的にすべての微分が計算される．
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3.2 超曲面上の微分を求める

3.2.2 一般の超曲面

単位法線ベクトル νをもつ一般の超曲面の場合を考える．超曲面 Γを関数 ϕ : Rn → Rのゼロ
等高面として表すことが便利なときがある：

Γ = {x ∈ Rn, ϕ(x) = 0}.

ただし，Γ上で∇ϕ ̸= 0であると仮定する．そのとき，単位法線ベクトルは

ν = ± ∇ϕ
|∇ϕ|

on Γ

で与えられる．

定義 3.1 超曲面 Γが偏微分方程式 (3.6)に対して非特性（noncharacteristic）であるとは，∑
|α|=k

aαν
α ̸= 0 on Γ

が係数 aαのすべての引数について成り立つということである． ■

注 等高面関数 ϕを使った表示のとき，非特性条件は次のようになる：∑
|α|=k

aα(∇ϕ)α ̸= 0 on Γ. ■

この条件の詳しい導出と一般の非線形な方程式への拡張は [5], p.57–61で
扱われる．

定理 3.2 滑らかな超曲面 Γが偏微分方程式 (3.6)に対して非特性であるとする．また，uが
方程式 (3.6) の滑らかな解で，コーシー条件 (3.7) を満たすとする．このとき，超曲面 Γ，関数

g0, . . . , gk−1と係数 a0, aαを用いて Γに沿って uのすべての偏微分を一意的に計算できる．

注 Γが「滑らかである」とは，具体的に次のような意味である．すべての点 x0 ∈ Γに対し半

径 r > 0と Ck-関数 γ : Rn−1 → Rが存在し，（座標を適宜，回転させた上で）

Γ ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r); xn = γ(x1, . . . , xn−1)}

が成り立つとき，ΓがCk-級であるという．ここで，B(x0, r)は半径 rと中心 x0をもつ球である

（図 1）．なおまた，γがすべての k = 1, 2, . . . に対し Ck-級であれば，Γは C∞-級，γが解析関
数であれば，Γは解析的であるという． ■

証明
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3.2 超曲面上の微分を求める

超平面のケースに帰着することで証明する．x0, r > 0と γ を上のように選び，y =

Φ(x)の変換を次のように定義する：

yi = Φi(x) := xi, i = 1, . . . , n− 1,

yn = Φn(x) := xn − γ(x1, . . . , xn−1).

この逆変換Ψ := Φ−1は

xi = Ψi(y) = yi, i = 1, . . . , n− 1,

xn = Ψn(y) = yn + γ(y1, . . . , yn−1).

となり，Φは点 x0の近傍で Γを「まっすぐ」にする（超平面に変換する）変換であ

る（図 1）．

b

Φ

Ψ

x0

ν(x0)
Γ

γ
y0

b
R

n−1 Φ(Γ)

Figure 1: 曲面をまっすぐにする変換．

今，新しい未知関数 vを v(y) := u(Ψ(y))で定義する．すなわち，

u(x) = v(Φ(x)). (3.11)

この式を微分することで，vが準線形偏微分方程式∑
|α|=k

bαD
αv + b0 = 0

を満たすことがわかる．

この偏微分方程式に対し，

b(0,...,0,k) ̸= 0 on {yn = 0}

が成り立つことを示す．実際，|α| = kを満たすすべての多重指数 αに対し，

Dαu =
∂kv

∂ykn
(DΦn)α + ” ∂kv

∂ykn
”を含まない項.

もとの偏微分方程式 (3.6)より，
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3.3 解析関数

0 =
∑
|α|=k

aα(DΦn)α
∂kv

∂ykn
+ ” ∂kv

∂ykn
”を含まない項.

よって，

b(0,...,0,k) =
∑
|α|=k

aα(DΦn)α.

しかし，DΦn = (−γx1 , . . . ,−γxn−1 , 1)なので，DΦnは νと平行なベクトルである．

つまり，DΦn = cν, c ̸= 0で，仮定より

b(0,...,0,k) = ck
∑
|α|=k

aαν
α ̸= 0.

コーシーデータ g0, g1, . . . , gk−1より {yn = 0}上の

v,
∂v

∂yn
, . . . ,

∂k−1v

∂yk−1
n

の値が決まるので，上の超平面に関する議論より，vの {yn = 0}上の微分をすべて
計算できる．そして，(3.11)の式を用いれば，uの x0付近の Γ上のすべての微分が

計算される．

3.3 解析関数

コーシー問題の解をテーラー展開の形で見つけようとしているので，まずはそのような展開で

定められる関数とその性質を整理しておく．以下で解説するように，解析関数はベキ級数で局所

的に表現できること，またはその偏微分の階に依存する増加のしかたによって特徴づけられる．

定義 3.3 (解析関数) 関数 f : Rn → Rが点 yの近傍において（実）解析関数（(real) analytic
function）であるとは，r > 0と定数 fα ∈ Rが存在し，|x− y| < rを満たすすべての点 xに対し

f(x) =
∑
α∈Nn

0

fα(x− y)α (3.12)

が成り立つということである．

関数 f : Rn → Rが開集合 Ωにおいて解析関数であるとは，すべての y ∈ Ωに対し f が yにおい

て解析関数であることを意味し，f ∈ Cω(Ω)という記号で表される． ■

上の定義では xα = xα1
1 · · ·xαn

n の多重指数の記号を用いている．

定理 3.4 f ∈ Cω(Ω)ならば，f ∈ C∞(Ω)である．さらに，任意の点 y ∈ Ωに対し近傍 U と

正の実数M,ρが存在し，すべての x ∈ U において次が成り立つ．

f(x) =
∑
α

1

α!
(Dαf(y))(x− y)α, (3.13)

|Dβf(x)| ≤M |β|! ρ−|β| ∀β ∈ Nn
0 . (3.14)

すなわち，点 yの近傍 U では，f がその yでのテーラー展開に等しい．
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3.3 解析関数

証明

簡単のため，y = 0とする．f が y = 0の近傍で解析関数であるから，ある r1 > 0に

対して級数 (3.12)が |x| ≤ r1において一様収束し，連続な関数を与える．点 xが

|xi| < r1 for all i

を満たすならば，q ∈ (0, 1)が存在して，

|xi| ≤ qr1 for all i

が成り立つ．

µ :=
∑
α

|fα|r|α|1 , M :=
µ

(1− q)n
, ρ := (1− q)r1

とすると（問題3.2を参照），∑
α

|Dβfαx
α| ≤

∑
α≥β

α!

(α− β)!
|fα|q|α−β|r

|α−β|
1

≤ µ

r
|β|
1

∑
α≥β

α!

(α− β)!
q|α−β|

=
µ

r
|β|
1

β!

(1− q)n+|β| =M |β|! ρ−|β|.

よって微分した級数が r1-近傍のコンパクトな部分集合で一様収束し，項ごとの微分
によりテーラー展開との一致が確かめられる．

その他の解析関数の性質を次の定理でまとめる．

定理 3.5 開集合 Ωに対して，f ∈ Cω(Ω)とする．

(1) さらに，Ωが連結集合であるとし，z ∈ Ωとする．そのとき，Ω全体における f の値は zと

いう一点での値Dαf(z), α ∈ Nn
0 により一意的に決まる．

(2) 次の二つの条件が同値である：

• f ∈ Cω(Ω)

• f ∈ C∞(Ω)およびすべてのコンパクト集合 S ⊂ Ωに対しM,ρが存在し，f ∈ CM,ρ(y)

がすべての y ∈ Sで成り立つ．

f ∈ CM,ρ(y)とは (3.14)が yの近傍で成り立つという意味である．

(3) gも解析関数ならば，f(x)が gの定義域に入るようなすべての xの近傍で g(f(x))は解析関

数である．（この事実はコーシー-コワレフスキーの定理の証明で頻用される．）

定理の証明は [5], p.64–69を参照．p.70以降では Cでの解析関数との関
係が解説されている．
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3.3 解析関数

例 (1) f(x) = eαxは解析関数である：

eαx = eαyeα(x−y) = eαy
∞∑
k=0

[α(x− y)]k

k!
.

(2) C∞-級関数 f(x) = e−1/x2
は原点でのすべての微分が 0である．よって，解析関数ではない．

(3) f(x) = eαx
m

, m ∈ Nが解析関数である（定理3.5(3)）．

(4) r > 0に対して

f(x) :=
r

r − (x1 + · · ·+ xn)
, |x| < r√

n

と定義する．多項定理を適用すると，

f(x) =
1

1− x1+···+xn
r

=

∞∑
k=0

(
x1 + · · ·+ xn

r

)k

=

∞∑
k=0

1

rk

∑
|α|=k

(
|α|
α

)
xα =

∑
α

|α|!
r|α|α!

xα.

この級数は |x| < r/
√
nにおいて絶対収束する．実際，|x1|+ · · ·+ |xn| ≤ |x|

√
n < rのため，

∑
α

|α|!
r|α|α!

|xα| =
∞∑
k=0

(
|x1|+ · · ·+ |xn|

r

)k

<∞. ■

定義 3.6 (優級数) f =
∑
α

fαx
α, g =

∑
α

gαx
αを二つの冪級数とする．gが f の優級数（ma-

jorant, g majorizes f）であるとは，

|fα| ≤ gα ∀α ∈ Nn
0

が成り立つことを指す．（記号：f ≪ g）

ベクトル値関数 f , gの場合 f ≪ gは fk ≪ gk ∀kという成分ごとの意味をもつ． ■

補題 3.7 (優級数) (1) f ≪ gで，gが |x| < rにおいて収束すれば，f も |x| < rにおいて収

束する．

(2) f が |x| < rにおいて収束し，0 < s
√
n < rならば，f は |x| < s/

√
nにおいて優級数をもつ．

証明

(1)は明らかなので，(2)のみ証明する．y = s(1, . . . , 1)とおくと，|y| = s
√
n < r

より
∑

α fαy
αが収束する．したがって，定数 Cが存在し，|fαyα| ≤ Cが成立する．

特に，

|fα| ≤
C

yα1
1 · · · yαn

n
≤ C

s|α|
≤ C

|α|!
s|α|α!

.

すると（上の例 (4)を参照），

g(x) :=
Cs

s− (x1 + · · ·+ xn)
= C

∑
α

|α|!
s|α|α!

xα

が |x| < s/
√
nにおいて f の優級数である．
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3.4 コーシー－コワレフスキーの存在定理

3.4 コーシー－コワレフスキーの存在定理

定理 3.8 (Cauchy-Kowalevskiの存在定理) 準線形な偏微分方程式 (3.1)を考える．超曲面 Γが

ある点 x0 ∈ Γの近傍で解析的であるとする．つまり，x0の近傍で解析関数 ϕが存在し，x0の近

傍において Γ = {x; ϕ(x) = 0}と書ける（ただし，∇ϕ(x0) ̸= 0とする）. Γ上で x0で適合条件を

満たす解析的なコーシーデータDβu, |β| < kが与えられたとする．方程式の係数 aαがその引数

の解析関数（x0に対応する点の近傍で）であるとする．さらに，Γが x0において非特性条件を満

たすとする（したがって，x0の近傍でも非特性曲面である）．そのとき，x0の近傍において解析

関数である解が x0の近傍で存在する．この解は解析関数のクラスで一意である．

注

(1) 一般の非線形な偏微分方程式は微分することによって準線形の場合に帰着できる．また，非
特性条件を一般化したコーシー-コワレフスキーの定理の非線形バージョンもある．詳しく
は [6], p.17を参照．

(2) コーシー-コワレフスキーの定理は局所的であり，大域的な解の存在を保証するものではな
い．また，解析関数でない解が他に存在することを否定しない．さらに，x0で解析関数で

ある解が，x0から離れたところで解析関数でなくなる可能性も否定しない．

(3) 解析性の仮定を Cm-級または C∞-級に緩めると，同じような定理が成立しない．

(4) 物理などの応用で現れる方程式の係数が解析的なことが多いが，解析的なコーシーデータ
に制限することは非現実的である（一点の近傍での情報よりすべての点での情報が決まる

から）．しかし，解析関数の解はより一般的な解の議論において役に立つこともある（例え

ば，解析的な楕円型方程式の解は解析関数である）．

(5) Γが非特性超曲面ならば，定理が与える局所解を「張り合わせる」ことで，超曲面全体の近

傍での解を構成できる（[5], p.75）．

(6) コーシー-コワレフスキーの定理は解析関数である解しか扱っていないが，k-階方程式なら
Ck-級の関数での一意性を期待するのが自然である．一般の方程式に対しては示されていない
が，解析的な係数をもつ線形方程式ならCk-級での一意性が知られている．それはHolmgren
（ホルムグレン）の定理である．その証明は一意性を示す領域を非特性曲面で覆って，グリー

ンの定理とコーシー-コワレフスキーの定理をうまく合わせて利用している．

この証明は [5], p.79–87ではわかりやすく解説されている．より詳しい解
説は [6], p.33–51でなされている．[1], p.173も参照．

(7) コーシーデータへの解の連続的な依存性は一般には望めない（[4], p.54を参照）．

(8) 滑らかな係数と滑らかな右辺をもつ方程式なら解が多く存在すると信じられたが，1957
年に Hans Lewyはそのような直感が間違っていることを例をもって示した．具体的には，
ux + iuy − 2i(x+ iy)ut = f(t)を満たすC1-級の関数 u(x, y, t)が存在すれば，f が t = 0の

近傍で解析関数でなければならないということを発見した．Hörmanderがこの結果を一般化
して，偏微分方程式の局所可解性の理論に発展した（[4], p.58）．
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3.4 コーシー－コワレフスキーの存在定理

上の定理の証明は次のステップを踏む：

1. 超曲面 Γを x0の近傍でまっすぐにする．

2. 偏微分方程式を 1階の連立微分方程式に直す．

3. 解のテーラー展開の係数が偏微分方程式とコーシーデータを微分することにより一意的に
求まることを示す．

4. 三つ目のステップで得た級数（テーラー展開）がコーシー問題の解に収束することを示す．

ステップ 1と 3のやり方はすでに上で見てきたが，ここではステップ 2について触れる．簡単
のために，x0 = 0として，Γ = {xn = 0}となるように原点の近傍で超曲面をまっすぐにしてお
く．また，未知関数 uから適切な解析関数を引いてあげれば，コーシー条件を同次のものに変形

できるので，次の問題を出発点とする：∑
|α|=k

aα

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
Dαu+ a0

(
Dk−1u, . . . , u, x

)
= 0 for |x| < r, (3.15)

u =
∂u

∂xn
= · · · = ∂k−1u

∂xk−1
n

= 0 for |x′| < r, on {xn = 0}. (3.16)

ここで，x′ = (x1, . . . , xn−1)という記号を用いた．また，r > 0は原点の近傍の大きさを表すパラ

メータで，証明において求まる値である．

この問題を 1階の連立方程式に帰着させる．そのため，kより低いすべての偏微分を含むベク
トル値関数

u := (u,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, . . . ,

∂k−1u

∂xk−1
n

) = (u1, u2, . . . , um)

を新しい未知関数として導入する．境界条件 (3.16)より，u = 0が |x′| < r, xn = 0で成り立つ．

新しい連立方程式は未知関数の xnについての微分についての方程式として作るので，これらの

微分の式を求める．ulxn
, l = 1, . . . ,m−1が {uxj}n−1

j=1 を用いて計算できる．そして，残りのumxn
は，

原点近傍で成り立つ非特性条件 a(0,...,0,k) ̸= 0のため偏微分方程式から求まる．また，um+1 := xn

という新しい未知関数の成分を導入することにより，方程式の係数が xn によらないようにでき

る．このようにして，次の連立微分方程式を得る：

uxn =
n−1∑
j=1

Bj(u, x
′)uxj + c(u, x′) for |x| < r, (3.17)

u = 0 for |x′| < r, xn = 0.

ここで，Bj : Rm × Rn−1 → Mm×mと c : Rm × Rn−1 → Rmが解析関数である．

連立方程式 (3.17)がもとの方程式と同値であることは [4], p.48–50で示さ
れている．

コーシー-コワレフスキーの定理は次のより簡単なバージョンより従う．

定理 3.9 Bj と cが解析関数ならば，r > 0が存在し，|x| < rにおいて問題 (3.17)の解とな
る解析関数 u =

∑
α

uαx
α がただ一つ存在する．
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3.5 演習問題

解の展開における係数uαが問題のデータより計算できることはこのノートの前半で確認した．

示すべきことは，このように求めた級数 u =
∑

α uαx
αが収束することだけである．この証明で

は補題3.7で登場した優級数を使う（詳しいことは [3], p.229; [5], p.74を参照）．

一意性を得るための条件を弱くすることができる（[4], p.44）．

3.5 演習問題

問題 3.1 ([5], p.61) 関数 u(x) = u(x1, . . . , xn)とその (k − 1)階までのすべての微分が ϕ(x) = 0

により与えられる超曲面 Γの上で消える（ゼロである）とき，

Dαu = µ(∇ϕ)α for |α| = k

が成り立つことを示せ．ここで，比例定数 µは uに依存するが，αには無関係である．（ヒント：

Γを超平面 xn = 0に変換する．）

問題 3.2 ([5], p.63) 多重指数 α, β ∈ Nn
0 に対し次の関係式を示せ．

(1)
∑

α:α≥β

α!

(α− β)!
xα−β = Dβ 1

(1− x)1
=

β!

(1− x)1+β
∀x ∈ Rn, |xi| < 1 ∀i = 1, . . . , n.

(2)
∑

α:α≥β

|α|!
(α− β)!

xα−β = Dβ 1

1− x1 − · · · − xn
=

|β|!
(1− x1 − · · · − xn)1+|β| ∀x ∈ Rn, |x1|+

· · ·+ |xn| < 1.

ただし，「α ≥ β」は「αi ≥ βi ∀i = 1, . . . , n」を意味する．

問題 3.3 次の主張を証明せよ．

(1) 関数 f1と f2が領域 Ωにおいて解析関数ならば，f1 + f2と f1f2も Ωにおいて解析関数で

ある．

(2) f ≪ F ならば，任意の α ∈ Nn
0 に対しDαf ≪ DαF が成り立つ．

(3) fi ≪ Fi, i = 1, 2ならば，f1 + f2 ≪ F1 + F2かつ f1f2 ≪ F1F2が成り立つ．

問題 3.4 ([5], p.66) Ω1 と Ω2 を Rn の凸な開集合とし，f1 ∈ Cω(Ω1), f2 ∈ Cω(Ω2)とする．

Ω1 ∩Ω2に属する一つの点 yにおいてDαf1(y) = Dαf2(y)がすべての αについて成り立つならば，

f1(x) = f2(x) ∀x ∈ Ω1 ∩ Ω2が成り立つことを示せ．

（集合Ω ⊂ Rnが凸集合であるとは，すべてのx, y ∈ Ωと任意の θ ∈ (0, 1)に対し θx+(1−θ)y ∈ Ω

が成り立つという意味である．）

問題 3.5 ([5], p.66) 級数 ∑
α

cαx
α

が zi ̸= 0, i = 1, . . . , n を満たす点 z において収束するなら，この級数が {x ∈ Rn; |xi| <
|zi| for all i}の集合において解析関数を定義することを示せ．
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3.5 演習問題

問題 3.6 ([5], p.67) 関数 f が凸な開集合 Ωにおいて解析関数であるとする．ある 2点 x, z ∈ Ω

に対し級数 ∑
α

1

α!
(Dαf(z))(x− z)α

が収束するとする．そのとき，上の級数の和が f(x)であることを示せ．

問題 3.7 ([5], p.69) CM,ρ(y), y > 0への属性を確かめることで，関数 f(x) = 1/xと f(x) =
√
x

が x > 0において解析関数であることを示せ．

問題 3.8 ([5], p.69) 変数 x = (x1, . . . , xn)のスカラー有理関数が分母がゼロでない領域において

解析関数であることを示せ．

問題 3.9 ([5], p.69) p ∈ Rとする．関数

f(x) =

{
e−x−p

for x > 0

0 for x ≤ 0

が C∞(R)-級であるが，x = 0において解析関数ではないことを示せ．

問題 3.10 ([5], p.69) 関数 f, gは原点において解析関数で，

|xi| < r for all i = 1, . . . , n (3.18)

においてそのテーラー展開で定義されるとする．f ≪ gのとき，

|f(x1, . . . , xn)| ≤ g(|x1|, . . . , |xn|)

が (3.18)を満たすすべての xについて成り立つことを示せ．

問題 3.11 ([5], p.70) 定数 c > 0に対し関数 f を次の式で定義する：

f(x) = c

∞∑
k=1

xk

k2
, |x| < 1.

cが十分小さければ，f2 ≪ f が成立することを示せ．

問題* 3.12 直線 {t = 0}が熱方程式 ut = uxxに対して特性曲線であることを示せ．また，コー

シー条件 u = 1
1+x2 on {t = 0}を満たす解析関数 u : R× R → Rが存在しないことを示せ．

（ヒント：解析関数である解が存在することを仮定し，その展開の係数を求める．このように得

られた級数が原点以外のすべての点で発散する．この例はコワレフスキーによる．）

問題 3.13 ([5], p.78) 関数 u(x) = u(x1, . . . , xn)を波動方程式

uxnxn =

n−1∑
i=1

uxixi

の解とする．xn = ϕ(x1, . . . , xn−1)で定義される超曲面 Γでコーシーデータ

u = f(x1, . . . , xn−1), uxn = g(x1, . . . , xn−1)
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を指定したコーシー問題を考える．関数 f, g, ϕが点 x0 ∈ Γにおいて解析関数で，Γが x0で非特

性条件
n−1∑
i=1

ϕ2xi
̸= 1

を満たすとする．

このコーシー問題を標準形 (3.17)に帰着し，得られる連立方程式を具体的に書け．

問題* 3.14 ([5], p.78，[4], p.54も参照) ラプラス方程式 ux1x1 + ux2x2 = 0の解を u(x1, x2)とお

く. コーシーデータは，極座標 x1 = r cos θ, x2 = r sin θを用いて単位円上で指定する：

u = f(θ),
∂u

∂r
= g(θ) for r = 1.

ただし，f, gは周期 2πの解析関数である．

(1) すべての θと十分小さい |r − 1|に対し解析的な解が存在することを示せ．

(2) f, gが θの三角関数による多項式の場合，解は原点を取り除いた x1x2-平面全体で定義され
ることを示せ．（ヒント：einθr±nという特殊解を用いる．）

問題* 3.15 ([6], p.16) g : R → Rが g′(0) ̸= 0を満たす 0の近傍で解析的な関数で，f : R3 → R
が (0, 0, g(0))の近傍で解析関数であるとする．コーシー-コワレフスキーの定理を用いて，初期値
問題

utux = f(t, x, u), u(0, x) = g(x)

が (0, 0)の近傍で解析的な解をもつことを示せ．

上の初期値問題が (0, 0)の近傍で C1-級の解すらもたないような，g′(0) = 0, g′′(0) ̸= 0を満たす

解析関数 gと解析関数 f の例を見つけよ．

問題 3.16 ([4], p.55) Γ = {x ∈ Rn; xn = 0}とする．Γ上でデータが指定されるようなラプラス

方程式∆u = f に対するコーシー問題を標準形 (3.17)に変換せよ．

問題* 3.17 ([4], p.55, Exercise 3)
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4ラプラス方程式

概要
この講義はラプラス方程式とポアソン方程式の入門となる．最初に，これらの方程式がどのような物
理的な状況のもとでモデル方程式として現れるかを見る．それから，基本解という概念を導入し，全
空間におけるポアソン方程式の解の公式を紹介する．

これからはしばらく，

ラプラス（Laplace）方程式 ∆u = 0 (4.1)

ポアソン（Poisson）方程式 −∆u = f (4.2)

という重要な偏微分方程式について調べる．ただし，ここでは u(x), x ∈ Rnは未知関数で，

∆u =

n∑
i=1

uxixi

はそのラプラシアンまたはラプラス作用素である．

方程式 (4.1)を満たす C2-関数を調和関数とよぶ．

4.1 ポアソン方程式の導出

ラプラス方程式の物理的な意味について見ていこう．一般には，uがある物理量の密度（例え

ば，化学物質の濃度）を表し，その物理量が平衡状態にある場合にラプラス方程式が現れる．

このとき，任意の領域 V の境界 ∂V における物理量の総流量 F は 0であるので，∫
∂V

F · n dS = 0.

Gaussの定理により， ∫
V

div F dx =

∫
∂V

F · n dS = 0.

div F をどんな領域で積分してもゼロになるので，各点で

div F = 0.

流量 F が uの勾配∇uに比例し，向きが反対になることが多い．そのようなときは，

F = −a∇u (4.3)

であり，上の式にこれを代入すれば，

div∇u = ∆u = 0,



4.1 ポアソン方程式の導出

ラプラス方程式が得られる．

uが


化学物質の濃度

温度

静電ポテンシャル

を表す場合，(4.3)の式は


Fickの拡散の法則
Fourierの熱伝導の法則
Ohmの電流に関する法則

である．

ラプラス方程式とポアソン方程式が物理学で遍在していることは [2], Vol-
ume II, Chapter 12でも詳しく取り上げられている．

つぎに，視点を変えて，与えられた質量の空間分布 ρに対する重力ポテンシャル uが満たす方

程式を導いてみる．

独立変数 (independent variable) : 3次元空間の位置座標 x, y, z

未知関数 (unknown function) : 重力ポテンシャル u(x, y, z)

質量の分布が定める力の場は f = −∇uであり，Newtonの万有引力の法則に従う．それは，質
量それぞれm,M の二つの質点x = (x, y, z)と y = (ξ, η, ζ)が距離 rで真空中に置かれたとき，相

互の間に大きさmM/r2に比例する引力が働くという法則である．簡単のため，比例定数と質点

xの質量をどちらも 1とおくと，点 xに働く力のベクトルは

−M x− y

|x− y|3

である．ただし，|x| =
√
x2 + y2 + z2はユークリッドノルムを意味する．

一般に，密度 ρ(x, y, z)で分布する質量が空間に作る場は，上式においてM を ρ(y)∆Vy で置

き換えたものの総和

f(x) ≈ −
∑

ρ(y)
x− y

|x− y|3
∆Vy → −

∫∫∫
R3

x− y

|x− y|3
ρ(y) dy

で与えられる．位置ベクトル xに対し∇(1/|x|) = −x/|x|3が成り立つので，上式を変形して

f(x) = ∇x

∫∫∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy

を得る．すなわち，

u(x) = −
∫∫∫

R3

ρ(y)

|x− y|
dy. (4.4)

これを質量分布 ρに対する Newtonポテンシャルと呼ぶ．

この uがどんな偏微分方程式を満たすかを調べる．方程式が成り立つ点 xについて，二つの場

合にわけて考える．

1. xが関数 ρの台から離れている（つまり，xのある近傍では ρは恒等的にゼロである）：計

算してみると，∆(1/|x|) = ∇ · (∇(1/|x|) = ∇ · (−x/|x|3) = 0がわかるので，(4.4)にラプ
ラシアンをかけると，

∆u = 0
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4.1 ポアソン方程式の導出

という Laplace方程式が成り立つことを得る（xが ρの台から離れているから，ρさえ滑ら

かであれば，被積分関数は特異性をもたない滑らかな関数であることに注意）．

2. xが関数 ρの台にかかる：このとき，1/|x|3が原点で可積分でないため，上のように積分記
号下での微分は正当ではなく，慎重に計算しなければならない．簡単のため，ρが台がコン

パクトな 2回微分可能な関数であるとする．

まず，ポテンシャルの式（yの代わりに zという記号を用いた）

u(x) = −
∫∫∫

R3

ρ(z)

|x− z|
dz

で y = x− zという変換を行うと，次の式が得られる：

u(x) = −
∫∫∫

R3

ρ(x− y)

|y|
dy.

uの xについての偏微分を計算してみる．

∂u

∂x
(x) = lim

h→0

u(x+ he1)− u(x)

h

= lim
h→0

∫∫∫
R3

−1

|y|
ρ(x+ he1 − y)− ρ(x− y)

h
dy

= −
∫∫∫

R3

1

|y|
lim
h→0

ρ(x+ he1 − y)− ρ(x− y)

h
dy

= −
∫∫∫

R3

1

|y|
∂ρ

∂x
(x− y) dy

極限を積分記号下にもっていくことができるのは，[ρ(x+ he1 − y)− ρ(x− y)]/hがR3で

一様に収束するからである．2階微分に対しても，同様に計算できるので，結局

∆u(x) = −
∫∫∫

R3

1

|y|
∆xρ(x− y) dy = −

∫∫∫
R3

1

|y|
∆yρ(x− y) dy.

1/|y|が原点で発散するので，原点を中心として半径 ε > 0の球Bε(0)を考え，上の積分を

この球の内部と外部とに分割する．

∆u(x) = −
∫∫∫

|y|<ε

1

|y|
∆yρ(x− y) dy −

∫∫∫
|y|≥ε

1

|y|
∆yρ(x− y) dy.

• 最初に球の内部における積分を考える．関数 ρが滑らかであるため，∣∣∣∣∣
∫∫∫

|y|<ε

1

|y|
∆yρ(x− y) dy

∣∣∣∣∣ ≤ sup
R3

|∆ρ|
∫∫∫

|y|<ε

1

|y|
dy

≤ C

∫ ε

0

∫∫
|y|=r

1

|y|
dS(y) dr

≤ C

∫ ε

0

1

r
|Sr(0)| dr ≤ C

∫ ε

0
r dr ≤ Cε2

ここで Sr(0)は半径 rの球面である．

• 外部の積分にはグリーンの定理を施す．

−
∫∫∫

|y|≥ε

1

|y|
∆yρ(x− y) dy (4.5)

=

∫∫∫
|y|≥ε

∇ 1

|y|
∇yρ(x− y) dy −

∫∫
|y|=ε

1

|y|
∇yρ(x− y) · n dS(y)
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4.1 ポアソン方程式の導出

右辺の二つ目の項について，球の単位法線ベクトルが−y/|y|であることに気づいて，
次のように評価できる．∣∣∣∣∣

∫∫
|y|=ε

1

|y|
∇yρ(x− y) · n dS(y)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫∫

|y|=ε

−y

|y|2
· ∇yρ(x− y) dS(y)

∣∣∣∣∣
≤ sup

R3

|∇ρ|
∫∫

|y|=ε

1

|y|
dS(y)

≤ C

ε
|Sε(0)| ≤ Cε

式 (4.5)の右辺の最初の項は更にグリーンの定理を用いて，次のように変形する．∫∫∫
|y|≥ε

∇ 1

|y|
∇yρ(x− y) dy = −

∫∫∫
|y|≥ε

∆
1

|y|
ρ(x− y) dy

+

∫∫
|y|=ε

ρ(x− y)∇ 1

|y|
· n dS(y)

=

∫∫
|y|=ε

ρ(x− y)
−y

|y|3
· −y

|y|
dS(y)

=
1

ε2

∫∫
|y|=ε

ρ(x− y) dS(y)

=
1

ε2

∫∫
|x−y|=ε

ρ(y) dS(y)

y ̸= 0では∆(1/|y|) = 0ということを用いた．以上の計算結果を合わせると，

∆u(x) =
4π

4πε2

∫∫
|x−y|=ε

ρ(y) dS(y) +O(ε)

ということがわかった．ここで，わざと半径 εの球面の面積（つまり，4πε2）で割った形

にした．そうすると，以上の積分は「xを中心とする半径 εの球面での ρの平均値（かけ

る 4π）」に当る．ρが連続であるので，ε→ 0のとき，この値が 4πρ(x)に近づく．つまり，

ε→ 0の極限により，

∆u = 4πρ

という Poisson方程式が得られた．

xが ρの台から離れているときも，つまり ρ(x) = 0のとき，∆u = 0 = 4πρ(x)が成り立つので，

上の式は全ての点で成り立つことになる． ■

以上の考察をまとめると，与えられた密度分布 ρ(x)に対し，

u(x) =
1

4π

1

|x|
∗ ρ(x) = 1

4π

∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy

という関数（ニュートンポテンシャルの定数倍）を定義すると，

−∆u = ρ in R3

が成り立つことがわかった．要するに，与えられた関数 f を右辺に持つ全空間での 3次元ポアソ
ン方程式の解が見つかったことになる．

これからは次の 2つのことを目指す：
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4.2 ラプラス方程式の基本解

• 一般次元のポアソン方程式の解を見つける

• 有界領域での問題（すなわち，境界値問題）の解き方を考える

4.2 ラプラス方程式の基本解

次元を nとする．まず，上の 1/|x|に相当する一般次元のラプラス方程式の解を求める．この
解を見ると，原点に対して対称であることがわかる．さらに，ラプラス方程式が回転について不

変であることを考慮すると，解を原点に対して対称な形で求めることが自然である．すなわち，

u(x) = v(r), r = |x| =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

という形で解が書けると仮定して，vを求める．

ラプラス方程式の回転に対する不変性の証明は問題4.1で問われている．
この主張の一般化は [3], p.67を参照．そこで述べられているように，ラ
プラシアンが回転と平行移動と可換な作用素の環を生成していることは

ラプラシアンが物理学で遍在する主な理由である．

ラプラス方程式を vに対する方程式に書き直す．vが一変数関数であるから，常微分方程式に

なるはずである．そのため，まず rの xi についての偏微分を計算しておく：

∂r

∂xi
=

1

2
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

2xi =
xi
r

従って，

∂u

∂xi
= v′(r)

∂r

∂xi
= v′(r)

xi
r

∂2u

∂x2i
= v′′(r)

xi
r

∂r

∂xi
+ v′(r)

∂(xi/r)

∂xi
= v′′(r)

x2i
r2

+ v′(r)
(1
r
− x2i
r3

)

これより

∆u =
∂2u

∂x21
+ · · ·+ ∂2u

∂x2n
= v′′(r)

x21 + · · ·+ x2n
r2

+ v′(r)
(1 + · · ·+ 1

r
− x21 + · · ·+ x2n

r3

)
= v′′(r) +

n− 1

r
v′(r).

関数 uがラプラス方程式を満たすとすると，vは

v′′ +
n− 1

r
v′ = 0

という方程式を満たす．ここで，v′ ̸= 0とすると，(
log |v′|

)′
=
v′′

v′
=

1− n

r

これを積分すれば，

log |v′| = (1− n) log r + C
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4.2 ラプラス方程式の基本解

つまり

v′(r) =
C̃

rn−1

を得る．もう一度積分すると，

v(r) =

{
α log r + β, (n = 2)
α

rn−2 + β, (n ≥ 3)

という解が求まる．ここで，α, β は任意の定数であるが，定数もラプラス方程式の自明な解にな

るので，簡単のため β = 0とおく．

定義 4.1 (基本解) x ̸= 0に対して定義される関数

Φ(x) =

{
− 1

2π log |x|, (n = 2)
1

n(n−2)βn

1
|x|n−2 , (n ≥ 3)

をラプラス方程式の基本解とよぶ．ただし，βn は Rn の単位球の体積である． ■

3次元と同じように，基本解と右辺の関数の合成積によってポアソン方程式を解くことができ
る．そのとき定数が合うように，基本解の定数を決めているわけである．

定理 4.2 (ポアソン方程式の解) f ∈ C2(Rn)の台がコンパクトであるとする．関数 uを

u(x) = Φ ∗ f(x) =
∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy (4.6)

で定義したとき，u ∈ C2(Rn)であり，−∆u = f が Rn において成り立つ．

証明
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4.3 演習問題

重力ポテンシャルが満たす方程式を導くときと同じ方法で示すことができる．

u(x) = Φ ∗ f(x) =
∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

∫
Rn

Φ(y)f(x− y) dy

と書くことにより，

u(x+ hei)− u(x)

h
=

∫
Rn

Φ(y)
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h
dy

を得る．右辺の f を含む分数が h→ 0のとき ∂f
∂xi

(x− y)に一様収束するので，

∂u

∂xi
=

∫
Rn

Φ(y)
∂f

∂xi
(x− y) dy, i = 1, . . . , n.

同様な理由で

∂2u

∂xi∂xj
=

∫
Rn

Φ(y)
∂2f

∂xi∂xj
(x− y) dy, i, j = 1, . . . , n (4.7)

が得られ，右辺の量が連続であるから，u ∈ C2(Rn)が従う．

uがポアソン方程式を満たすという計算は 3次元の場合と変わらない．(4.7)の積分
を特異点の周りの半径 εの小さな球の内部と外部にわけて，内部での積分が O(ε)で

あることを確かめ，外部の積分でグリーンの定理を 2回用いる．そうすると，境界
の積分から O(ε)の項と f の半径 εの球面での平均値が出てくる．

基本解 Φは原点の近傍で 0になるような関数に対し
∫
∆xΦ(x− y)f(y) dy = 0を満たし，そう

でない関数に対して
∫
−Φ(x − y)∆f(y) dy = f(x)をみたす（ここで形式的にグリーンの定理を

2回適用すれば，
∫
−∆xΦ(x− y)f(y) dy = f(x)を得る．）そのため，

−∆Φ = δ0

と書くことがある．ここの δ0は原点に 1の質量を与えるデルタ関数である．これは普通の意味で

の関数ではないが，関数の概念を拡張した「超関数の理論」で厳密に扱われている．

右辺関数に関する仮定 f ∈ C2
c (Rn)を大幅に弱くすることができる．例

えば，超関数の意味での解を考える場合，f ∈ L1(Rn)でも十分である．

詳しくは [4], p.54または [3], p.76を参照．

4.3 演習問題

問題 4.1 ラプラス方程式 ∆u = 0が回転に対して不変であることを示せ．すなわち，任意の n

行 n列の直交行列 Rに対し，

v(x) = u(Rx), x ∈ Rn

とするとき，関数 vが∆v = 0を満たすということである．

（直交行列とは，転置行列を RT と表すときに，RTR = RRT = E（単位行列）を満たす正方行

列のことである．）
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問題 4.2 ([5], p.102) n-次元の重調和方程式∆2u = 0（すなわち，∆(∆u) = 0）の原点に対して

対称な解をすべて求めよ．これらの解のうち，基本解とよべるものはどれか？

問題 4.3 f : Rn → Rがコンパクトな台をもつ 2回微分可能な関数であるとする．n ≥ 2に対し

ラプラス方程式基本解を Φとする．そのとき，

u(x) :=

∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy, x ∈ Rn

で定義した関数 u : Rn → Rはポアソン方程式∆u = f の解であることを示せ．

（この問題は，定理4.2の証明を詳細に与えることが趣旨である．）

問題 4.4 2変数関数 f が連続な関数であるとし，Cr が中心 (X,Y )，半径 rの円であるとする

（すなわち，Cr = {(x, y) ∈ R2; (x−X)2 + (y − Y )2 = r2}）．連続性の定義を用いて，Cr の周

上の f の平均値が r → 0のとき f(X,Y )に収束することを精密に示せ：

lim
r→0

1

2πr

∫
Cr

f ds = f(X,Y ).

問題 4.5 ([3], p.82) 基本解の定義における n ≥ 3のときの式が n = 1のときの基本解（すなわ

ち，d2/dx2の基本解）を与えることを確認せよ．

問題 4.6 ([3], p.83) 関数
e−c|x|

4π|x|

が R3における−∆+ c2 (c ∈ R)の基本解であることを示せ．
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4ラプラス方程式

概要
この講義ではラプラス方程式の解である調和関数の性質を調べる．特に，平均値の定理，最大値原理
と調和関数の正則性に着目する．

Laplace方程式の解の基本的な性質を紹介する．似たような性質は他の方程式（特に，一般の楕
円型方程式や放物型方程式）についても成り立つ．楕円型の一般論を詳しく勉強したい方はGilbarg
& Trudingerの本 [3]を参照して下さい．

4.4 平均値定理

平均値定理（Mean value formula）は，言葉で言えば，

「uが開集合Ωにおいて調和関数であれば，任意の点 x ∈ Ωでの解の値 u(x)はΩに収まるよ

うな xを中心とする任意の球の上での平均値に等しい．」（球を球面で置き換えても成り立つ．）

横棒のついた積分記号は平均値を意味する，すなわち

−
∫
D
f(x) dx =

1

|D|

∫
D
f(x) dx.

ただし，|D|は集合Dの n-次元ルベーグ測度を表す．また，中心 x，半径 rの球をB(x, r)という

記号で表すとする．

上の文章を式で書くと，

定理 4.3 (ガウスの平均値定理) u ∈ C2(Ω)が調和関数であるとする．そのとき，

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y) = −
∫
B(x,r)

u(y) dy (4.1)

が任意の球B(x, r) ⊂ Ωに対して成り立つ．

証明



4.4 平均値定理

関数 ϕを次のように定義する：

ϕ(r) = −
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y) = −
∫
∂B(0,1)

u(x+ rz) dS(z).

この関数 ϕは微分が 0になり，rについて定数関数であることを証明する．そして，

その定数は u(x)であることを確かめる．

以下の計算でグリーンの定理を用いる．

ϕ′(r) = −
∫
∂B(0,1)

∇u(x+ rz) · z dS(z)

= −
∫
∂B(x,r)

∇u(y) · y − x

r
dS(y)

= −
∫
∂B(x,r)

∂u

∂n
dS(y)

=
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(y) dS(y)

= 0.

y ∈ ∂B(x, r)に対し y−x
r が球面 ∂B(x, r)への外向き単位法線ベクトルnであること

を用いた．

従って，ϕは定数であるが，その値を r → 0とすることにより計算する：

ϕ = lim
r→0

ϕ(r) = lim
r→0

−
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y) = u(x).

よって，定理は球面の場合に示された．球の場合は，極座標を用いればよい：∫
B(x,r)

u dy =

∫ r

0

(∫
∂B(x,s)

u dS

)
ds = u(x)

∫ r

0
|∂B(x, s)| ds = u(x) |B(x, r)|.

逆の含意も成り立つ．

定理 4.4 (平均値定理の逆) u ∈ C2(Ω)が

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y)

を任意の球B(x, r) ⊂ Ωに対して満たすなら，uは調和関数である．

証明

∆u(x) > 0をみたす点 x ∈ Ωがあれば，∆uの連続性より，xを中心とする球B(x, r)

において∆u > 0となるような rが存在する．しかし，上で計算した結果を使うと，

0 = ϕ′(r) =
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(y) dy > 0

となるので，矛盾が得られる．∆u(x) < 0のケースも同様に処理される．
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4.5 調和関数の性質

4.5 調和関数の性質

有界な開領域 Ωにおける調和関数の様々な性質を平均値定理より導くことができる．

4.5.1 最大値原理と一意性

最大値原理は，大雑把に言えば「調和関数のある有界領域での値はこの領域の境界での値の最

小値と最大値の間に入る」となる．正確には，

定理 4.5 (最大値原理) u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)が調和関数であるとする．

(i) （maximum principle）そのとき，次が成り立つ

max
Ω̄

u = max
∂Ω

u.

(ii) （strong maximum principle）さらに，Ωが連結領域で，u(x0) = maxΩ̄ uを満たす x0 ∈ Ωが

存在すれば，uは Ωにおいて定数関数である．

証明

(ii)の方が一般的であるので，(ii)だけ証明すればよい．u(x0) = maxΩ̄ u = M をみ

たす x0 ∈ Ωが存在するとする．B(x0, r)が Ωに収まるような球であれば，

M = u(x0) = −
∫
B(x0,r)

u dy ≤M

が成り立つ．従って，B(x0, r)で u ≡ M にならなければならない．{u = M}とい
う集合は Ωの中で開集合になり，uの連続性より閉集合にもなる．Ωが連結領域な

ので，Ω = {u =M}を得る．

(i)も興味深い証明がある．最大値の点では∂2u/∂x2i ≤ 0であるから∆u >

0の可能性が排除される．∆u ≥ 0も起こり得ないことを示すために uの

代わりに，ラプラシアンが正になる関数 u(x)+ ε|x|2を考えればよい．詳
しくは [4], p.103を参照．また，より一般的な作用素への拡張の簡単な例
は [2], p.73–74にある．

最小値に対しても同じ定理が成り立つ．

定理 4.6 (最小値原理) u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)が調和関数であるとする．

(i) そのとき，次が成り立つ．
min
Ω̄
u = min

∂Ω
u

(ii) さらに，Ωが連結領域で，u(x0) = minΩ̄ uを満たす x0 ∈ Ωが存在すれば，uはΩにおいて

定数関数である．
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4.5 調和関数の性質

最大値原理について詳しく学びたい方は，[5]を参照して下さい．楕円型
方程式に限らない理論がわかりやすく解説されている．

最大値原理の応用として，一意性（uniqueness）が示される．

定理 4.7 (一意性) g ∈ C(∂Ω)，f ∈ C(Ω)とする．そのとき，境界値問題

−∆u = f in Ω

u = g on ∂Ω

の解が高々一つ存在する．

証明

u1と u2がそれぞれ解であるとすると，その差 u = u1 − u2が

∆u = 0 in Ω

u = 0 on ∂Ω

という条件をみたす．最大値原理により，maxΩ̄ u = minΩ̄ u = 0，つまり u ≡ 0を得

る．

4.5.2 正則性

ここで，C2-級の調和関数がどれぐらい滑らかであるかについて調べる．このような考察を正
則性理論（regularity theory）とよぶ．平均値の公式を満たす関数であれば，無限回微分可能にな
ることがわかる．ラプラス方程式に出てこない微分も存在することが言えるという意味で興味深

い結果である．

定理 4.8 (正則性) u ∈ C(Ω)が全ての球B(x, r) ⊂ Ωに対し，平均値の公式（すなわち，u(x)

が球面 ∂B(x, r)での uの平均値に等しいという性質）を満たすとき，

u ∈ C∞(Ω)

となる．

uの境界までの連続性について何もわかっていないことに注意する．この定理を証明するには，

関数を滑らかな関数で近似する（「軟化」する）理論について勉強しておく必要があるので，以下

の付録にまとめた．

証明

2015年 5月 15日 62 Karel Švadlenka



4.5 調和関数の性質

付録で説明される軟化子 ηを用いて，Ωεで uε = ηε ∗ uと定義する．付録の証明によ
ると，uε ∈ C∞(Ωε)であるが，実は，Ωεにおいて u ≡ uε が成り立つことが以下の

計算によって言える．従って，u ∈ C∞(Ω)が得られる．

uε(x) =

∫
Ω
ηε(x− y)u(y) dy

=
1

εn

∫
B(x,ε)

η
( |x− y|

ε

)
u(y) dy

=
1

εn

∫ ε

0
η
(r
ε

)(∫
∂B(x,r)

u dS

)
dr

=
1

εn
u(x)

∫ ε

0
η
(r
ε

)
|∂B(x, r)| dr

= u(x)

∫
B(0,ε)

ηε(y) dy = u(x).
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4.5 調和関数の性質

付録 I（軟化子，mollifier）� �
• 開集合 Ω ⊂ Rnに対し，Ωε = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) > ε}と定義する．

• 次の関数を軟化子 (mollifier)と呼ぶ：

η(x) =

{
Ce

−1

1−|x|2 if |x| < 1

0 if |x| ≥ 1.

ここで，C は
∫
Rn η = 1となるように定められる．

このように定義される関数 ηは C∞-級である．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

eta_1(x)
eta_2(x)
eta_4(x)

次の操作により，軟化子のサポートを狭くしていく：

ηε =
1

εn
η
(x
ε

)
.

（上の図には ε = 1, ε = 1/2と ε = 1/4のときの軟化子のグラフを示した．）

• f と gの合成積 (convolution)は次のように定義される：

f ∗ g(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy =

∫
Rn

f(y)g(x− y) dy

（ただし，上の積分が収束すると仮定している）．

• 局所的積分可能な関数 f : Ω → Rの軟化 (mollification) f εは軟化子との合成積として
定義される：

f ε(x) = ηε ∗ f(x) =
∫
B(0,ε)

ηε(y)f(x− y) dy, x ∈ Ωε.

ηεの台がB(0, ε)であるから，上の式で積分範囲をこのように限定できる．

� �
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4.5 調和関数の性質

付録 II（軟化の性質）� �
(i) f ε ∈ C∞(Ωε)

(ii) ε→ 0のとき fε → f a.e.

(iii) f ∈ C(Ω)のとき，fε → f が Ωのコンパクト部分集合上で一様収束する．

(iv) f ∈ Lp
loc(Ω), p ∈ [1,∞)のとき，f ε → f は Lp

loc(Ω)で収束する．

証明

(i) x ∈ Ωεを選ぶ．x+ heiが Ωεの中に入るように hを小さくとる．

fε(x+ hei)− fε(x)

h
=

1

εn

∫
Ω

1

h

[
η
(x+ hei − y

ε

)
− η

(x− y

ε

)]
f(y) dy

=
1

εn

∫
U

1

h

[
η
(x+ hei − y

ε

)
− η

(x− y

ε

)]
f(y) dy

ここで，ηの台がコンパクトだから，Ωでの積分をあるコンパクトな集合
U ⊂⊂ Ωでの積分に直した．このコンパクト集合U の上では h→ 0のとき

1

h

[
η
(x+ hei − y

ε

)
− η

(x− y

ε

)]
→

1

ε

∂η

∂xi

(x− y

ε

)
一様に収束するので，

∂f ε

∂xi
(x) =

1

εn

∫
U

1

ε

∂η

∂xi

(x− y

ε

)
f(y) dy =

∫
Ω

∂ηε
∂xi

(x− y)f(y) dy.

同様に，任意の多重指数 αに対しDαf ε(x)が存在し，

Dαf ε(x) =

∫
Ω
Dαηε(x− y)f(y) dy

が成り立つことが確かめられる．この右辺が任意の αに対し（変数 xの）

連続な関数であるから，f ε ∈ C∞(Ωε)が従う．

(ii) Lebesgueの定理の主張は

lim
r→0

−
∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0 a.e. x ∈ Ω (4.2)

である．Lebesgueの定理が成り立つ点 xに対して，

|f ε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)[f(y)− f(x)] dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

εn

∫
B(x,ε)

η
(x− y

ε

)
|f(y)− f(x)| dy

≤ C−
∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)| dy → 0, ε→ 0.

(iii) f ∈ C(Ω)のとき，U ⊂⊂ Ωを固定する．U ⊂⊂ V ⊂⊂ Ωを満たす V が存

在し，V で f は一様連続である．(4.2)の極限は x ∈ U に対し一様であり，

(ii)での計算により fε → f は U 上で一様である．� �
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4.5 調和関数の性質

4.5.3 局所的評価と解析性

調和関数の全ての微分を局所的に評価することによって，調和関数が解析関数であることが証

明できる．よって，調和関数は”多項式に近い”非常にきれいな関数であることが分かる．

まず，次の記号を導入する：

βn =
π

n
2

Γ(n2 + 1)
. . . Rnの単位球の体積

∥u∥L1(Ω) =
∫
Ω |u(x)| dx . . . uの L1-ノルム

定理 4.9 (微分の評価) uはΩにおいて調和関数で，αは大きさ |α| = kの多重指数であるとき，

|Dαu(x0)| ≤
Ck

rn+k
∥u∥L1(B(x0,r)) (4.3)

が任意の球B(x0, r) ⊂ Ωに対して成り立つ．ここで，nは Ωの次元で，

C0 =
1

βn
, Ck =

(2n+1nk)k

βn
, k = 1, 2, . . . .

証明
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4.5 調和関数の性質

数学的帰納法で証明する．

1. k = 0のとき，平均値定理により明らかである．

2. k = 1のとき，Laplace方程式を xiについて微分すると，uxi が調和関数であ

ることがわかる．従って，uxi に対し平均値定理が成立し，グリーンの定理を

用いると，

|uxi(x0)| =
∣∣−∫
B(x0,r/2)

uxi dx
∣∣ = ∣∣ 2n

βnrn

∫
∂B(x0,r/2)

uni dS
∣∣ ≤ 2n

r
max

∂B(x0,r/2)
|u|.

最後の max |u| を評価するために，x ∈ ∂B(x0, r/2) に対し，B(x, r/2) ⊂
B(x0, r) ⊂ Ωであることに注意し，

|u(x)| ≤ 1

βn

(2
r

)n
∥u∥L1(B(x0,r))

を得る（ここで，k = 0のときの結果を用いた）．以上をまとめると，

|uxi(x0)| ≤
2n+1n

βn

1

rn+1
∥u∥L1(B(x0,r)).

3. k ≥ 2であり，(4.3)が大きさ (k− 1)以下の多重指数に対して成り立つとする．

|α| = kの多重指数 αに対し，Dαu = (Dβu)xi を満たす β（|β| = k − 1）と i

が存在する．k = 1のときと同様の計算により，

|Dαu(x0)| ≤
nk

r
max

∂B(x0,r/k)
|Dβu|

が分かる．また，x ∈ ∂B(x0, r/k)であれば，B(x, k−1
k r) ⊂ B(x0, r) ⊂ Ωであ

るから，(k − 1)に対する仮定を使うと，

|Dβu(x)| ≤ (2n+1n(k − 1))k−1

βn(
k−1
k r)n+k−1

∥u∥L1(B(x0,r)).

これを前の式に代入し整理すれば，|α| = kのときの (4.3)が得られる．

定理 4.10 (解析性) uが Ωにおいて調和関数であれば，Ωにおいて解析的である．

証明
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4.5 調和関数の性質

関数が解析的であるとは，各点の近傍でベキ級数で表現できるという意味である．x0
を任意に選び，x0の近傍で uがその x0でのテーラー展開に等しいことを示す．

r =
1

4
dist(x0, ∂Ω)

M =
1

βnrn
∥u∥L1(B(x0,2r)) <∞

とおく．x ∈ B(x0, r)に対し，B(x, r) ⊂ B(x0, 2r) ⊂ Ωであるから，定理4.9より

max
B(x0,r)

|Dαu| ≤M

(
2n+1n

r

)|α|
|α||α|.

ところが，|α||α| ≤ e|α||α|!が成り立つ（ex|x=|α|のテーラー展開より）．さらに，多

項定理

nk = (1 + · · ·+ 1)k =
∑
|α|=k

|α|!
α!

より，|α|! ≤ n|α|α!が分かる．以上を合わせると，

max
B(x0,r)

|Dαu| ≤M

(
2n+1n2e

r

)|α|
α!. (4.4)

x0での uのテーラー級数は次の通りである：∑
α

Dαu(x0)

α!
(x− x0)

α.

この級数は |x−x0| < r/(2n+2n3e)を満たす xについて収束することを示す．このよ

うな xに対して剰余項RN (x)がN → ∞のとき 0に近づくということを示せばよい．

RN (x) = u(x)−
N−1∑
k=0

∑
|α|=k

Dαu(x0)(x− x0)
α

α!
=
∑

|α|=N

Dαu(x0 + t(x− x0))(x− x0)
α

α!

(4.5)
ここで t ∈ [0, 1]は xによって決まる．(4.4)を用いると，RN (x)を次のように評価で

きる：

|RN (x)| ≤M
∑

|α|=N

(2n+1n2e

r

)N( r

2n+2n3e

)N
≤ MnN

(2n)N
=
M

2N
→ 0, N → ∞.

問題 3.5の考察により，uが x0の近傍で解析関数であるという結論に至る．

領域Ωにおけるラプラス方程式の解がその境界上の値だけで決まること

から，コーシーデータが解析関数の場合でもラプラス方程式に対するコー

シー問題は一般には可解ではない．また，調和関数の解析性より，コー

シーデータが解析関数でなければ，ラプラス方程式のコーシー問題は解

をもたないことがわかる（[4], p.97を参照）．

これまでの結果の応用として有界な解についての定理を述べる．
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4.5 調和関数の性質

定理 4.11 (Liouville（リウヴィル）の定理) 関数 u : Rn → Rが有界な調和関数ならば，uは
定数関数である．

証明

勝手な x0 ∈ Rnを固定すると，任意の r > 0に対し定理4.9より

|∇u(x0)| ≤
√
nC1

rn+1
∥u∥L1(B(x0,r)) ≤

√
nC1βn
r

∥u∥L∞(Rn).

ところで，rが任意なので，r → ∞とすれば，∇u(x0) = 0を得る．これがすべての

点 x0で正しいので，uは定数関数である．

|u(x)| ≤ C(1 + |x|)N を満たす関数へのこの定理の拡張については [2],
p.74を参照．

定理 4.12 (解の公式) 関数 f ∈ C2(Rn)がコンパクトな台をもつとし，次元を n ≥ 3とする．

そのとき，

−∆u = f in Rn

の有界な解に対し定数 C が存在し，

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy + C, x ∈ Rn

の形で書ける．

証明

|x| → ∞のとき，Φ(x)がゼロに近づくので，

ũ :=

∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy

という関数は有界である．さらに，基本解に関する節で示したように，−∆u = f の

解でもある．もし，他の関数 uが有界な解であれば，w := u− ũが有界な調和関数

のため定数関数になる．

注： n = 2のときの基本解Φ(x)が無限遠方で発散するので，
∫
R2 Φ(x− y)f(y) dyが

有界でない可能性がある．

4.5.4 ハルナックの不等式

平均値定理より，Laplace方程式には平均する効果があることを示唆している．従って，領域の
境界から離れていれば，Laplace方程式の解は各点で近い値をとるであろうということが直観的に
わかる．この事実を正確に述べているのは，ハルナックの不等式（Harnack’s inequality）である．

定理 4.13 (Harnack不等式) 連結な開集合 U ⊂ Ωに対し，Ū がコンパクトであるとする（こ

れを U ⊂⊂ Ωという記号で表す）．そのとき，U にのみ依存する定数 C が存在し，

sup
U
u ≤ C inf

U
u (4.6)
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4.6 演習問題

が全ての非負の（Ωにおける）調和関数 uについて成り立つ．

証明

(4.6)が
1

C
u(z) ≤ u(y) ≤ Cu(z) ∀y, z ∈ U

と同値であることに注意する．

r = 1
4dist(U, ∂Ω) > 0とおく．y ∈ U と z ∈ U を |y − z| ≤ rを満たすように任意に

選ぶと，

u(y) = −
∫
B(y,2r)

u dx ≥ 1

|B(y, 2r)|

∫
B(z,r)

u dx =
1

2n
−
∫
B(z,r)

u dx =
1

2n
u(z).

これより，2nu(z) ≥ u(y) ≥ 1
2nu(z)という関係式がr以下の距離にある全てのy, z ∈ U

に対して成り立つ．U が連結であるので，U を半径 r/2の有限個のボール {Bi}Ni=1

で覆って，隣同士が一部重なり合う（Bi−1 ∩Bi ̸= ∅, i = 2, . . . , N）ようにできる．

y

z

B1

B2

B7

Ω

U

4r

よって，

u(y) ≥ 1

2nN
u(z) ∀y, z ∈ U.

4.6 演習問題

問題 4.7 関数 v ∈ C2(Ω̄)が

−∆v ≤ 0 in Ω

を満たすならば，vが劣調和関数であるという．

vが Ωにおいて劣調和関数ならば，

v(x) ≤ −
∫
B(x,r)

v(y) dy

が全ての球B(x, r) ⊂ Ωに対して成り立つことを示せ．
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4.6 演習問題

問題 4.8 uが調和関数であれば，v = |∇u|2が劣調和関数になることを示せ．

問題* 4.9 ([2], p.73) u ∈ C2(Ω), x ∈ Ω ⊂ Rnのとき，次が成り立つことを示せ：

∆u(x) = lim
r→0

2n

r2

[
−
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y)− u(x)
]
.

（ヒント：xを中心とする uの 2次テーラー展開を考え，それぞれの項の積分を計算するとき対称
性を考慮する．）

問題 4.10 ([2], p.71) {uk}が Ωでの調和関数の列で，Ωのコンパクト集合において関数 uに一

様収束するならば，uが Ωにおいて調和関数であることを示せ．

問題 4.11 次の定理を示せ．

定理� �
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)が調和関数であるとする．
(i)そのとき，次が成り立つ．

min
Ω̄
u = min

∂Ω
u

(ii)さらに，Ωが連結領域で，u(x0) = minΩ̄ uを満たす x0 ∈ Ωが存在すれば，uは定数関数

である．� �
問題 4.12 Ωは開領域とする． g ≥ 0 : ∂Ω → Rは連続関数で，g(x0) > 0をみたす点 x0 ∈ ∂Ω

が存在するとする．そのとき，境界値問題

∆u = 0 in Ω

u = g on ∂Ω

の解が Ωの全ての点で正になることを示せ．

問題* 4.13 Ωを滑らかな境界をもつ領域とする．また，Γを Ωの境界 ∂Ωの任意の部分開集合

とする（∂Ωの一部だけでもよい）．関数 uが次の条件を満たすとき，uが Ωにおいて恒等的に 0

であることを示せ．

∆u = 0 in Ω

u =
∂u

∂n
= 0 on Γ

（ここで，∂u/∂nは法線微分である．）

問題* 4.14 ([2], p.73) 複素調和関数に対する次の最大値原理を証明せよ．「uが Ωで連続で，Ω

で複素調和関数であれば，Ωにおける |u|の最大値は ∂Ωで達成される．」（ヒント：|u|が点 x0で

最大値M をもつならば，u(x0) = eiθM となる．v := Re(e−iθu)を考える．）

問題* 4.15 ([4], p.101) n = 3-次元空間において定数 cに対し Lu = ∆u+ cuの作用素を導入す

る．次の問いに答えよ．

(1) 原点に対して対称な Lu = 0の解をすべて求めよ．
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4.6 演習問題

(2) 関数

K(x, y) = −cos(
√
c|x|)

4π|x|
が Lの基本解であることを確認せよ．

(3) sin(
√
cρ) ̸= 0をみたすような球B(y, ρ)において Lu = 0の解 uが平均値の性質

u(y) =

√
cρ

sin(
√
cρ)

1

4πρ2

∫
∂B(y,ρ)

u(x) dS(x)

を満たすことを示せ．ただし，cが負のとき，係数を
√
−cρ/ sinh(

√
−cρ)と読み替える必要

がある．

（ヒント：次の基本解を用いる：

G(x, y) = K(x, y) + k
sin(

√
c|x|)

|x|
. ）

(4) c < 0ならば，∂Ω上で消えるような Lu = 0の解 u ∈ C2(Ω)が Ωにおいて恒等的にゼロで

あることを示せ．c > 0ならば，球面上でゼロであるが球の内部でゼロでない解が存在する

ことを示せ．

(5) Ωにおいて Lu = 0をみたす関数 uが解析関数であることを示せ．

問題* 4.16 ([4], p.102) ∆u(x1, . . . , xn) = 0ならば，

∆
(
|x|2−nu( x

|x|2 )
)
= 0

が x/|x|2が uの定義域に属するようなすべての xに対し成り立つことを示せ．

問題* 4.17 ([4], p.105) Ω = {x ∈ Rn; |x| > 1} とする．関数 u ∈ C2(Ω) が ∆u = 0 と

lim|x|→∞ u(x) = 0をみたすとする．そのとき，

max
Ω

|u| = max
∂Ω

|u|

が成り立つことを示せ．

問題* 4.18 ([4], p.105) u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)を

∆u+

n∑
i=1

ai(x)uxi + c(x)u = 0

の解とする．ただし，c(x) < 0 in Ωと仮定する．u = 0 on ∂Ωならば，u = 0 in Ωが成り立つこ

とを証明せよ．（ヒント：maxu ≤ 0とminu ≥ 0を示せばよい．）

問題* 4.19 ([4], p.105) 2次元の楕円型方程式

Lu = auxx + 2buxy + cuyy + 2dux + 2euy = 0

に対し，最大値原理（定理4.5(i)）を証明せよ．ただし，a, b, c, d, eは ac− b2 > 0, a > 0をみたす

C(Ω)-級関数である．（ヒント：まず，最大値が得られる点においてuxxuyy−u2xy ≥ 0, uxx ≤ 0, uyy ≤ 0

が成り立つことを利用して Lu > 0をみたす uに対する最大値原理を示す．この結果を

v(x, y) = u(x, y) + εeM((x−x0)2+(y−y0)2)

という関数に適用する．ただし，(x0, y0)は Ωに属さない点として，M を十分大きくとる．）
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問題* 4.20 ([4], p.106) Ω = {x ∈ R2; x2 > 0}とおく．u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)が Ωにおいて上に

有界な調和関数ならば，

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u

が成り立つことを示せ．（ヒント：調和関数 u(x1, x2)− ε log
(
x21 + (x2 + 1)2

)
に x21 + (x2 + 1)2 <

a2, x2 ≥ 0（a十分大）という領域で最大値原理を適用し，ε→ 0とする．）

問題 4.21 関数

f(x) =


1 x ∈ (1, 2]

3− x x ∈ [2, 3]

0 x ∈ (−∞, 1] ∪ [3,∞)

の軟化

f ε(x) = ηε ∗ f(x) =
∫
B(0,ε)

ηε(y)f(x− y) dy

を ε = 1, ε = 0.2, ε = 0.05に対し，一つの図にまとめて図示せよ．

ここで，

η(x) =

{
Ce

−1
1−|x|2 if |x| < 1

0 if |x| ≥ 1
, ηε =

1

εn
η
(x
ε

)
とし，C は

∫
Rn η = 1となるように定める．

（数値積分のプログラムを作りコンピュータを用いてプロットするか，Mapleなど数学ソフト
を使ってプロットするか，それぞれの関数の大小関係や一致するところなどの詳しい解析を行い

手で描くか，どちらの方法でもかまわない．）

問題 4.22 Γ関数は次のように定義されている：

Γ(s) =

∫ ∞

0
e−xxs−1 dx.

Γ関数の以下の性質を示せ．

1. Γ(12) =
√
π

2. Γ(1) = 1

3. Γ(s+ 1) = sΓ(s) ∀s > 0
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4ラプラス方程式

概要
この講義ではラプラス方程式を有界領域で考えたときに現れる境界値問題を解く方法を探る．グリー
ン関数を導入すれば，シンプルな形をした領域で解を具体的に求めることができることがわかる．

4.7 グリーン関数

本節の目標はポアソン方程式を解くことである．全空間におけるポアソン方程式の解が基本解

を用いて得られることが既にわかったので，これから有界領域における境界値問題

−∆u = f in Ω (4.1)

u = g on ∂Ω (4.2)

を解くことを目指す．ここで，Ω ⊂ Rn は開領域で，∂Ω ∈ C1 とする．

基本解 Φを利用して，任意に選んだ x ∈ Ωの点での uの値を ∆uと境界上の uの値を用いて

表現できないかについて考えてみる．この二つの情報が (4.1), (4.2)により既知であるから，もし
そのように表現できれば，問題が解けたことになる．

u ∈ C2(Ω̄)を仮定する．全空間のポアソン方程式の解の公式を参考にして，
∫
u(y)∆Φ(y−x) dy

からスタートする．しかし，∆Φ(y − x)が点 y = xで可積ではないので，以前と同じように xの

周りの小さな球 B(x, ε)を考え，その球を除いた領域 Θε = Ω \B(x, ε)で積分を計算していく．

まず，グリーンの定理より∫
Θε

u(y)∆Φ(y − x) dy = −
∫
Θε

∇u(y)∇Φ(y − x) dy +

∫
∂Θε

u(y)∇Φ(y − x) · n dS(y)

ここで，nはΘεへの外向き単位法線ベクトルである．右辺の最初の項が扱いにくいので，
∫
Φ(y−

x)∆u(y) dyに対するグリーン定理を用いてその項を扱いやすいものに替える．∫
Θε

Φ(y − x)∆u(y) dy = −
∫
Θε

∇Φ(y − x)∇u(y) dy +
∫
∂Θε

Φ(y − x)∇u(y) · n dS(y)

以上の二つの式を引き算すると，∫
Θε

(
u(y)∆Φ(y−x)−Φ(y−x)∆u(y)

)
dy =

∫
∂Θε

(
u(y)∇Φ(y−x) ·n−Φ(y−x)∇u(y) ·n

)
dS(y)

(4.3)
が得られる．さらに，x ̸= yのとき∆Φ(y − x) = 0ということを考慮して∫

Θε

Φ(y − x)∆u(y) dy =

∫
∂Θε

(
Φ(y − x)∇u(y) · n− u(y)∇Φ(y − x) · n

)
dS(y) (4.4)

を得る．



4.7 グリーン関数

∂Θε が二つの部分，すなわち ∂Ωと ∂B(x, ε)からなることに注意して，得られた式で ε → 0

とする．このとき，右辺の 2項の ∂B(x, ε)上の積分を考えればよい．∣∣ ∫
∂B(x,ε)

Φ(y − x)∇u(y) · n dS(y)
∣∣

の項についてだが，基本解 Φの定義より |Φ| ≤ Cε−n+2（n ≥ 3のとき），u ∈ C2(Ω)であるから

|∇u| < C，さらに ∂B(x, ε)の面積が Cεn−1 であることを考慮すると，この項が ε → 0のとき 0

に収束することが分かる（n = 2も同様である）．

一方，∇Φ(y − x) · nを ∂B(x, ε)上で具体的に計算すると，

∇Φ(y − x) · n(y) = 1

nβn

1

|y − x|n−1

y − x

|y − x|
· y − x

|y − x|
=

1

nβn

1

εn−1
=

1

|∂B(x, ε)|

が得られるので，∫
∂B(x,ε)

u(y)∇Φ(y − x) · n dS(y) = −
∫
∂B(x,ε)

u(y) dS(y) → u(x) (ε→ 0)

が従う．

この結果と ∂Ω上の積分が残っていることを式 (4.4)で使って，ε→ 0とすると，

u(x) =

∫
∂Ω

(
Φ(y − x)

∂u

∂n
(y)− u(y)

∂Φ

∂n
(y − x)

)
dS(y)−

∫
Ω
Φ(y − x)∆u(y) dy (4.5)

を得る．この等式は勝手な関数 u ∈ C2(Ω̄)と勝手な点 x ∈ Ωに対して成り立つ．

Ωの境界上の uの値と，Ωの中の ∆uの値が与えられているから，もし ∂u/∂nの境界上の値

を知っていれば，上の式によりポアソン問題 (4.1), (4.2)の解が得られる．残念ながら，この法線
微分は未知であるが，補助的問題

∆ϕx = 0 in Ω (4.6)

ϕx(y) = Φ(y − x) on ∂Ω (4.7)

を解くことにより uの法線微分を含む項を処理できる．なぜかというと，
∫
ϕx∆uに (4.3)と同じ

グリーンの定理を用いて計算すると，

−
∫
Ω
ϕx(y)∆u(y) dy =

∫
∂Ω

(
u(y)

∂ϕx

∂n
(y)− ϕx(y)

∂u

∂n
(y)
)
dS(y)

=

∫
∂Ω

(
u(y)

∂ϕx

∂n
(y)− Φ(y − x)

∂u

∂n
(y)
)
dS(y)

を得る．ここから未知であった項
∫
Φ(y−x)∂u/∂nを出して，uに対する公式 (4.5)に代入すると，

u(x) = −
∫
∂Ω
u(y)

(∂Φ(y − x)

∂n
− ∂ϕx(y)

∂n

)
dS(y)−

∫
Ω

(
Φ(y − x)− ϕx(y)

)
∆u(y) dy

になる．もし ϕxが計算できれば，上の式の右辺が全て既知のものであり，ポアソン方程式の解が

求まったことになる．
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定義 4.14 (グリーン関数) 境界値問題 (4.6), (4.7)の解を ϕx とする．そのとき，関数

G(x, y) = Φ(y − x)− ϕx(y), x, y ∈ Ω, x ̸= y

を領域 Ωに対するグリーン関数（Green’s function）とよぶ．

この定義を上の u(x)に関する式で使うと，以下の定理が得られる．

定理 4.15 (ポアソン方程式の境界値問題の解) 領域 Ωに対するグリーン関数を Gとする．そ

のとき，u ∈ C2(Ω̄)が (4.1), (4.2)の解であれば，次の関係式が成り立つ

u(x) = −
∫
∂Ω
g(y)

∂G

∂n
(x, y) dS(y) +

∫
Ω
f(y)G(x, y) dy x ∈ Ω.

これで解の公式が求まったが，領域のグリーン関数を構成できることが前提となっている．こ

のグリーン関数の構成が可能なのは，領域が単純な形をしているときのみである．これから，領

域が半空間と球の場合のグリーン関数を考える．

n = 2の場合，ラプラス方程式は等角写像に対して不変であるため，円

盤でラプラス方程式が解ければ，等角写像で円盤に変換できるようなす

べての領域で解けることになる（[4], p.106）．

注 　グリーンの定理を適用することによって，グリーン関数が対称であることがわかる（問題

4.31を参照）．すなわち，

G(x, y) = G(y, x) x, y ∈ Ω, x ̸= y.

4.7.1 ポアソンの公式

これまでグリーン関数についてわかったことを整理する．境界値問題

−∆u = f in Ω (4.8)

u = g on ∂Ω (4.9)

を解こうとしている．領域 Ωに対するグリーン関数

G(x, y) = Φ(y − x)− ϕx(y) (x ̸= y)

Φ : 基本解（C/|y − x|n−2 の形）

ϕx :

{
∆ϕx = 0 in Ω

ϕx(y) = Φ(y − x) on ∂Ω
の解

が見つかったとする．基本解 Φが知られているので，これはつまり，ϕxが求まったということを

意味する．そのとき，u ∈ C2(Ω̄)が (4.8), (4.9)の解であれば，

u(x) = −
∫
∂Ω
g(y)

∂G

∂n
(x, y) dS(y) +

∫
Ω
f(y)G(x, y) dy x ∈ Ω (4.10)
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が成り立つ．

グリーン関数の具体的な応用例として，球におけるポアソン方程式を解く．すなわち，境界値

問題

−∆u = f in B(0, r) (4.11)

u = g on ∂B(0, r) (4.12)

を解くことを目指す．

まず，r = 1として考える．球に対するグリーン関数を求めるために，補助的問題

∆ϕx = 0 in B(0, 1) (4.13)

ϕx = Φ(y − x) on ∂B(0, 1) (4.14)

を解かなければならない．この解 ϕx が求まれば，球 B(0, 1)に対するグリーン関数は

G(x, y) = Φ(y − x)− ϕx(y)

と定義され，(4.11), (4.12)の r = 1のときの解は

u(x) = −
∫
∂B(0,1)

g(y)
∂G

∂n
(x, y) dS(y) +

∫
B(0,1)

f(y)G(x, y) dy x ∈ B(0, 1) (4.15)

となる．

グリーン関数の構成の主なアイデアは，B(0, 1)の内部にある Φ(y − x)の特異点 y = xを球面に

対して反転させて，球の外側に移すことである．反転の具体的な定義は次のものである．

x ∈ Rn \ {0}の ∂B(0, 1)に対する双対点 x̃は

x̃ =
x

|x|2

で定義される．（これは原点と点 xを結ぶ直線上にある点で，xが B(0, 1)の内部の点であれば，x̃

は球の外側にくる．）　写像 x 7→ x̃を ∂B(0, 1)についての鏡像という．

グリーン関数の構成のポイント：

• Φ(y), y ̸= 0が調和関数であるから y 7→ Φ(y− x̃)も y ̸= x̃に対し調和関数であり，Φ(|x|(y−
x̃))は y ∈ B(0, 1)において調和関数である（ただし，x ∈ B(0, 1)）．

• y ∈ ∂B(0, 1)に対し，|x||y−x̃| = |x−y|であるから，∂B(0, 1)上でΦ(|x|(y−x̃))はΦ(y−x)
と一致する．

二つ目の点は

|x|2|y − x̃|2 = |x|2
(
|y|2 − 2y · x

|x|2
+

1

|x|2
)
= |x|2 − 2y · x+ 1 = |x− y|2
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により確認される．従って，

ϕx(y) = Φ(|x|(y − x̃)), y ∈ B(0, 1)

とおくと，この関数は (4.13),(4.14)を満たしている．

定義 4.16 球B(0, 1)に対するグリーン関数は次で定義される：

G(x, y) = Φ(y − x)− Φ(|x|(y − x̃)), x, y ∈ B(0, 1), x ̸= y.

そこで，境界値問題

−∆u = 0 in B(0, 1) (4.16)

u = g on ∂B(0, 1) (4.17)

を具体的に解いてみよう．(4.15)より解は

u(x) = −
∫
∂B(0,1)

g(y)
∂G

∂n
(x, y) dS(y)

と書ける．y ∈ ∂B(0, 1)を用いて計算すると，

∂G

∂yi
(x, y) =

∂Φ

∂yi
(y − x)− ∂

∂yi
Φ(|x|(y − x̃)) =

1

nβn

xi − yi
|x− y|n

− 1

nβn

yi|x|2 − xi
|x− y|n

.

よって，

∂G

∂n
(x, y) =

n∑
i=1

yi
∂G

∂yi
(x, y) =

−1

nβn

1

|x− y|n
n∑

i=1

yi
(
(yi − xi)− yi|x|2 + xi

)
=

−1

nβn

1− |x|2

|x− y|n

と計算できるので，解は

u(x) =
1− |x|2

nβn

∫
∂B(0,1)

g(y)

|x− y|n
dS(y)

である．この式を単位球に対するポアソンの公式（Poisson’s formula for ball）とよぶ．

また，B(0, 1)の代わり，半径 r > 0の球を考えたとき，ポアソンの公式は

u(x) =
r2 − |x|2

nβnr

∫
∂B(0,r)

g(y)

|x− y|n
dS(y)

となる．ここで，

K(x, y) =
r2 − |x|2

nβnr

1

|x− y|n
, x ∈ B(0, r), y ∈ ∂B(0, r)

を球 B(0, r)に対するポアソン核（Poisson’s kernel）とよぶ．つまり，

u(x) =

∫
∂B(0,r)

K(x, y)g(y) dS(y) (4.18)
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この公式を用いて，調和関数の微分について次のような評価が得られる：

|uxi(x)| ≤
n

dist(x, ∂Ω)
sup
Ω

|u|.

高階微分に対して同様な評価が成り立つので，調和関数の完備性とコン

パクト性に関する結果が従う．[4], p. 109を参照．

これは解が存在するという仮定で成立するが，解の存在をまだ証明していない．以下では，こ

のように定義した関数 uが実際に解になることを示す．

定理 4.17 (球に対するポアソンの公式) g ∈ C(∂B(0, 1))のとき，(4.18)で定義した関数 uは

C∞(B(0, r))に属し，

−∆u = 0 in B(0, r)

lim
x → x0

x ∈ B(0, r)

u(x) = g(x0) ∀x0 ∈ ∂B(0, r)

を満たす．

ここで，B(0, r)は境界を含まない開球を意味する．また，極限では球の境界にある点 x0に対

し，球の内部から x0 に近づく点列 {xn}について極限をとっている．
証明
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x ∈ B(0, r), y ∈ ∂B(0, r)に対してK(x, y)が滑らかな関数であるから，

Dαu(x) =

∫
∂B(0,r)

DαK(x, y)g(y) dS(y).

よって，u ∈ C∞(B(0, r))．また，直接の計算より ∆xK(x, y) = 0 が確かめられる

ので，

∆u(x) =

∫
∂B(0,r)

∆xK(x, y)g(y) dS(y) = 0.

あとは，境界条件が成り立つことを確認する．ε > 0を固定する．gが連続であるか

ら，|y − x0| < δ を満たす全ての y ∈ ∂B(0, r)に対し |g(y)− g(x0)| < εが成り立つ

ような δ > 0が存在する．|x− x0| < δ/2であれば，|u(x)− g(x0)| < 2εが成り立つ

ことを示す． ∫
∂B(0,r)

K(x, y) dS(y) = 1 ∀x ∈ B(0, r) (4.19)

を用いて，次のように評価していく：

|u(x)− g(x0)| =
∣∣∣ ∫

∂B(0,r)
K(x, y)g(y) dS(y)− g(x0)

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
∂B(0,r)

K(x, y)(g(y)− g(x0)) dS(y)
∣∣∣

≤
∫
∂B(0,r)∩B(x0,δ)

K(x, y)|g(y)− g(x0)| dS(y)

+

∫
∂B(0,r)\B(x0,δ)

K(x, y)|g(y)− g(x0)| dS(y).

この不等式の右辺の第 1項をAとし，第 2項をBとおく．Aの場合は，yがB(x0, δ)

の範囲を動くので，|g(y)− g(x0)| < εが成り立つ．よって，(4.19)をさらに使うと，

A ≤ ε

∫
∂B(0,r)∩B(x0,δ)

K(x, y) dS(y) ≤ ε

B の場合，|x− x0| < δ/2と |y − x0| > δが成り立つので，

|y − x0| ≤ |y − x|+ |x− x0| ≤ |y − x|+ δ/2 ≤ |y − x|+ 1
2 |y − x0|

と評価できて，1
2 |y − x0| ≤ |y − x|が分かる．従って，

B ≤ 2 max
∂B(0,r)

|g(y)|
∫
∂B(0,r)\B(x0,δ)

K(x, y) dS(y)

≤ 2n+1

nβnr
max |g|(r2 − |x|2)

∫
∂B(0,r)\B(x0,δ)

|y − x0|−n dS(y)

最後の積分が有限だから，xが x0に近づくとき，|x|2が r2に近づき，δを必要に応じて

さらに小さくすれば，Bを εより小さくすることができる．よって，|u(x)−g(x0)| < 2ε

が示された．

[2], p.95–109は g ∈ Lpのケースも扱っている．また，球面調和関数を用

いた解の構成方法も解説されている．
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注 同じような考察により，半空間

Rn
+ := {x ∈ Rn; xn > 0}

に対するグリーン関数が構成できる．この場合は点 xの反転は

x̃ = (x1, x2, . . . , xn−1,−xn)

で定義され，グリーン関数は

G(x, y) = Φ(y − x)− Φ(y − x̃)

となる．よって，境界値問題

∆u = 0 in Rn
+

u = g on ∂Rn
+

の解はポアソン公式

u(x) =
2xn
nβn

∫
∂Rn

+

g(y)

|x− y|n
dS(y), x ∈ Rn

+

により与えられる．詳細は [1], p.36や [2], p.91を参照．

以上ではラプラス方程式の解の存在を球と半空間の場合にしか示してい

ない．一般の領域の場合，存在定理の証明方法がいくつも見つかってい

る．代表的な 2つの方法（球に対するポアソンの公式に頼る Perronの方
法と Hilbert空間の性質を用いた方法）が [4], p.111–124で紹介されてい
る．また，層ポテンシャルを用いた方法は [2], p.116で解説されている．

4.8 演習問題

問題 4.23 球の場合の考察を参考にしながら，半空間における調和関数のポアソン公式を導き，
得られた公式が実際に解を与えることを証明せよ．

問題 4.24 次元が n = 1のとき，領域 Ω = (0, 1)に対する d2

dx2 のグリーン関数を求めよ．

問題 4.25 n = 2とする．反転を繰り返すことで第一象限 x1 > 0, x2 > 0に対するグリーン関数

を求めよ．

問題* 4.26 ([4], p.110) B = B(0, a) ⊂ Rn, B+ = {x ∈ B; xn > 0}とおく．関数 u ∈ C(B+)が

B+において調和関数で，xn = 0において消えるとする．uを B全体に xnの奇関数として拡張

する．このように拡張した関数が調和関数であることを示せ．

（ヒント：拡張によって得られた関数と ∂B上の境界値を共通にする調和関数を考えて，この関

数が xnの奇関数で，B+において uと一致することを示す．）

問題* 4.27 ([4], p.110) u(x1, . . . , xn)が半空間 {xn ≥ 0}において連続で有界であるとする．さ
らに，uが xn = 0において消え，xn > 0において調和関数であるとする．u ≡ 0を示せ．

（ヒント：Liouvilleの定理を用いる．）
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問題* 4.28 ([4], p.110) f ∈ C4(R)がフーリエ級数

f(θ) =

∞∑
n=0

(
an cos(nθ) + bn sin(nθ)

)
により与えられる周期 2πの関数であるとする．

(1) 極座標 r, θで与えられる関数

u =

∞∑
n=0

(
an cos(nθ) + bn sin(nθ)

)
rn

が円盤 x2+ y2 < 1においてラプラス方程式の解であり，境界値が f と一致することを示せ．

(2) n = 2の場合のポアソンの公式を導出せよ．

（ヒント：上の式で an, bnを f で表し，積分と和の交換を行う．）

問題 4.29 ([4], p.111) u ∈ C2(|x| < a) ∩ C0(|x| ≤ a)が u ≥ 0, ∆u = 0を |x| < aにおいて満た

すとする．そのとき，|ξ| < aに対し，

an−2(a− |ξ|)
(a+ |ξ|)n−1

u(0) ≤ u(ξ) ≤ an−2(a+ |ξ|)
(a− |ξ|)n−1

u(0)

というハルナック不等式が成り立つことを示せ．

問題* 4.30 ([4], p.111) u ∈ C2(|x| ≤ r)が |x| < rにおいて調和関数であるとする．そのとき，

|uxi(0)| ≤
2βn−1

rβn
max
|x|=r

|u(x)|

が成り立つことを示せ．この不等式の右辺の係数が最良であることを確かめよ．

問題 4.31 Ωを滑らかな境界を持つ開領域とする．領域 Ωに対するグリーン関数が対称である

ことを示せ．

（ヒント：　Ωのグリーン関数をGとし，x, y ∈ Ω, x ̸= yを固定する．関数 f, g : Ω → Rを f(z) =

G(x, z)と g(z) = G(y, z)と定義すると，f(y) = g(x)を示せばよい．Θε = Ω \ [B(x, ε)∪B(y, ε)]

に対するグリーンの式∫
Θε

(
f∆g − g∆f

)
dz =

∫
∂Θε

(
f∇g · n− g∇f · n

)
dS(z)

において，ε → 0 とすれば，望まれる関係式が得られる．計算するとき，∆f(z) = 0 (z ̸=
x), ∆g(z) = 0 (z ̸= y)，そして f = g = 0 on ∂Ωを用いる．）

問題 4.32 境界値問題

(*)

{
∆u = 0 in B(0, 1)

u = g on ∂B(0, 1)

の解はポアソンの公式

u(x) =
1− |x|2

nβn

∫
∂B(0,1)

g(y)

|x− y|n
dS(y)

で与えられる．
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この事実を用いて，任意の r > 0に対する境界値問題

(**)

{
∆u = 0 in B(0, r)

u = h on ∂B(0, r)

の解を求めよ（上のポアソンの公式に対応する公式を導け）．

（ヒント：hが与えられたとき，g(x) = h(rx)とし，B(0, 1)に対するポアソンの公式で与えられ

る (*)の解を uとする．そのとき，v(x) = u(1rx)で定義される vが (**)の解になる．）

問題 4.33 ([1], p.85) f ∈ C(B(0, r)), g ∈ C(∂B(0, r))に対し uを境界値問題

−∆u = f in B(0, r)

u = g on ∂B(0, r)

の解とする．平均値の定理の証明を参考にして，

u(0) = −
∫
∂B(0,r)

g dS +
1

n(n− 2)βn

∫
B(0,r)

(
1

|x|n−2
− 1

rn−2

)
f(x) dx

が n ≥ 3のときに成り立つことを示せ．

問題 4.34 ([1], p.86) f ∈ C(B(0, 1)), g ∈ C(∂B(0, 1))に対し uを境界値問題

−∆u = f in B(0, 1)

u = g on ∂B(0, 1)

の解とする．nのみに依存する定数 C が存在し，

max
B(0,1)

|u| ≤ C
(

max
∂B(0,1)

|g|+ max
B(0,1)

|f |
)

が成り立つことを示せ．

問題 4.35 ([1], p.86) uを境界値問題

−∆u = 0 in Rn
+

u = g on ∂Rn
+

の解とする．ただし，gが有界で，x ∈ ∂Rn
+, |x| ≤ 1において g(x) = |x|を満たす関数である．そ

のとき，∂u/∂xnが x = 0の近傍で有界でないことを確認せよ．

問題 4.36 ([1], p.87) 半球B+ := {x ∈ Rn; |x| < 1, xn > 0}に対し，u ∈ C2(B
+
)がB+におい

て調和関数であるとする．さらに，x ∈ ∂B+ ∩ {|xn = 0}に対し u(x) = 0が成り立つとする．そ

のとき，B(0, 1)で定義される関数

v(x) :=

{
u(x) xn ≥ 0 のとき

−u(x1, . . . , xn−1,−xn) xn < 0 のとき

がB(0, 1)において調和関数であることを示せ．

2015年 5月 22日 83 Karel Švadlenka
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4ラプラス方程式

概要
この講義では楕円型方程式に対するエネルギーの最小化という観点から解の性質を考える．

4.9 変分法について

ポアソン方程式の解析は，対応するエネルギー汎関数に着目した変分法（variational methods）
というアプローチもある．この方法は，シンプルでエレガントな証明ができることが多いだけで

はなく，特異性や非線形性にも対処できるという意味で重要な解析手段である．

4.9.1 例：最速降下曲線

重力場のなかの質点の運動を考える．空気などの摩擦がないとする．目標は，平面上の 2点
[0, 0]と [a, b]を結ぶ曲線に沿って質点が動くとき，点 [0, 0]から点 [a, b]まで最短の時間でたどり

つくような曲線を求めることである．

x軸と y軸の位置と向きを次のように設定する．x軸は垂直方向にあり，正の方向が下に向い

ているようにとる．また，y軸は水平方向にあり，正の方向が右に向いているようにとる．そうす

れば，質点が重力だけで [0, 0]から [a, b]まで移動できるには，a > 0を仮定しなければならない．

[a, b]

[0, 0]

y

x

y = f(x)

height
a− x

height
0

[x, f(x)] gravity
field

x

a

求める曲線を関数 f(x)のグラフとして表現する．質点が点 [0, 0]から初期速度 0で動き始め

るとすると，高さ a− xにおける質点の速度 v(x)をエネルギー保存則より計算できる：

1
2mv

2 +mg(a− x) = mga



4.9 変分法について

ここでmは質量で，式の左辺は高さ a− xにおける質点の運動エネルギーと位置エネルギーを表

し，右辺は初期の位置エネルギーを表している．この関係式より

v(x) =
√

2gx

が得られる．

次に，質点が曲線 f 上を動くということを用いて，速度の異なる表現のしかたを考える．質点

が動いた距離 s(x)は点 [0, 0]と点 [x, f(x)]を結ぶ曲線 f の長さに等しい：

s(x) =

∫ x

0

√
1 + (f ′(ξ))2 dξ.

よって，f ∈ C1[0, a]を仮定すると，v = ds
dt =

ds
dx

dx
dt という関係より√

2gx = v(x) =
ds

dx
(x)

dx

dt
=
√

1 + (f ′(x))2
dx

dt

が得られ，結局
dt

dx
=

√
1 + (f ′(x))2√

2gx

が分かる．この等式を積分すれば，質点が f の曲線に沿って動くときに高さ a− xに到着するた

めに必要な時間が求まる：

t(x) =

∫ x

0

√
1 + (f ′(x))2√

2gx
dx.

従って，質点が最短時間で点 [a, b]にたどりつくような曲線を求める問題は以下の問題に変形

された．

変分問題� �
f̃(0) = 0, f̃(a) = bをみたし，

T (f) =

∫ a

0

√
1 + (f ′(x))2√

2gx
dx

の最小値を与える f̃ ∈ C1[0, a]を見つけよ．� �
条件 f̃(a) = bが線形な空間を与えないので，g(x) = f(x)− b

axという変換を施す．すると，上

の問題は次のようになる．

変分問題� �
min
g∈Y

T (g), T (g) =

∫ a

0

√
1 + (g′(x) + b

a)
2

√
x

dx

ここで， Y は線形空間 Y = {g ∈ C1[0, a], g(0) = g(a) = 0} である．� �
この問題の解となる曲線を最速降下曲線（brachistochrone curve）とよぶ．英語名はギリシャ

語の brachistos（最短）からきている．実は，後でわかるように，この曲線はサイクロイドと一致
する．
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4.9 変分法について

最小化問題（minimization problem）は，まず汎関数 T の第一変分（first variation）（関数の微
分に相当）を計算することにより解く．関数 φ ∈ C∞

0 (0, a)を任意に選ぶ．これは，φは台がコン

パクト，つまり境界点 0と aの近傍で 0になるという意味である．g + εφという関数が全ての ε

に対し Y に属するので，不等式 T (g) ≤ T (g + εφ)が成り立ち，T (g + εφ)の最小値が ε = 0に

おいて得られることがわかる：
d

dε
T (g + εφ)|ε=0 = 0.

さて，

T (g + εφ) =

∫ a

0

√
1 + (g′(x) + εφ′(x) + b

a)
2

√
x

dx

より
d

dε
T (g + εφ) =

∫ a

0

2
(
g′(x) + εφ′(x) + b

a

)
φ′(x)

2
√
x
√

1 + (g′(x) + εφ′(x) + b
a)

2
dx

と計算できる．従って，

d

dε
T (g + εφ)|ε=0 =

∫ a

0

f ′(x)
√
x
√

1 + (f ′(x))2
φ′(x) dx

= −
∫ a

0

d

dx

( f ′(x)
√
x
√

1 + (f ′(x))2

)
φ(x) dx

= 0

上の式は全ての φ ∈ C∞
0 (0, a)に対して成り立つので，以下のいわゆるオイラー・ラグランジュ

方程式（Euler-Lagrange equation）を得る：

d

dx

(
1√
x

f ′(x)√
1 + (f ′(x))2

)
= 0. ∀x ∈ (0, a)

この方程式は次のように積分できる：

1√
x

f ′(x)√
1 + (f ′(x))2

=
√
C, C > 0 積分定数

f ′(x)√
1 + (f ′(x))2

=
√
Cx

(f ′(x))2

1 + (f ′(x))2
= Cx

f ′(x) =

√
Cx

1− Cx

f(x) =
1

C

[
arctan

√
Cx

1− Cx
−
√
Cx(1− Cx)

]
+ k

条件 f(0) = 0より k = 0が従う．定数 C は 2つ目の条件 f(a) = bから決められる．すなわち，

arctan

√
aC

1− aC
−
√
aC(1− aC) = bC.

もし b/a > π/2であれば，この解は C = 0に限る．そのとき f が定数関数となり，b ̸= 0とすれ

ば不適である．よって，この場合は解が存在しない（少なくとも考えている C1-級の関数の範囲
では）．
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一方では，b/a < π/2のとき，C ̸= 0を満たす解がただ一つある．この場合，f のグラフはサ

イクロイドである．　 ■

このように，汎関数 T の最小値を汎関数に対するオイラー・ラグランジュ方程式を導き解くこ

とにより求めた．一方，反対方向に考えることもできる．つまり，偏微分方程式を解く問題が与

えられたときその偏微分方程式がオイラー・ラグランジュ方程式になるような汎関数を構成する

ことが考えられる．そうすることによって，変分法のテクニックを用いて解の存在や性質を証明

することが簡単になることがよくある．また，数値計算においても最小化問題の形だと便利なと

きが多い．

4.9.2 ディリクレの原理

偏微分方程式と最小化問題の対応を利用した解析の例として，固定された枠の中に張られた弾

性膜を考える．

この設定での変分法による波動方程式の導出は [1], p.32でなされている．

枠の形は，水平面 x3 = 0の点 [x1, x2]からの枠への距離 g(x1, x2)で表す．また，枠を平面 x3 = 0

に射影することによりできる閉曲線を境界に持つ領域を Ωとする．膜の形状が関数 u(x1, x2)で

表されるとする．

Ω
[x1, x2]

g(x1, x2)

u

frame

membrane

x3

x1

x2

f

force

膜に外力 f(x1, x2)が働くとき，膜のエネルギーを

J(u) =

∫
Ω

[1
2
|∇u|2 − uf

]
dx1 dx2

と表すことができる．

膜が釣り合いの状態 uにあるとき，エネルギー J は極値になる．すなわち，この場合，境界条

件をみたす関数の集合

A = {w ∈ C2(Ω̄) | w = g on ∂Ω}
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を導入すると，u ∈ Aは次を満たす：

J(u) = min
w∈A

J(w).

この最小化問題とそのオイラー・ラグランジュ方程式の関係について次のことがわかる．

定理 4.18 (Dirichlet’s principle) 次の二つの主張は同値である．

(1) u ∈ C2(Ω̄)は (∗)

{
−∆u = f in Ω

u = g on ∂Ω

}
の解である．

(2) u ∈ Aは J(u) = min
w∈A

J(w) を満たす．

証明

• (1) ⇒ (2)を示す： w ∈ Aを任意に選んで，J(u) ≤ J(w)を示せばよい．(*)
より

0 =

∫
Ω
(−∆u− f)(u− w) dx

グリーンの公式を用いると，

0 =

∫
Ω

[
∇u · ∇(u− w)− f(u− w)

]
dx.

（Ωの境界では u− w = g − g = 0なので，境界の積分は出てこない．）

そこで，|∇u · ∇w| ≤ |∇u| |∇w| ≤ 1
2 |∇u|

2 + 1
2 |∇w|

2という不等式を用いて，

∫
Ω

[
|∇u|2 − uf

]
dx =

∫
Ω
[∇u · ∇w − wf ] dx ≤

∫
Ω

1

2
|∇u|2 dx+

∫
Ω

[
1

2
|∇w|2 − wf

]
dx.

これは，J(u) ≤ J(w)そのものである．

• (2) ⇒ (1)を示す： u ∈ Aが J(u) = minw∈A J(w)を満たすとする．u ∈ A
だから，(*)の境界条件は満たされる．後は，−∆u = f を示せばよい．任意の

v ∈ C∞
0 (Ω)に対し，

j(τ) = J(u+ τv), τ ∈ R

とおく．全ての τ ∈ Rに対し，u+ τvがAに属するから，関数 j(τ)は τ = 0

において最小値を持つ．よって，j′(0) = 0．

jを書き下すと，次のようになる．

j(τ) =

∫
Ω

[1
2
|∇u+ τ∇v|2 − (u+ τv)f

]
dx

=

∫
Ω

[1
2
|∇u|2 + τ∇u · ∇v + τ2

2
|∇v|2 − (u+ τv)f

]
dx.

従って，

0 = j′(0) =

∫
Ω

[
∇u · ∇v − vf

]
dx =

∫
Ω
(−∆u− f)v dx.

この等式は全ての v ∈ C∞
0 (Ω)に対して成り立つので，Ωにおいて −∆u = f

を得る．
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[3], p.88も参照．

解のエネルギー（この場合は微分の L2-ノルム）を用いて，一意性も簡単に証明できる．

命題 4.19 (一意性) 定理4.18の (*)の問題に対し，C2(Ω̄)の解が高々一つ存在する．

証明

2つの解 u1, u2が存在するとして，w = u1 − u2とおく．すると，∆w = 0であり，

wは境界上で 0になる．よって，

0 = −
∫
Ω
w∆w dx =

∫
Ω
|∇w|2 dx,

つまり，Ωでは∇w ≡ 0である．境界上ではw = 0であるから，Ω全体でw = 0，す

なわち u1 = u2を得る．

上でポアソン方程式を最小化問題に直す方法を紹介したが，異なる記述を考える理由は多くあ

る．例えば，方程式で記述される問題の解の存在を言うにはかなり複雑な議論が必要になる（領

域が球の場合でも，グリーン関数を用いた解の存在証明はシンプルではなかった）．しかし，変

分問題で考えると，「関数が連続で強圧ならば最小値をもつ」という簡単な事実を汎関数 J に適用

すればすぐに解の存在が言える．変分的記述が便利な他の例は次節で説明する拘束条件つきの問

題である．この場合は，方程式で書くと非線形で非局所的な項が現れ扱いにくいが，最小化問題

の枠組みでは単に制約がつくだけである．

4.9.3 拘束つき最小化問題

ここでは，偏微分方程式のレベルでは扱いにくい大域的な拘束条件が変分法の枠組みでどのよ

うに扱われるかについて紹介する．上の例と同じように，枠に張られた弾性膜を考える．今回は，

膜の下に非圧縮流体が存在し，膜の囲む領域の体積が決まっている場合を調べる．（膜が垂直な壁

を持つ容器の縁に張られていると想像してみればよい．）

この系のエネルギーを表すには，前回導入した膜の面積による弾性エネルギー
∫

1
2 |∇u|

2 を再

び用いる．さらに，膜の下にある流体の位置エネルギーも考慮するのが自然である．このエネル

ギーは流体の微小な円柱に対して次のように計算される：

Ep = m · g · h = (dx · u · ρ) · g · u
2
=

1

2
ρgu2dx.

ここで，dxは膜が存在する領域 Ω（容器の場合は容器の底に相当する）の微小部分，ρは流体の

密度，u(x)は点 x ∈ Ωにおける膜の高さである．

よって，系のエネルギーを次のように書く：

J(u) =

∫
Ω

(
1
2 |∇u|

2 + ρg
2 u

2
)
dx.

このエネルギーが最小となるような膜の形状 u(x)を求める．流体の体積を V とすると，拘束条件∫
Ω
u(x) dx = V
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のもとで最小化することになる．簡単のため，領域 Ωの境界での膜の高さが 0であると仮定しよ

う．そのとき，以下の最小化問題になる．

min
u∈A

J(u), where A =
{
u ∈ H1(Ω); u = 0 on ∂Ω,

∫
Ω
u(x) dx = V

}

さて，uが minimizer（最小化関数）であるとして，オイラー・ラグランジュ方程式を導こう．
この場合，J(u) ≤ J(u+ εφ)がテスト関数 φ ∈ C∞

0 (Ω)に対して成り立つとは限らない．それは，∫
φ = 0でない限り，u+ εφが Aに属せず，比較関数として利用できないからである．体積を保
存するような比較関数を構成しなければならない．一つの可能性は，

V
u+ εφ∫

Ω(u+ εφ) dx
=

u+ εφ

1 + ε
V

∫
Ω φdx

, φ ∈ C∞
0 (Ω)

という関数である．εが絶対値で十分小さければ分母が正になるので，この定義は意味がある．

関数 uが最小化関数であるから，

j(ε) = J

(
u+ εφ

1 + ε
V

∫
Ω φdx

)
という関数は ε = 0において最小値を持つ．すなわち， j′(0) = 0である．関数 j の具体的な形を

書く：

j(ε) =

∫
Ω

{
1

2

|∇u+ ε∇φ|2(
1 + ε

V

∫
Ω φdx

)2 +
ρg

2

(u+ εφ)2(
1 + ε

V

∫
Ω φdx

)2
}
dx.

その微分は

j′(ε) =

∫
Ω

{
(∇u+ ε∇φ)∇φ(
1 + ε

V

∫
Ω φ

)2 −
|∇u+ ε∇φ|2(
1 + ε

V

∫
Ω φ

)3 ·
∫
Ω φ

V
+

ρg(u+ εφ)φ(
1 + ε

V

∫
Ω φ

)2 −
ρg(u+ εφ)2(
1 + ε

V

∫
Ω φ

)3 ·
∫
Ω φ

V

}
dx

となる．従って，ε = 0での値を求めると，

j′(0) =

∫
Ω

{
∇u∇φ− |∇u|2

∫
Ω φdx

V
+ ρguφ− ρgu2

∫
Ω φdx

V

}
dx

=

∫
Ω
(−∆u+ ρgu)φdx− 1

V

∫
Ω

(∫
Ω
(|∇u|2 + ρgu2) dx

)
φdx

を得る．これが全てのテスト関数 φ ∈ C∞
0 (Ω)に対し 0になるので，

−∆u+ ρgu =
1

V

∫
Ω
(|∇u|2 + ρgu2) dx

が成り立つ．上の等式の右辺に非局所的な項がある．この uに依存する定数を λとし，体積条件

に関するラグランジュ未定乗数と呼ぶ．この項は膜の下の体積が決まっていることに由来し，膜

に働く外気圧として解釈できる．

まとめて言うと，最小化関数は存在するなら以下の方程式を満たすことが分かった：

−∆u+ ρgu = λ. (4.1)

汎関数 J の下半連続性を使うと，最小化関数が実際に存在することが証

明できる．[2], p.463を参照．
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次に，上の問題を数値計算により解く方法をいくつか紹介する．

(1) 一つの方法として，方程式 (4.1)を直接有限要素法などで解くものがある．しかし，λが解
に非線形に依存するので，この方法は難しい．

(2) 他の方法は有限要素法で特別な基底関数を用いることである．このとき，まず解となる関
数 uから体積 V をもつ任意の関数 u0 を引いて，もとの問題を体積が 0になるという条件

をもつ問題に変形する．実際，v = u− u0 とおくと，問題は次のように変形される．

min
v∈A0

∫
Ω

(
1
2 |∇v +∇u0|2 + ρg

2 (v + u0)
2
)
dx, where A0 =

{
v ∈ H1

0 (Ω);

∫
Ω
v(x) dx = 0

}
.

ここで，標準的な「ピラミッド型」の基底関数の代わりに 0の体積を持つ基底関数を用いる：

1

xi−1 xi
xi+1

x

y

ψi

1

y

x

ϕi

xi−1 xi
xi+1 xi+2

全ての基底関数の体積（積分）が 0であるから，基底関数の線形結合である近似解も体積

が 0になることが保証される．

(3) もう一つの方法は拘束された最小化アルゴリズムを使う方法である．領域 Ωは有限要素法

により格子に離散化され，基底関数 {wi}Ni=1 が決められる．近似解は

uN (x) =

N∑
i=1

αiwi(x)

という形をとる．そこで，課題は係数 α1, . . . , αN を見つけることである．uN を汎関数 J

に代入すると，

J(uN ) =

∫
Ω

1

2

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

αi∇wi(x)

∣∣∣∣∣
2

+
ρg

2

( N∑
i=1

αiwi(x)
)2 dx = J̄(α1, α2, . . . , αN )

を得る．J̄ が N 変数 α1, . . . , αN の 2次関数であることが分かる．J̄(α) = J̄(α1, . . . , αN )

が拘束条件のもとで最小になるようにα = (α1, . . . , αN )を見つけたい．体積の条件は∫
Ω
uN (x) dx =

∫
Ω

N∑
i=1

αiwi(x) dx =

N∑
i=1

αi

∫
Ω
wi(x) dx = Cw

N∑
i=1

αi = V

と書ける．ここで，全ての基底関数 wi が同じ形であるから，その積分が同一の定数 Cw に

なることに注意した．従って，離散化された体積保存条件は

N∑
i=1

αi = V ∗ =
V

Cw
(4.2)

となる．
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線形な制約のもとで 2次関数を最小化する問題に帰着されるので，数値計算では次のように進
めればよい：

最急降下法（汎関数 J̄ の拘束つき最小化）：

1. 初期近 α0 を任意に選び，j = 0とおく．

2. 汎関数 J̄ の αj における最急降下の方向，つまりマイナス勾配 −∇J̄(αj)を計算する．

3. 直線 αj − t∇J̄(αj), t ∈ R, t > 0に沿っての汎関数 J̄ の最小値を求める．これは，1次元
の最小化問題であるから，二分法などが使える．tj を最小値が達成される点とする．すな

わち，

J̄
(
αj − tj∇J̄(αj)

)
= min

t∈R
J̄
(
αj − t∇J̄(αj)

)
.

4. αj+1/2 = αj − tj∇J̄(αj)とおく．拘束条件がない場合，これで最急降下法の一つの反復が

終了するが，ここでは体積の条件を満たさないといけないので，αj+1/2 を体積保存平面に

次のように射影する：

αj+1 = αj+1/2 + µj(1, 1, . . . , 1).

ここで，(1, 1, . . . , 1)は超平面 (4.2)への法線ベクトルで，µj は αj+1の体積が V ∗になるよ

うに決定される．つまり，
N∑
i=1

αj+1
i = V ∗

が成り立つように µj を選ぶ．

5. 収束判定を行う．もし
|J̄(αj+1)− J̄(αj)|

|J̄(αj)|
< ε

という条件が満たされず，最初に設定した最大の反復回数に達していない場合，j = j + 1

とし，ステップ 2. に戻る．それ以外の場合，終了する．

4.9.4 熱放射の定常問題

定義 4.20 (汎関数の微分) V をバナッハ空間とし，v, w ∈ V，そして汎関数 J が点 v の近傍

で定義されるとする．極限

J ′(v;w) = lim
t→0

J(u+ tw)− J(u)

t

が存在し有限なとき，汎関数 J の点 vにおける方向 wの（方向）微分と呼ばれる．さらに，作用

素 J ′(v; ·) : V → Rが有界線形作用素のとき，J の点 vにおけるガトー微分（Gâteaux derivative）
と呼ぶ．

次を満たす有界線形作用素 J ′(v)(·) : V → Rが存在するとき，

lim
w→0,w∈V

|J(u+ w)− J(u)− J ′(u)w|
∥w∥

= 0,

この作用素を J の点 vにおけるフレシェ微分（Fréchet derivative）と呼ぶ． ■
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注

• フレシェ微分が存在するとき，ガトー微分も存在し２つの微分は J ′(v;w) = J ′(v)(w)とい

う意味で一致する．しかし，逆の主張は成立しない．

• 点 v におけるフレシェ微分の存在より J の点 v における連続性が従うが，ガトー微分に対

し同じ主張は成り立たない． ■

物体が電磁波を発することによって表面から熱エネルギーを失うことが知られている．この現

象を熱放射（輻射）と呼ばれ，乾式変圧器や回転電気機械の機能に大きな影響を与える．キルヒ

ホッフの法則によると，失われる熱量が温度の 4乗に比例する．これは非線形な境界条件

α(u− u0) + nTA∇u+ β(u4 − u40) = ḡ

により記述される．ここで，u は物体の温度，u0 は外気温，α ≥ 0 は対流熱伝達率，n は物体

の表面への外向き単位法線ベクトル，A は熱伝導率を表す正定値対称行列，β = σfem，ただし

σ = 5, 669× 10−8[Wm−2K−4]はシュテファン=ボルツマン定数，fem ∈ [0, 1]は放射率関数，ḡは

熱源の面積密度である．

古典問題（強い問題）� �
次の条件を満たす関数 u ∈ C2(Ω̄), u ≥ 0を求める：

−div (A∇u) = f in Ω, (4.3)

u = ū on Γ1, (4.4)

αu+ nTA∇u+ βu4 = g on Γ2. (4.5)

ここで，Ω ⊂ R2， Γ1,Γ2 は空でない集合，f は熱源の体積密度，ū ≥ 0は指定された関数，

g = ḡ + αu0 + βu40 である．� �
上の問題に対する古典解が存在するとは限らないので，弱い問題を導出する．そのため，問題

のパラメータが A ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω), ū ∈ H1(Ω), α, β ∈ L∞(Γ2), g ∈ L2(Γ2)を満たすと仮定

する．以下の通り，定義しておく：

V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 on Γ1} （テスト関数の空間）

U = {v ∈ H1(Ω); v ≥ 0 in Ω, v = ū on Γ1} （凸な集合）

a(v, w) =

∫
Ω
(∇v)TA∇w dx+

∫
Γ2

αvw ds, v, w ∈ H1(Ω) （対称な双一次形式）

F (v) =

∫
Ω
fv dx+

∫
Γ2

gv ds, v ∈ H1(Ω) （連続な一次形式）

問題 (4.3)-(4.5)の解 u ∈ U が存在するとし，v ∈ U を任意の関数とする．式 (4.3)に v − uを

かけて，グリーンの定理を用いると，∫
Ω
(∇u)TA(v − u) dx−

∫
∂Ω

nTA(v − u) ds =

∫
Ω
f(v − u) dx ∀v ∈ U,
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つまり，

a(u, v − u) +

∫
Γ2

βu4(v − u) ds = F (v − u) ∀v ∈ U

という関係式が得らる．

弱い問題� �
次の変分不等式を満たす関数 u ∈ U を求めよ：

a(u, v − u) +

∫
Γ2

βu4(v − u) ds ≥ F (v − u) ∀v ∈ U. (4.6)

� �
ポテンシャル・エネルギーの汎関数を

J(v) =
1

2
a(v, v) +

1

5

∫
Γ2

βv5 ds− F (v), v ∈ H1(Ω)

によって定義する．第 2項の有界性はトレースの定理により保証される．

J の点 v ∈ H1(Ω)における方向 w ∈ H1(Ω)の方向微分を計算する：

J ′(v;w) = lim
t→0

1

t
(J(v + tw)− J(v))

= lim
t→0

1

t

(1
2
a(v, v) + ta(v, w) +

1

2
t2a(w,w)− 1

2
a(v, v)

+

∫
Γ2

β
(
1
5v

5 + tv4w + 2t2v3w2 + 2t3v2w3 + t4vw4 + 1
5 t

5w5 − 1
5v

5
)
ds− tF (w)

)
= a(v, w) +

∫
Γ2

βv4w ds− F (w).

同様に，2階の方向微分を計算できる：

J ′′(v;w,w) = a(w,w) + 4

∫
Γ2

βv3w2 ds, v, w ∈ H1(Ω). (4.7)

補題 4.21 汎関数 J はH1(Ω)上でノルム ∥ · ∥H1(Ω)について連続で，集合 U の上で強い意味

で凸である．

証明
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J の連続性を示すには，J のガトー微分がフレシェ微分になるということを示せば

よい．すなわち，

lim
w→0,w∈H1(Ω)

|J(v + w)− J(v)− J ′(v;w)|
∥w∥H1(Ω)

= 0 ∀v ∈ H1(Ω). (4.8)

上で計算した J と J ′ の式，ヘルダー不等式とトレースの定理より，

|J(v + w)− J(v)− J ′(v;w)| ≤
1

2
a(w,w) +

∫
Γ2

β|2v3w2 + 2v2w3 + vw4 + 1
5
w5| ds

≤ C1∥w∥2
H1 + C2

(
∥v∥3

L5(∂Ω)
∥w∥2

L5(∂Ω)
+ ∥v∥2

L5(∂Ω)
∥w∥3

L5(∂Ω)
+ ∥v∥L5(∂Ω)∥w∥4

L5(∂Ω)
+ ∥w∥5

L5(∂Ω)

)
≤ C

(
∥w∥2

H1(Ω)
+ ∥v∥3

H1(Ω)
∥w∥2

H1(Ω)
+ ∥v∥2

H1(Ω)
∥w∥3

H1(Ω)
+ ∥v∥H1(Ω)∥w∥4

H1(Ω)
+ ∥w∥5

H1(Ω)

)
≤ C(v)∥w∥2

H1(Ω)
,

という評価が任意の ∥w∥H1(Ω) ≤ 1に対して成り立つことを得る．したがって， (4.8)
が成立し，J は連続である．

2階微分の式 (4.7)より，定数 C > 0が存在し次が成り立つことがわかる：

J ′′(v;w,w) ≥ C∥w∥2H1(Ω) ∀v ∈ U ∀w ∈ V.

これは，汎関数が U において強い意味で凸であることを意味する．

注 非線形な境界項のため汎関数は全空間H1(Ω)においては凸ではない．非負の関数の集合に

考察を制限した理由はそこにある．温度が 0[K] より下がることがないので自然な仮定である．
しかし，それによって 2つの非線形性が現れる：一つはシュテファン=ボルツマンの条件による
もので，もう一つは凸集合 U の定義における v ≥ 0という制約によるものである． ■

命題 4.22 変分問題
J(u) = inf

v∈U
J(v)

を満たす解 u ∈ U がただ一つ存在する．

証明

形式 aの性質と J の連続性より，正の定数 C1, C2 が存在し，次が成り立つ：

J(v) =
1

2
a(v, v) +

1

5

∫
Γ2

βv5 ds− F (v) ≥ C1∥v∥2H1(Ω) − C2∥v∥H1(Ω) ∀v ∈ U.

よって，汎関数 J が U において強圧である，すなわち，

J(v) → ∞ for ∥v∥H1(Ω) → ∞, v ∈ U.

v̄ ∈ U が任意であれば，上の関係式より r > 0 が存在し，∥v∥H1(Ω) > r であれば

J(v̄) < J(v)が成り立つ．したがって，有界でない集合 U についての J の最小化と，

有界集合

Ū = {v ∈ U ; ∥v∥H1(Ω) ≤ r}

についての最小化は同値である．証明は，凸性に関する上の補題と下の補題より直

ちに従う．
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補題 4.23 Ū が空でない，凸で有界なH1(Ω)の部分閉集合であるとする．また，J が Ū の上

で定義される連続で凸な汎関数であるとする．そのとき，

(a) infv∈Ū J(v) > −∞

(b) 次を満たす u ∈ Ū が一つ以上存在する：

J(u) = inf
v∈Ū

J(v)

(c) さらに，J が Ū の上で強い意味で凸ならば，(b)を満たす uがただ一つ存在する．

注 凸な部分集合 U ⊂ H1(Ω)の上での凸でガトー微分可能な汎関数 J の最小化問題が次の変

分不等式を満たす u ∈ U を求める問題と同値であることが知られている：

J ′(u; v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U.

よって，弱い問題 (4.6)に対し，ただ一つの解が存在することがわかる． ■

4.9.5 単調なポテンシャル作用素について

この節では，単調な作用素と凸な汎関数の関係について理解を深める．V という記号は内積

⟨·, ·⟩をもつヒルベルト空間を表す．

作用素 A : V → V がポテンシャル作用素であるというのは，汎関数 J : V → Rが存在し次
が成り立つという意味である：

⟨Av,w⟩ = J ′(v;w) ∀v, w ∈ V. (4.9)

命題 4.24 J : V → Rがガトー微分可能であるとし，作用素 Aを式 (4.9)により定義する．そ
のとき，汎関数 J が凸であるのは，Aが単調のときとそのときのみである．さらに，J が狭義凸

であるのは，Aが狭義単調であるときとそのときのみである．

証明
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（前半のみ）

• J が凸であると仮定する．v1, v2 ∈ V が任意のとき，w = v1 − v2 そして

j(t) = J(v2 + tw), t ∈ R

とおく．そのとき勝手な λ ∈ [0, 1]と t1, t2 ∈ Rに対し次が成り立つ：

λj(t1) + (1− λ)j(t2) = λJ(v2 + t1w) + (1− λ)J(v2 + t2w)

≥ J
(
λ(v2 + t1w) + (1− λ)(v2 + t2w)

)
= j(λt1 + (1− λ)t2),

すなわち，j という関数は凸である．したがって，j の微分

j′(t) = J ′(v2 + tw;w)

は非減少関数であり，

0 ≤ j′(1)− j′(0) = J ′(v1; v1 − v2)− J ′(v2; v1 − v2) = ⟨Av1 −Av2, v1 − v2⟩

を得る．

• 逆に，Aが単調であると仮定しよう．v1, v2 と j を上と同様に定義すると，全

ての t2 ≥ t1 に対し

⟨A(v2 + t2w)−A(v2 + t1w), (t2 − t1)w⟩ ≥ 0

が成立する．このことより， j′ が非減少関数であることが言える：

j′(t2) = J ′(v2 + t2w;w) ≥ J ′(v2 + t1w;w) = j′(t1).

よって，j が凸で，

j(λ) ≤ λj(1) + (1− λ)j(0)

という式より J の凸性が得られる：

J(λv1 + (1− λ)v2) ≤ λJ(v1) + (1− λ)J(v2).

凸な集合の上での狭義凸な汎関数の最小値が存在するとは限らない．例えば，J(v) = ev を R
において最小化する問題を考えればよい．最小値が存在するには，もう一つ，J の強圧性が必要

である．これはすなわち J(v) → ∞ when ∥v∥V → ∞という条件である．

補題 4.25 最後の定理の仮定が満たされるとする．そのとき，Aが強い意味で単調であれば
J は狭義凸で強圧になる．

例 区間 Ω = (0, 1)において次の非線形な微分方程式を考える：

−u′′ + ψ(u) = f.
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境界条件 u(0) = u(1) = 0を付加し，f ∈ L2(Ω)であるとし ψがリプシッツ連続であると仮定す

る．対応する作用素は

⟨Av,w⟩ =
∫ 1

0
(v′w′ + ψ(v)w) dx, v, w ∈ V

により与えられる．ここで，⟨·, ·⟩は空間 V = H1
0 (Ω)における内積である．Ψを ψ の原始関数

とし，

J(v) =

∫ 1

0

(1
2
(v′)2 +Ψ(v)

)
dx, v ∈ V

とおけば，作用素 Aがポテンシャル作用素であることが容易に確かめられる．

さらに，関数 ψ が非減少関数であれば，Friedrichs 不等式より A の強い意味での単調性が

従う：

⟨Av1 −Av2, v1 − v2⟩ =

∫ 1

0
(v′1 − v′2)(v

′
1 − v′2) dx+

∫ 1

0
(ψ(v1)− ψ(v2))(v1 − v2) dx

≥
∫ 1

0
(v′1 − v′2)

2 dx ≥ C∥v1 − v2∥2H1(Ω), v1, v2 ∈ V.

よって，汎関数 J が狭義凸で強圧になり，その最小化関数がただ一つ決まる．上の微分方程式

に対する一意の解の存在は単調な作用素に関する定理より得られる． ■

4.10 演習問題

問題 4.37 境界値問題

−∆u+ au = b in Ω

u = 0 on ∂Ω

に対するDirichletの原理を書け．すなわち，この問題と同値な，汎関数の最小化問題（変分問題）
を構成せよ．構成した変分問題が上の境界値問題と同値であることを示せ．ただし，a, b ∈ Rは
正の定数とする．

問題* 4.38 ([4], p.180) a0 < 0が存在し，a < a0ならば問題4.37で構成した汎関数が下から有界
にならないことを示せ．

問題* 4.39 ([2], p.489) Ωを滑らかな境界をもつ Rnの開領域とする．uが表面積汎関数

A(u) =

∫
Ω

√
1 + |∇u|2 dx

を境界条件 u = g on ∂Ωと体積保存条件 ∫
Ω
u(x) dx = 1

のもとで最小にする滑らかな関数であるとする．uのグラフが平均曲率が一定になるような曲面

であることを示せ．
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問題* 4.40 点 [0, 0]に始まり点 [1, 0]に終わり，正方形 [0, 1]× [0, 1]から出ない平面内の曲線の

うち，曲線の長さと曲線と x-軸に囲まれた領域の面積の差が最も小さいものを見つけよ．

問題* 4.41 汎関数 J(u) =
∫ 1
0 (u

′)2 dxを体積保存関数

A =
{
u ∈ H1

0 (0, 1);

∫ 1

0
u(x) dx = 1

}
のなかで最小化する問題に対し，1次要素を用いる有限要素法を考える．区間 (0, 1)を長さの等し

い 3つの部分区間に分けて，近似解を基底関数 w1, w2 の線形結合として次のように書く：

u2(x) = α1w1(x) + α2w2(x).

(1) 汎関数 J(u2)の離散化された形 J̄(α1, α2)を書け．

(2) 体積保存条件
∫ 1
0 u2(x) dx = 1の離散化された形を書け．

(3) J̄(α1, α2)の勾配を計算せよ．

(4) 近似解 u2 を求めよ．すなわち，係数 α1, α2 を求めればよい．
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4ラプラス方程式

概要
この講義では変分法を用いて液滴の形状を調べる方法について紹介する．

4.11 自由境界問題と変分法

変分法の適用の例として，固体上にある液滴や泡の形状を求める問題を紹介する．これは定常

問題であるが，対応する発展問題は多方面への応用がある．雨粒がくっつかずにスムーズに滑り

落ちるような車のフロントガラスの素材開発や，人体を切ることなく指定した体内の場所に薬剤

を運んでくれる「ナノ機械」と言われる微小な液滴の制御方法の開発を例として挙げる．液滴に

対する発展問題については，放物型方程式と双曲型方程式を扱う講義のときに再度触れる．

液滴は表面エネルギーを最小にするような形状をとる．この形状を表す関数が満たす偏微分方

程式を導出できる．しかし，液滴が固体上でどのような領域を占めるかについては，解を求めな

いとわからない．つまり，形状を表す関数に対する偏微分方程式をどのような領域で解けばよい

か決まっておらず，このような問題を自由境界問題と呼ぶ．

ここでは，表面エネルギーに関する変分問題と偏微分方程式に関する自由境界問題の関係や，

このような問題における変分法の利点について初等的なことを述べる．

モデリングのところから始めると，液滴は実際には流体で出来ているものであり，内部の流体

の運動も考慮しなければならない．一方では，表面張力も重要な要素である．そこで，液滴の表

面に流体自体と化学的に異なる性質をもつ膜が形成されることを考慮し，液滴をその表面を表す

膜と内部の流体という二つの部分に分けて，それぞれの部分に対しモデル方程式を立てる連成問

題（図 1）をモデルとして採用する．さらに，問題を簡単にするために，ここでは流体の部分を
無視する．この近似は小さい液滴の場合に適用できるが，石鹸膜の泡を対象としてもかまわない．

fluid film

Figure 1: 連成モデル．

膜のモデル方程式を導くために，系の表面エネルギーを書き，その最小化問題を考える．まず，

γSGを固体の表面張力，γLGを流体の表面，そして γSLを固体と流体の間の界面張力とする．
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x

y

z

{u > 0}

u

{u = 0}

θ

Figure 2: 平面上の液滴の設定．

液滴の接触角が π
2 以下であると仮定すると，液滴の形状をスカラー関数 u : Ω → Rのグラフ

で表現できる．ここで，Ω ⊂ Rnは液滴が境界に接触しないような十分大きい領域である（図 2）．
また，固体は簡単のために超平面とし，関数 uの 0-等高面と一致するとする．そのとき，∂Ω上
では斉次の Dirichlet境界条件を指定するのが自然である．

液滴が平面に接する領域 {u > 0} ≡ {x ∈ Ω : u(x) > 0} の境界を自由境界とよぶ．集合
{x ∈ Rn; u(x) > 0}の特性関数を χu>0という記号で表し，表面張力の記号を次のように簡略化

する：

γg = γLG, γs = γLS − γSG.

そのとき，系の表面エネルギーは

E(u) = γg

∫
Ω

(√
1 + |∇u|2

)
χu>0 dx+

∫
Ω
γsχu>0 dx (4.1)

と書ける．

液滴の中の流体が非圧縮であるとすると，その体積 V > 0は一定に保たれる．よって，液滴は

体積保存条件 ∫
Ω
uχu>0 dx = V, (4.2)

のもとでエネルギーEを最小にするような形状 uをとる．

uが正でない領域での最小化関数の振る舞いに対して何も条件が課されていないため，u ≥ 0

という条件を追加する．すると，(4.1)の (4.2)のもとでの最小化は汎関数

E = γg

∫
Ω

√
1 + |∇u|2 dx+

∫
Ω
(γg + γs)χu>0 dx, (4.3)

の (4.2)のもとでの最小化と同値である．この最小化問題は [2]などで解析されている．当然，解
析するときは最小化の対象となる関数のクラスを正確に定める必要がある．

γg と γsとが定数で，重力の影響がないとき，液滴の形は球冠となる．これは，Schwarz sym-
metrizationと等周不等式を BV関数の枠組みで用いれば証明できる．そのとき，物理でよく知ら
れている接触角 θに関するヤングの式

γs = −γg cos θ (4.4)
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を最小化により導くことができる．この条件を自由境界条件と言い，これを指定することによっ

て自由境界の位置が決まる．

補題 4.26 γsが定数のとき，体積 V をもつ球冠のうち，エネルギー汎関数 (4.1)を最小にする
球冠の接触角 θは式 (4.4)を満たす．

証明

証明はテクニカルなので，次元 n = 2の場合についてのみ簡単に述べる．下図のよ

うに，球の半径を rとし，球冠の角度を θとおく．

θ rr

V

r sin θ

θ

r cos θ

すると，汎関数 (4.1)の値は

E(θ, r) = 2γgθr + 2γsr sin θ. (4.5)

球冠の面積が V と固定されているので，

θr2 − r2 cos θ sin θ = V.

ここから rを出して，(4.5)に代入すると，

E(θ) = 2(γgθ + γs sin θ)

√
V

θ − cos θ sin θ

を得る．θ > 0においてこの関数は凸である．よって，E(θ)の最小値を与える角度

θは次を満たす：

dE

dθ
=

2
√
V (γg cos θ + γs)(θ cos θ − sin θ)

(θ − cos θ sin θ)3/2
= 0.

角度 θが正ならば，θ cos θ−sin θ < 0が成り立つから，ヤングの式 (4.4)が従う．

表面張力 γsが一様でないとき，液滴が球形ではなくなる．最小化関数が存在し，滑らかであ

ると仮定すれば，次のより一般的な結果を得る．

命題 4.27 (4.1)の最小化関数が {u > 0}において滑らかならば，ヤングの式 (4.4)が ∂{u > 0}
上で成り立つ．
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証明

まず，最小化関数が {u > 0}において満たす方程式を導く．任意の関数φ ∈ C∞
0 (Ω∩

{u > 0})を考え，その体積
∫
Ω φdxを Φという記号で表す．体積を保存する摂動と

して

uε = V
u+ εφ

V + εΦ

を用いると，

0 = lim
ε→0

1

ε

(
E(uε)− E(u)

)
= lim

ε→0

γg
ε

∫
Ω

(√
1 +

|∇u+ ε∇φ|2
(1 + εΦ/V )2

χu+εφ>0 −
√

1 + |∇u|2χu>0

)
dx

+
1

ε

∫
Ω
γs(χu+εφ>0 − χu>0) dx

= lim
ε→0

γg
ε

∫
Ω

(√
1 +

|∇u+ ε∇φ|2
(1 + εΦ/V )2

−
√

1 + |∇u|2
)
χu>0 dx

= γg

∫
Ω

∇u∇φ− 1
V |∇u|2Φ√

1 + |∇u|2
χu>0 dx

= γg

∫
Ω

( ∇u∇φ√
1 + |∇u|2

− λφ
)
dx.

ただし，

λ =
1

V

∫
{u>0}

|∇u|2√
1 + |∇u|2

dx

とおいた．グリーンの定理を適用すれば，次の関係式を得る：

γg

∫
Ω

(∆u(1 + |∇u|2)−∇uTD2u∇u
(1 + |∇u|2)3/2

− λ
)
φdx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (Ω ∩ {u > 0}).

(4.6)
一方では，(4.1)のいわゆる inner variationも計算することができる．この変分は，

τε(x) = x+ εη(x), η ∈ C∞
0 (Ω,Rm)

といった変数変換に対し，摂動

uε =
V

Vε
u(τ−1

ε (x))

を用いる．上の変数変換のヤコビアンは

|Dτε| = 1 + ε divη + o(ε), ε→ 0

となり，定数 Vεを摂動が体積を保存するように選ぶ．すなわち，

Vε =

∫
Ω
u(τ−1

ε (x)) dx =

∫
Ω
u(y) |Dτε(y)| dy = V + ε

∫
Ω
u divη dx+ o(ε), ε→ 0.
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4.11 自由境界問題と変分法

今，

∂uε
∂xi

(x) =
V

Vε

∑
j

∂u

∂xj
(τ−1

ε (x))
∂(τ−1

ε )j
∂xi

(x)

=
V

Vε

∑
j

∂u

∂xj
(τ−1

ε (x))(Dτε)
−1
ji (τ

−1
ε (x))

=
V

Vε

∑
j

∂u

∂xj
(τ−1

ε (x))
(
δij − ε

∂ηj
∂xi

(τ−1
ε (x)) + o(ε)

)
に注意して，変数変換 y = τ−1

ε (x)を施すと，

0 = lim
ε→0

1

ε

(
E(uε)−E(u)

)
= lim

ε→0

γg
ε

∫
Ω

[√√√√1 +
V 2

V 2
ε

∑
i

( ∂u
∂xi

− ε
∑
j

∂u

∂xj

∂ηj
∂xi

)2
(1 + ε divη)

−
√
1 + |∇u|2

]
χu>0 dx+

1

ε

∫
Ω
(γs(τε)(1 + ε divη)− γs)χu>0 dx

= lim
ε→0

γg
ε

∫
Ω

2ε divη + V 2

V 2
ε

(
|∇u|2 − 2ε

∑
i,j

∂u
∂xi

∂u
∂xj

∂ηj
∂xi

)
(1 + 2ε divη)− |∇u|2

2
√

1 + |∇u|2
χu>0 dx

+

∫
Ω

(
γs(τε)− γs

ε
+ γs(τε) divη

)
χu>0 dx

= γg

∫
{u>0}

(
(1 + |∇u|2) divη −∇uTDη∇u√

1 + |∇u|2
− λu divη

)
dx+

∫
{u>0}

div(γsη) dx

が得られる．グリーンの定理と (4.6)の結果を合わせて使えば，

0 = lim
ε→0

1

ε
(E(uε)− E(u))

= γg

∫
{u>0}

(
− ∇uTD2uη√

1 + |∇u|2
+

∆u(∇u · η) +∇uTD2uη√
1 + |∇u|2

−(∇uTD2u∇u)(∇u · η)
(1 + |∇u|2)3/2

+ λ(∇u · η)
)
dx

+

∫
∂{u>0}

(
γg
√

1 + |∇u|2(η · ν)− γg
(∇u · η)(∇u · ν)√

1 + |∇u|2
+ γs(η · ν)

)
dS

=

∫
∂{u>0}

(
γg

(1 + |∇u|2)(η · ν)− (∇u · ν)(∇u · η)√
1 + |∇u|2

+ γs(η · ν)
)
dS

が正しいことがわかる．ここで，νは ∂{u > 0}への外向き単位法線ベクトルを意味
し，ν = −∇u/|∇u|という形に表される．したがって，

0 =

∫
∂{u>0}

( γg√
1 + |∇u|2

+ γs

)
(ν · η) dS ∀η ∈ C∞

0 (Ω,Rm).

つまり，弱い意味で

γs = − 1√
1 + |∇u|2

γg on ∂{u > 0}.

これはヤングの式 (4.4)に他ならない．
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ここで導いた自由境界条件とその証明のなかで示した {u > 0}で成り立つ偏微分方程式が次の
セットとなって，もともとの最小化問題に対応する方程式を用いた記述を表す：

div
∇u√

1 + |∇u|2
+ λ = 0 in {u > 0}, γs = − 1√

1 + |∇u|2
γg on ∂{u > 0}.

スカラー関数の枠組みで表現できるように，上では 0 < −γs < γg，すなわち，0 < θ < π/2を

仮定した．数学的な結果を得るために，さらに γsの値が−γgに近い（固体面が親水性である）こ
とを仮定する．そのような状況では，液滴の接触角が小さく，(4.6)などで現れる極小局面作用素
を線形化してラプラシアンで近似できる（[2]も参照）．具体的に，|∇u|が小さいとし，√

1 + |∇u|2 ≈ 1 +
1

2
|∇u|2 (4.7)

と近似する．また，

γ := 1 +
γs
γg

∈ (0, 1)

とおくと，表面エネルギー (4.3)の近似は次のようになる：

Ẽ(u) = γg

[
1

2

∫
Ω
|∇u|2 dx+

∫
Ω
γ(x)χu>0 dx

]
. (4.8)

この式で第 1項にあった特性関数を省略した．条件 (4.2)のもとで (4.8)を最小にする関数が非負
であることが示せるので，特性関数を省略してもかまわない．実際，(4.2)を満たす関数 vの非負

の部分 v+ := vχv>0は (4.2)を満たし，Ẽ(v+) ≤ Ẽ(v)が成り立つ．この事実は対応する偏微分方

程式の最大値原理と関係する．

有名な論文 [1]では，体積保存条件の代わりに境界条件を課して，上のエネルギー汎関数の最
小化問題を解析している．

自由境界問題� �
Ω ⊂ Rnを局所的にリプシッツな境界を持つ領域とする．S ⊂ ∂Ωの (n− 1)-次元ハウスドル
フ測度が正であるとする．境界値を与える関数 g ∈ L1

loc(Ω)が∇g ∈ L2(Ω)を満たすとする．

可測で非負な関数 γに対し，次の最小化問題を考える：

min
v∈K

J(v), J(v) :=

∫
Ω

(
|∇v|2 + γ2χv>0

)
dx.

ただし，

K :=
{
v ∈ L1

loc(Ω); ∇v ∈ L2(Ω), v = g on S
}
.� �

この問題の難しさは，汎関数が滑らかでない（連続でさえない）から変分を計算して，対応す

る偏微分方程式を導くことができないところにある．（形式的に変分を計算すると，特性関数の微

分からデルタ関数のような特異項が方程式のなかに現れる．）

テスト関数の台を最小化関数 uの正の領域 {u > 0} := {x; u(x) > 0}に制限して，上のエネル
ギー汎関数の第 1変分をとると，最小化関数 uが {u > 0}において調和関数であることがわかる．
さらに，命題4.27と同じように inner variationをとると，自由境界 ∂{u > 0}上では |∇u| = γが弱
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u > 0

∆u = 0

u = 0

∂{u > 0}

Ω

|∇u| = 1

Figure 3: 自由境界問題の解

い意味で成り立つことが導かれる．最小化関数が非負であることを考慮すると，図3のような状況
になる．

式で書くと，

∆u = 0 in {u > 0}

u = 0 in {u ≤ 0}

|∇u| = γ, u = 0 on ∂{u > 0}.

以上は形式的な考察だったが，[1]では厳密な解析が行われている．この解析は例えば，次の
ような疑問に答える：

(1) 上の問題の最小化関数は，そもそも存在するのか？

これは汎関数の下半連続性より従う．

(2) 最小化関数 uは連続なのか？

自由境界をこめての Lipschitz連続性が示される．最小化関数は弱微分が Lp-空間に入るよ
うな関数空間（ソボレフ空間）に属することしか最初はわからないので，正則性の証明は簡

単ではない．

最小化関数の値が恒等的にゼロの領域から正の角度をもって正の領域に移り，微分が不連続

になるから，Lipschitz以上の正則性は期待できない．

このように示した uの連続性より，{u > 0}が開集合であることが言えるので，そのなかに
台をもつテスト関数を考える意味があることがはじめてわかる．

(3) 自由境界はどのようなものであるか？

滑らかな超曲面であることが期待されるが，実はそこまで強いことが言えない．∂{u > 0}
が局所的に (n− 1)-次元的なものであり（set of locally finite perimeter），ほとんどいたると
ころで法線ベクトルが定義できることが示される．

また，(n− 2)より低い次元を持つ部分を除いて，自由境界は C1,α-超曲面である（つまり，
微分がヘルダー連続である）．
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このような結果を出すにはGeometric measure theoryという理論を利用する．上に述べた自
由境界上に現れるデルタ関数のような特異性をラドン測度として扱っているわけである．

4.12 演習問題

問題 4.42 γ > 0を固定する．a > 0をパラメータとした最小化問題

min
v∈K

J(v), ただし，

{
J(v) :=

∫ 1
0

((
v′(x)

)2
+ γ2χv>0

)
dx

K :=
{
v ∈ L1(0, 1); v′ ∈ L2(0, 1), v(0) = 0, v(1) = a

}
のminimizer u(x) ∈ Kが少なくとも一つ存在する．このminimizerについて，次の問いに答えよ．

(1) K に属する関数が絶対連続であることを示せ．

(2) {u > 0} := {x ∈ R; u(x) > 0}が開集合で，そのなかで uが調和関数であることを示せ．

(3) 最小化関数 uが非負であることを示せ．

(4) 自由境界（つまり，uが恒等的にゼロである部分と正である部分の境目となる点）が存在し
ないか一点であるかのどちらかが成り立つことを確かめよ．自由境界が生じるための aに

関する条件を求めよ．

(5) 最小化関数 uの具体的な形を式で書け．

(6) v(0) = 0の境界条件の代わりに v(0) = bという境界条件を考える．写像 (a, b) ∈ (0,∞) ×
(0,∞) 7→ u(x) ∈ K が連続であるか答えよ．

問題* 4.43 問題4.42と同じ状況を考える．ただし，最小化を面積保存条件∫ 1

0
u(x) dx = V > 0

のもとで行う．この制約つきの問題に対し，問題4.42の (1)-(6)の問いに答えよ．
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5熱方程式

概要
この講義では放物型方程式の代表である熱方程式の解き方と解の性質について紹介する．

5.1 熱方程式の導出

直線状の針金の温度分布の時間的変化を考える（[1], p.12）．

独立変数 (independent variable) : 時刻 t, 針金上の位置座標 x

未知関数 (unknown function) : の時刻 tにおける点 xでの針金の温度 u(t, x)

針金の微小区間 [x, x+∆x]をとって，熱量の保存則を適用する．すなわち，「時間∆tの間に微

小区間に流れ込む熱量の総和H は区間の温度の上昇∆uに比例する」というものである．針金の

比熱を σとし，針金の線密度を ρとすれば，比熱の定義により次のように書ける：

H = ρ∆x · σ ·∆u (5.1)

ここで，∆u = u(t+∆t, x)− u(t, x)である．

u(t, x)

x x + ∆x

u(t, x + ∆x)u

k ∂u

∂x
(t, x + ∆x)−k ∂u

∂x
(t, x)

[1, ∂u

∂x
(t, x + ∆x)]

[1,−
∂u

∂x
(t, x)]

区間に流れ込む熱量は熱伝導の法則から決める：「ある瞬間における単位時間当たりの熱流量

は，この瞬間の温度の勾配 ∂u
∂x に比例する」．熱伝導率を kとおき，区間の両端での流れ込む方向

が逆であることに注意する（左端では x軸と同じ方向で，右端では x軸と反対方向）．時間∆tの

間に流れ込む熱量は

H = k

(
∂u

∂x
(t, x+∆x)− ∂u

∂x
(t, x)

)
∆t (5.2)

となる．(5.1)より

ρ∆xσ (u(t+∆t, x)− u(t, x)) = k

(
∂u

∂x
(t, x+∆x)− ∂u

∂x
(t, x)

)
∆t.



5.1 熱方程式の導出

両辺を∆t∆xで割り，∆t, ∆x→ 0とすれば，

ρσ
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

という方程式が得られた．これを 1次元熱（伝導）方程式 (heat equation)とよぶ．

注 導出のとき特に仮定をしなかったが，使った物理法則が近似的なものであるため，この方程

式はあくまでも現象の近似モデルにすぎない．

熱源 (heat source) 針金を途中で暖める状況を考える．単位時間・単位長さ当り湧き出す

熱量を f(t, x)とすれば，(5.2)に f(t, x)∆x∆tが加わるので，偏微分方程式は

ρσ
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+ f

となる．

冷却 針金から空中に熱の放散があるときは，Newtonの冷却の法則により，逃げ出す熱
量は現在温度と外気温との差に比例するので，簡単のため外気温を 0度とすれば，

ρσ
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
− γu

という方程式が得られる．

方程式の解を一意的に決定するには，初期時刻における状況や境界上の温度の変化を指定する

条件が必要である．

初期条件 (initial conditions) 方程式が tについて１階なので，初期値としては t = 0にお

ける熱の分布のみ指定する：

u(0, x) = u0(x) 針金の熱の初期分布

境界条件 (boundary conditions) 境界における熱の流れ方を指定する．針金の位置が x軸

上の線分 [a, b]を占めるとする．

• Dirichlet境界条件（境界における解の値を指定する）

u(t, a) = va(t), u(t, b) = vb(t)

例 針金の両端を氷で冷やしている状態を表す境界条件は

u(t, a) = u(t, b) = 0.

• Neumann境界条件（境界における解の法線微分の値を指定する）

∂u

∂x
(t, a) = wa(t),

∂u

∂x
(t, b) = wb(t)
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5.1 熱方程式の導出

例 境界で熱の出入りがない状態を以下の断熱条件で表す：

∂u

∂x
(t, a) =

∂u

∂x
(t, b) = 0.

• Robin(Newton)境界条件（Dirichlet条件と Neumann条件の中間）(
−∂u
∂x

+ γu

)
(t, a) =

(
−∂u
∂x

+ γu

)
(t, b) = 0

Newtonの冷却の法則 k ∂u
∂x = γuにより針金の両端が一般の物質に接する状況を表現する．

• 周期境界条件(periodic boundary condition)針金を丸めて輪にしたとき，区間の両端を同一視
することができる：

u(t, a) = u(t, b),
∂u

∂x
(t, a) =

∂u

∂x
(t, b).

以上のような導出を空間 1次元の場合に詳しく行ったが，一般次元でも同様な考察ができる
（[2], p.44）．uを熱や化学物質などの物理量の密度とし，その時間変化を考える．この変化を考え
る空間領域Ω ⊂ Rnの任意の部分領域 U をとると，U における物理量の変化率は符号を除いて境

界 ∂U を通る全流量に等しい：

d

dt

∫
U
u(t, x) dx = −

∫
∂U

F · ν dS.

ただし，νは ∂U への外向き単位法線ベクトルで，F は流束密度である．多くの場合，F は uの

勾配に比例するので，F = −a∇u (a > 0)と書ける．ガウスの定理を適用すると，上の式より

ut = −divF = a∆u

を得る．a = 1のときは，これは一般次元における熱方程式である．

変分法の節でわかったように，負のラプラシアンは Dirichlet積分∫
|∇u|2 dx

の変分（勾配）として解釈できる．そういう意味では，熱方程式はこのDirichletエネルギーの勾
配流（最急降下）に相当すると言える．つまり，ある初期条件からスタートしてDirichletエネル
ギーができるだけはやく小さくなるように動く発展である．

ここでは，領域 Ω ⊂ Rnと適切な初期条件と境界条件に対して，熱方程式

ut(t, x)−∆u(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× Ω

を満たす関数 u : [0,∞)× Ω → Rを求める問題について考える．基本的には，調和関数について
成り立つ事実は（少し複雑な形なって）熱方程式の解に対しても成り立つ．そのため，ラプラス

方程式の理論展開をそのまま追って，新しいアイデアを含まない証明は文献の参照に委ねる．
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5.2 基本解と Cauchy問題の解

5.2 基本解とCauchy問題の解

熱方程式は tについて1階微分，xについて2階微分を含むので，u(t, x)が解であれば，u(λ2t, λx)
も任意の λ ∈ Rに対して解になる．このことは |x|2

t という比が熱方程式において重要であること

を示唆している．また，ラプラス方程式と同様に，原点に対して（空間変数で）対称な解に限定

すると，

u(t, x) = v
(r2
t

)
= v
( |x|2

t

)
という形で基本解を求めることになる（問題5.1を参照）．

別のアプローチはスケーリング u(t, x) 7→ λαu(λt, λβx)に対して不変な熱方程式の解を求める

方法である．すなわち，

u(t, x) = λαu(λt, λβx) ∀λ > 0

を満たす uを探すことになるが，ここで λ = 1
t とすると，

u(t, x) =
1

tα
v
( x
tβ

)
(v(y) = u(1, y))

の形を得る．これを熱方程式に代入し，vの原点に対する対称性を仮定し，さらに β := 1
2 , α := n

2

とすれば，

v(r) = Ce−
r2

4

と vを計算できる．uに戻すと，次の熱方程式の解が得られる：

u(t, x) =
C

tn/2
e−

|x|2
4t . (5.3)

詳しくは [2], p.45を参照．

定義 5.1 (熱方程式の基本解) 関数

Φ(t, x) :=

 1
(4πt)n/2 e

− |x|2
4t , x ∈ Rn, t > 0

0, x ∈ Rn, t < 0

は熱方程式の基本解とよばれる．

(5.3)での定数Cを
∫
Φ(t, x) dx = 1 ∀t > 0となるように決めた（問題5.2を参照）．また，Φが

点 (0, 0)において特異性をもつことに注意する．

ラプラス方程式と同様に，基本解と初期値の合成積でコーシー問題

ut −∆u = 0 in (0,∞)× Rn (5.4)

u = g on {t = 0} × Rn

の解が得られることを示すことができる．

定理 5.2 (Cauchy問題の解) g ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn)に対し，

u(t, x) =

∫
Rn

Φ(t, x− y)g(y) dy =
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t g(y) dy, x ∈ Rn, t > 0 (5.5)
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5.2 基本解と Cauchy問題の解

とおく．そのとき，u ∈ C∞((0,∞) × Rn)であり，uはコーシー問題 (5.4)の解である．ただし，
境界条件は次の意味で満たされる：

lim
(x,t)→(x0,0),x∈Rn,t>0

u(t, x) = g(x0) ∀x0 ∈ Rn.

証明はラプラス方程式の場合と本質的に変わらないので，省略する（[2], p.47）．

注 gが有界で連続，そして非負な関数のとき，g(x0) > 0が一点 x0でも成り立てば，式 (5.5)で
与えられる解がすべての (t, x) ∈ (0,∞)× Rnにおいて正になることがわかる．この事実を「熱

方程式は無限の伝播速度をもつ」というふうに表現する．物理的に言えばこれは，初期温度が正

になる領域があれば，どんなに離れた場所をとっても，どんなに小さな時刻でも瞬時にすべての

点での温度が正になることを意味する．

次に，非斉次問題（nonhomogeneous problem）

ut −∆u = f in (0,∞)× Rn (5.6)

u = 0 on {t = 0} × Rn

を考える．ここで，f(t, x)は一般に tと xの関数である．

「デュアメルの原理」（Duhamel’s principle）は，時刻 t = sをスタートとして初期値を f(s, ·)
とした斉次問題

ut(t, x; s)−∆u(t, x; s) = 0 in (s,∞)× Rn (5.7)

u(t, x; s) = f(s, x) on {t = s} × Rn

の解 u(t, x; s)を sについて 0から tまで足せば（積分すれば），非斉次問題の tにおける解が得ら

れることを言っている．

問題 (5.7)の解は u(t, x; s) =
∫
Rn Φ(t− s, x− y)f(s, y) dyであるから，非斉次問題 (5.6)の解の

候補は

u(t, x) =

∫ t

0
u(t, x; s) ds =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(t− s, x− y)f(s, y) dy ds (5.8)

=

∫ t

0

1

(4π(t− s))n/2

∫
Rn

e
− |x−y|2

4(t−s) f(s, y) dy ds, t > 0, x ∈ Rn

となる．

定理 5.3 f が [0,∞)× Rnにコンパクトな台をもち，tについて 1回微分可能，x変数につい
て 2回微分可能な関数であるとする（この微分可能性を満たす関数のクラスを以下では C2

1 の記

号で表す）．uを (5.8)で定義したとき，次が成り立つ．

(1) u ∈ C2
1 ((0,∞)× Rn)

(2) ut(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn

(3) lim
(x,t)→(x0,0),x∈Rn,t>0

u(t, x) = 0 ∀x0 ∈ Rn.
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証明

Φが (0, 0)で特異性をもつので，積分と微分の交換が一般にはできない．ラプラス方

程式と同様に，変数変換をすることでまず微分が f にかかるようにし，それから時間

区間 (0, t)を (0, ε)と (ε, t)に分けて，(0, ε)での積分が結果に影響しないことを示す．

u(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(s, y)f(t− s, x− y) dy ds (5.9)

と書いて，f に関する仮定を考慮すると，

ut(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(s, y)ft(t− s, x− y) dy ds+

∫
Rn

Φ(t, y)f(0, x− y) dy

∂2u

∂xi∂xj
(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(s, y)
∂2

∂xi∂xj
f(t− s, x− y) dy ds

が成り立つので，u ∈ C2
1 ((0,∞)× Rn)が示せた．

次に (2)を確かめる．

ut(t, x)−∆u(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(s, y)
( ∂
∂t

−∆x

)
f(t− s, x− y) dy ds

+

∫
Rn

Φ(t, y)f(0, x− y) dy

=

(∫ ε

0
+

∫ t

ε

)∫
Rn

Φ(s, y)
( ∂
∂t

−∆x

)
f(t− s, x− y) dy ds

+

∫
Rn

Φ(t, y)f(0, x− y) dy

=: Jε + Iε +K

において，Jεは，
∫
Rn Φ dy = 1を用いるとO(ε)であることがわかる：

|Jε| ≤
(
∥ft∥L∞ + ∥D2f∥L∞

) ∫ ε

0

∫
Rn

Φ(s, y) dy ds ≤ Cε.

また，IεではΦの特異性が除かれているので，グリーンの定理を用いて，∂/∂t−∆x

を Φに移すことができる．Φが熱方程式を満たすので，次を得る：

Iε =

∫ t

ε

∫
Rn

[( ∂
∂s

−∆y

)
Φ(s, y)

]
f(t− s, x− y) dy ds

+

∫
Rn

Φ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy −
∫
Rn

Φ(t, y)f(0, x− y) dy

=

∫
Rn

Φ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy −K

以上をまとめると，

ut(t, x)−∆u(t, x) = lim
ε→0

∫
Rn

Φ(ε, y)f(t−ε, x−y) dy = f(t, x) for t > 0, x ∈ Rn.

なお，(5.9)と
∫
Φ dy = 1より ∥u(t, ·)∥L∞(Rn) ≤ t∥f∥L∞((0,∞)×Rn) → 0 as t → 0.
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5.3 熱方程式に対する平均値定理

以降では，Ωを有界領域とする．式を簡単にするために次の記号を導入する．

放物柱（parabolic cylinder）： ΩT = (0, T ]× Ω （上面を含む）

放物型境界（parabolic boundary）： ΓT = ΩT − ΩT （底面と側面のみ）

調和関数に対する平均値定理は調和関数の値が球面上の平均値に等しいということを言ってい

るが，よく見ると球面が基本解の等高面であるということに気が付く．つまり，「Φ(x) =定数」と

いう条件を満たす点 xの集合は球面である．

熱方程式の場合，調和関数と同じようなきれいな形の平均値定理はないが，調和関数と同様に

基本解の等高面が関係していることがわかる．熱方程式の基本解 Φ(t, x)に対し

E(t, x; r) =

{
(s, y) ∈ Rn+1; s ≤ t, Φ(t− s, x− y) ≥ 1

rn

}
とおく．この集合の境界が基本解の等高面に当たるが，点 (x, t)はこの集合の上部の真ん中に位

置する．

(x, t)

E(x, t; r)

x

t

0

0

熱方程式の基本解の等高面の概略図と点 (t, x) を通る断面の正確な形状

定理 5.4 (熱方程式に対する平均値定理) u ∈ C2
1 (ΩT )が熱方程式の解であるとする．そのと

き以下の関係式が任意のE(t, x; r) ⊂ ΩT に対して成り立つ：

u(t, x) =
1

4rn

∫∫
E(t,x;r)

u(s, y)
|x− y|2

(t− s)2
dy ds.

注 右辺の量が t以下の時刻での値にしか依存しないことは自然である．

証明はラプラス方程式と同様に行われる．すなわち，座標を平行移動して，

ϕ(r) :=
1

rn

∫∫
E(0,0;r)

u(s, y)
|y|2

s2
dy ds

で定義された関数が ϕ′(r) = 0を満たすことを計算により示す．詳細は [2], p.53を参照．

5.4 熱方程式の解の性質

5.4.1 熱方程式に対する最大値原理

定理 5.5 (熱方程式の最大値原理) u ∈ C2
1 (ΩT ) ∩ C(ΩT )が ΩT において熱方程式を満たすと

する．
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(i) (maximum principle)
そのとき，

max
ΩT

u = max
ΓT

u.

(ii) (strong maximum principle)
さらに，Ωが連結領域で，u(t0, x0) = maxΩT

uを満たす (t0, x0) ∈ ΩT が存在すれば，uはΩt0 に

おいて定数関数である．

注 (1) 最小値についても同様の定理が成り立つ．

(2) 最小値原理を用いて，熱方程式における伝播速度が無限であることが上と別の方法で言え
る．定理の uに対し，次の初期条件と境界条件を課す：

u = 0 on [0, T ]× ∂Ω, u = g on {t = 0} × Ω.

すると，初期値 gが，Ωのどんなに小さい範囲でもよいが，正の値をとれば，解 uはΩT 全

体で正になる．

(3) 強最大値原理によると，uがΩT の内部で最大値（または最小値）をもつとき，最大値（最

小値）が得られる時刻まで定数関数である．つまり，初期値と境界値が定数なら解も定数関

数であり，境界値に変化がない限り定数関数のままであるという tの「時刻」としての意味

を裏付ける事実である．物理的な考察からすると当然のことであるが，数学的な観点から正

確に言うには，偏微分方程式から証明しなければならない．

証明

考え方はラプラス方程式と同じであるが，少し複雑になる．(ii) のみ示せばよい．
u(t0, x0) = M := maxΩT

u を満たす点 (t0, x0) ∈ ΩT があると仮定する．r > 0

を十分小さくとれば，E(t0, x0; r) ⊂ ΩT となるので，そのような rに対して平均値

の定理を適用すると，

M = u(t0, x0) =
1

4rn

∫∫
E(t0,x0;r)

u(s, y)
|x0 − y|2

(t0 − s)2
dy ds ≤M.

最後の不等式は
1

4rn

∫∫
E(t0,x0;r)

|x0 − y|2

(t0 − s)2
dy ds = 1より従う．よって，

u(s, y) =M ∀(s, y) ∈ E(t0, x0; r).

そこで，s0 < t0なる点 (s0, y0) ∈ ΩT と (t0, x0)を結ぶ線分 Lを考え，

smin := min{s ≥ s0; u(t, x) =M ∀(t, x) ∈ L such that t ∈ [s, t0]}

と定義する．smin > s0とすれば，矛盾が得られる．実際，uの連続性よりu(smin, z0) =

M が成り立つ（ここで，z0は sminに対応するLの空間座標である）．しかし，上の

考察より，u ≡ M in E(smin, z0; r)が十分小さい rについて正しいので，sminが最

小値ではないことになる．よって，smin = s0より u ≡M on L．
0 ≤ t < t0をみたす任意の点 (t, x) ∈ Ωt0 を Ωt0 に含まれる有限個の線分を用いて点

(t0, x0)とつなげることができるので，u(t, x) =M を得る．
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初期値境界値問題

ut −∆u = f in ΩT (5.10)

u = g on ΓT

の解が二つあれば，その差に対して最大値（最小値）原理を適用すると，すぐに次の一意性の定

理が得られる．

定理 5.6 (熱方程式の解の一意性) g ∈ C(ΓT )，f ∈ C(ΩT )とする．そのとき，境界値問題

(5.10)の解が高々一つ存在する．

全空間における熱方程式の初期値問題に対しても，「最大値が初期時刻で

達成される」という最大値原理が証明でき，一意性が言えるが，そのと

き解の |x|が大きときの増加に対して次のような追加条件を課す必要が
ある：

定数A, aが存在し u(t, x) ≤ Aea|x|
2
, x ∈ Rn, t ∈ [0, T ].

実際，この条件を満たさない「物理的でない」解は無限に存在する（[3],
p.211の Tychonoffの解）．

5.4.2 熱方程式の解の正則性

境界条件と初期条件が滑らかでなくても，熱方程式の解が必ず滑らかになることを示す．

定理 5.7 (解の正則性) u ∈ C2
1 (ΩT )が熱方程式の解ならば，u ∈ C∞(ΩT )が成り立つ．

証明

上面の中心が (t, x)で半径 r，高さ r2の閉円筒を C(t, x; r)という記号で表す：

C(t, x; r) := {(s, y); s ∈ [t− r2, t], |x− y| ≤ r}.

点 (t0, x0) ∈ ΩT を任意に選び，C := C(t0, x0; r) ⊂ ΩT となるように rを小さく選

ぶ．また，C に含まれる円筒 C ′′ ⊂ C ′ ⊂ C を次のように定義する：

C ′ := C(t0, x0;
3
4r), C ′′ := C(t0, x0;

1
2r).

Cut-off関数 ζ(t, x)を滑らかな関数で，次の条件を満たすようにとる：

• 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 1 on C ′

• C の放物型境界の近傍で ζ ≡ 0

• ζ ≡ 0 in ([0, t0]× Rn) \ C

まず，u ∈ C∞(ΩT )であると仮定して，議論を進める．

v(t, x) := ζ(t, x)u(t, x), t ∈ [0, t0], x ∈ Rn

とおくと，

2015年 6月 19日 117 Karel Švadlenka



5.4 熱方程式の解の性質

vt = ζut + ζtu, ∆v = ζ∆u+ 2∇u · ∇ζ + u∆ζ.

よって，v(0, x) = 0, x ∈ Rn，そして

vt −∆v = ζtu− 2∇ζ · ∇u− u∆ζ in (0, t0)× Rn.

この右辺を f̃ として，

ṽ(t, x) :=

∫ t

0

∫
Rn

Φ(t− s, x− y)f̃(s, y) dy ds

とおくと，定理5.3より

ṽt −∆ṽ = f̃ in (0, t0)× Rn

ṽ = 0 on {t = 0} × Rn.

定理5.6の下の注に挙げた増加条件が満たされるので，一意性より v ≡ ṽ.
今，(t, x) ∈ C ′′をとると，

u(t, x) = v(t, x) =

∫∫
C
Φ(t− s, x− y)f̃(s, y) dy ds

=

∫∫
C
Φ(t− s, x− y)

[
(ζs −∆ζ)u− 2∇ζ · ∇u

]
(s, y) dy ds.

[·]の項が Φの特異点の近傍で恒等的に 0になっていることに注意して，最後の項に

発散の定理を施すと

u(t, x) =

∫∫
C
K(t, x, s, y)u(s, y) dy ds, (t, x) ∈ C ′′ (5.11)

を得る．ただし，

K(t, x, s, y) := Φ(t− s, x− y)(ζs(s, y) + ∆ζ(s, y)) + 2∇Φ(t− s, x− y) · ∇ζ.

u ∈ C∞を仮定して，(5.11)を導いたが，u ∈ C2
1 (ΩT )の場合は軟化した関数uε := ηε∗u

に対して，(5.11)と同様な関係式を出してから ε → 0とすれば，やはり (5.11)が得
られる．

K は C ′ において K ≡ 0を満たすから K は C において滑らかで，式 (5.11)より
u ∈ C∞(C ′′)が従う．

ラプラス方程式と同様に，熱方程式の解の任意の微分を局所的に評価できる（[2], p.61参照）．

補題 5.8 任意の組み k, l ∈ N0に対し定数 Cklが存在し，

max
C(t,x;r/2)

|Dk
xD

l
tu| ≤

Ckl

rk+2l+n+2
∥u∥L1(C(t,x;r))

が全ての ΩT における熱方程式の解とすべての円筒 C(t, x; r/2) ⊂ C(t, x; r) ⊂ ΩT について成り

立つ．

熱方程式の解 u(t, x)に対して，tを固定した写像 x 7→ u(t, x)が解析的で

あるが，xを固定した写像 t 7→ u(t, x)は一般には解析関数ではない．
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5.5 エネルギー法

5.4.3 熱方程式に対するHarnack不等式

定理 5.9 (放物型 Harnack不等式) 関数 u ∈ C2
1 (ΩT )が ΩT において熱方程式 ut −∆u = 0の

解であり， u ≥ 0 in ΩT を満たすとする．また，連結な開集合 U が U ⊂⊂ Ωを満たすとす

る．そのとき，任意の 0 < t1 < t2 ≤ T に対し，t1, t2, U にのみ依存する定数 C が存在し，

sup
x∈U

u(t1, x) ≤ C inf
x∈U

u(t2, x) (5.12)

が成り立つ．

注 証明は複雑なので，[2], p.370に委ねる．調和関数に対するHarnack不等式と比べると，(5.12)
の右辺の infが左辺の supより先の時刻でとられていることがわかる．すなわち，平均化の効果
が出るには，短くてもよいが時間が必要である．

5.5 エネルギー法

ラプラス方程式と同様に，熱方程式の解の一意性（定理5.6）は対応するエネルギーを考えるこ
とでも証明できる．二つの解があれば，その差wが恒等的にゼロであることを言えばよい．wは

wt −∆w = 0 in ΩT

w = 0 on ΓT

を満たす．

e(t) =

∫
Ω
w2(t, x) dx, t ∈ [0, T ]

とおくと，

e′(t) = 2

∫
Ω
wwt dx = 2

∫
Ω
w∆w dx = −2

∫
Ω
|∇w|2 dx ≤ 0

を得る．よって，e(t) ≤ e(0) = 0が成り立つが，e(t)の定義を見ると，必然的に w ≡ 0 in ΩT が

従う．

このテクニックを用いて，熱方程式に対して時間を逆向きに考えた一意性も成り立つことが証

明できる．つまり，二つの関数 u, ũ ∈ C2(ΩT )が熱方程式の解で同じ境界条件を満たす：

vt −∆ = 0 in ΩT

v = g on [0, T ]× ∂Ω

が v = uと v = ũにより満たされるとしたときに，

u(x, T ) = ũ(x, T ) ∀x ∈ Ω

より

u ≡ ũ in ΩT

が従う．

これは，時刻 T における温度分布が同じで，それまでの境界条件が共通であれば，時刻 T ま

でのすべての時間における温度分布が一致することを言っており，数学的に自明な事実ではない．

2015年 6月 19日 119 Karel Švadlenka



5.6 演習問題

上で定義した e(t)に対し ln e(t)という関数が凸であるという事実を用い

た証明は [2], p.64にある．

5.6 演習問題

問題 5.1 ([2], p.87) n = 1として，u(t, x) = v(x
2

t )とおく．

(1)
ut = uxx と 4zv′′(z) + (2 + z)v′(z) = 0, z > 0

が同値であることを示せ．

(2) (1)の常微分方程式の解が

v(z) = c

∫ z

0
e−s/4s−1/2 ds+ d

であることを示せ．

(3) (2)で求めた vに対し，v(x
2

t )を xについて微分し，定数 cを適切に選べば熱方程式の基本

解 Φが得られることを確認せよ．

問題 5.2 熱方程式の基本解に対して∫
Rn

Φ(t, x) dx = 1 ∀t > 0

が成り立つことを示せ．

問題 5.3 Ω ⊂ Rnを滑らかな境界をもつ領域とする．滑らかな関数 u0 : Ω → Rに対し，次の熱
方程式の初期値境界値問題を考える:

ut(t, x) = ∆u(t, x) (t, x) ∈ (0,∞)× Ω, u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω.

ただし，境界条件として次の２種類を考える：

(1) 斉次 Dirichlet条件：u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

(2) 斉次 Neumann条件：∂u/∂n(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0（ここで，nは ∂Ωへの単位法線ベク

トル）.

(1)を課したとき，解 uに対する e(t) =
∫
Ω u

2(t, x) dxという量が時間 tの非増加関数であること

を示せ．さらに，(2)を課したとき，解 uに対するm(t) =
∫ 1
0 u(t, x) dxという量が時間 tに依存

しない（時間とともに保存される）ことを示せ．

問題 5.4 f ∈ C2
1 (Rn)がコンパクトな台をもつとする．熱方程式の基本解を Φ(t, x)で表すと，

lim
ε→0+

∫
Rn

Φ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy = f(t, x) t > 0, x ∈ Rn

が成り立つことを示せ．

問題 5.5 ([2], p.87) uが ut −∆uを (0,∞)× Rnにおいて満たす滑らかな関数であるとする．
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(1) すべての λ ∈ Rに対し，uλ(t, x) := u(λ2t, λx)も熱方程式の解であることを示せ．

(2) 上の結果を用いて，v(t, x) := x · ∇u(t, x) + 2tut(t, x)も熱方程式を満たすことを示せ．

問題 5.6 ([2], p.87) 次のコーシー問題

ut −∆u+ cu = f in (0,∞)× Rn

u = g on {t = 0} × Rn

の解の公式を求めよ．ここで，c ∈ R．

問題* 5.7 ([2], p.87) g ∈ C1([0,∞)), g(0) = 0とする．初期値境界値問題

ut − uxx = 0 in (0,∞)× R+

u = 0 on {t = 0} × R+

u = g on [0,∞)× {x = 0}

に対し，次の解の公式を導出せよ：

u(t, x) =
x√
4π

∫ t

0

1

(t− s)3/2
e
− x2

4(t−s) g(s) ds.

（ヒント：v(t, x) := u(t, x)− g(t)として，vを奇関数の反転として {x < 0}に拡張する．）

問題* 5.8 ([2], p.88) v ∈ C2
1 (ΩT )が

vt −∆v ≤ 0 in ΩT

を満たすとき，vが熱方程式の劣解（subsolution）であるという．

(1) 劣解 vに対して

v(t, x) ≤ 1

4rn

∫∫
E(t,x;r)

v(s, y)
|x− y|2

(t− s)2
dy ds

が任意のE(t, x; r) ⊂ ΩT について成り立つことを示せ．

(2) 従って，
max
ΩT

v = max
ΓT

v

が成立することを示せ．

(3) ϕ : R → Rを滑らかで凸な関数とする．熱方程式の解 uに対し v := ϕ(u)と定義すれば，v

が劣解であることを示せ．

(4) uが熱方程式の解であれば，v := |∇u|2 + u2t が劣解であることを示せ．
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修正リスト：

1. （６月１２日）変数の順番 (x, t) → (t, x)（数カ所）

2. （６月１２日）定理5.3の証明における Iε と Jε の定義の順番

3. （６月１２日）定理5.7の証明で cut-off 関数が滑らかであるという条件を追加

4. （６月１２日）問題5.3と5.4を追加

5. （６月１９日）定理5.7の証明の K の定義式で −∆ζ → +∆ζ
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6波動方程式

概要
この講義では双曲型方程式の代表である波動方程式の解き方と解の性質について紹介する．

ここでは，適切な初期条件と境界条件のもとで，波動方程式（wave equation）

utt −∆u = f in (0,∞)× Ω

について調べる．ただし，Ω ⊂ Rnが領域で，u(t, x) : [0,∞) × Ω → Rが未知関数である．ラプ
ラシアン∆は空間変数 xについてのものであるが，簡単のために波動オペレータを

□u = utt −∆u

という記号で表すことがある．

波動方程式の導出をこの講義ノートの節 1.2で行った．物理的な意味についてもそこを参照し
てください．

6.1 1次元の波動方程式

双曲型方程式の特徴を見るために，まず比較的簡単な空間 1次元の波動方程式に対する初期値
問題について考える：

utt(t, x)− c2uxx(t, x) = 0 in (0,∞)× R (6.1)

u(0, x) = g(x), ut(0, x) = h(x) on {t = 0} × R. (6.2)

ただし，c > 0とする．

この方程式に対する特性曲線は

x+ ct = const., x− ct = const.

という二つの直線の族である．それらを新しい座標系

ξ := x+ ct, η := x− ct

とすると，(6.1)が
uξη = 0

と変換される．

方程式を考える領域が凸であるから，上の式を簡単に積分できる．つまり，uξが ηに依らない

ので，それを Ã(ξ)として書くと，

u(ξ, η) =

∫
Ã(ξ) dξ +B(η) =: A(ξ) +B(η)



6.1 1次元の波動方程式

となる関数B(η)が存在する．もとの変数 t, xで書くと，

u(t, x) = A(x+ ct) +B(x− ct).

したがって，(6.1)の一般解は vt − cvx = 0の解A(x+ ct)と，vt + cvx = 0の解B(x− ct)の重ね

合わせで得られる．このことは，波動オペレータの分解

∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2
=

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
によりも明らかである．よって，解 u(t, x)のグラフは，変形することなく速度 cで反対方向に動

く二つの波で構成される．

A,Bの具体形を求めるために，初期条件 (6.2)を考慮する：

u(0, x) = A(x) +B(x) = g(x), (6.3)

ut(0, x) = cA′(x)− cB′(x) = h(x). (6.4)

最初の式 (6.3)を xについて微分して，連立方程式を解くと，

A(x) =
1

2
g(x) +

1

2c

∫ x

0
h(y) , dy + C1, A(x) =

1

2
g(x)− 1

2c

∫ x

0
h(y) , dy + C2

を得る（C1, C2は積分定数）．(6.3)より C1 + C2 = 0なので，

u(t, x) = A(x+ ct) +B(x− ct) =
1

2

[
g(x+ ct) + g(x− ct)

]
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
h(y) dy. (6.5)

この式をダランベールの公式（D’Alembert’s formula）とよぶ．ここで，g ∈ C2(R), h ∈ C1(R)な
らば，上式で定義される関数 u(t, x)は初期値問題 (6.1)-(6.2)の解を表す．

公式 (6.5)は波動オペレータの分解を用いても導ける．(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u = 0

と書いて，

v(t, x) :=

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u(t, x)

とおくと，

vt(t, x)− cvx(t, x) = 0 t > 0, x ∈ R

という移流方程式が得られるので，D(x) := v(0, x)に対し

v(t, x) = D(x+ ct).

よって，

ut(t, x) + cux(t, x) = D(x+ ct) t > 0, x ∈ R

という非斉次移流方程式を解けばよい．この解は

u(t, x) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
D(y) dy + E(x− ct)

である．ただし，E(x) := u(0, x) = g(x). 初期条件よりDを計算すれば，やはり (6.5)の式が得
られる．

1次元の問題のため，次の定理の証明は直接の計算により従う．
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6.1 1次元の波動方程式

定理 6.1 g ∈ C2(R), h ∈ C1(R)として，uをダランベールの式 (6.5)で定義すれば，

(i) u ∈ C2([0,∞)× R)

(ii) utt − c2uxx = 0 in (0,∞)× R

(iii) すべての x0 ∈ Rに対し

lim
(t,x)→(0,x0),t>0

u(t, x) = g(x0), lim
(t,x)→(0,x0),t>0

u(t, x) = h(x0).

注 ラプラス方程式と熱方程式と異なる波動方程式の解の性質を二つ挙げる．

• ダランベールの式からわかるように，g ∈ Ck(R)と h ∈ Ck−1(R)であれば，波動方程式の
解はCk-級関数になる．しかし，それ以上の正則性が望めない．つまり，ラプラス方程式と
熱方程式とは対照的に，波動方程式は滑らかにする効果がないと言える．

• 点 (t′, x′)における解の値が初期値 g, hのどのような範囲での値に影響されるかを考える．点

(t′, x′)を通る 2本の特性曲線（直線）を tの負の方向に延長すると，それらが x-軸と交わる
2点が x′ − ct′と x′ + ct′である．解の公式 (6.5)を見ると，解の (t′, x′)での値 u(t′, x′)は，

初期値を与える関数 g, hの区間 [x′ − ct′, x′ + ct′]での値により完全に決定される．この区間

を点 (t′, x′)における解の依存領域（domain of dependence）という．

一方では，ある初期時刻の点 (0, x0)における初期関数 g, hの値が解のどの範囲での値に

影響を与えるかを考えると，この点 (0, x0)を通る 2本の特性曲線が区切るくさび形の領域
{(t, x); x ∈ (x0 − ct, x0 + ct), t > 0}である．この V字形の領域を影響領域（domain of
influence）とよぶ．すなわち，摂動や信号が有限な速度 cで伝わることになり，熱方程式と

は異なる状況である．

b

b

bb

t

xx′

− ct′ x′ + ct′ x0

x− ct = x0
x+ ct = x0

x− ct = x′
− ct′

x+ ct = x′ + ct′

(t′, x′)

domain of
influence

domain of dependence

波動方程式の依存領域と影響領域．

ダランベールの式 (6.5)は gと hが滑らかな関数でなくても意味をもつ．よって，この式で与え

られるu(t, x)はC2-関数でなくても，それを波動方程式のある意味での解，いわゆる広義解（weak

2015年 6月 18日 125 Karel Švadlenka



6.1 1次元の波動方程式

solution），として捉えることができる．広義解を次のようにも定義できる：

u(t, x)− u(t+ ζ, x+ cζ)− u(t+ η, x− cη) + u(t+ ζ + η, x+ cζ − cη) = 0 ∀ζ, η ≥ 0. (6.6)

実際，

• utt − c2uxx = 0のすべての解は A(x + ct) + B(x − ct), A,B ∈ C2(R)の形であり，簡単に
確かめられるように，この形を持つ関数は必ず (6.6)を満たす．

• 一方では，(6.6)を満たす u(t, x)が C2の正則性をもてば，テーラー展開することで，uが

波動方程式 utt − c2uxx = 0の解であることがわかる．

以上をまとめると，波動方程式の解はすべて (6.6)を満たし，(6.6)を満たす関数 uが C2-級であ
れば，波動方程式の解である．よって，式 (6.6)の解の集合は波動方程式の解の集合を含み，波動
方程式が解をもたなくても，(6.6)が解をもつことがあり得る．このような式のことを弱い方程式
（weak equation），その解を広義解（または弱解）（weak solution）という．

6.1.1 初期値境界値問題の解

実際の問題で現れる有界領域での問題の解き方を 3つ紹介する．

反転による解法

Ω := R+ = {x ∈ R; x > 0}における次の問題を考える：

utt − c2uxx = 0 in (0,∞)× R+

u = g, ut = h on {t = 0} × R+

u = 0 on (0,∞)× {x = 0}.

ただし，g, hが g(0) = h(0) = 0を満たす与えられた関数であるとする．

奇関数としての拡張

ũ(t, x) :=

{
u(t, x), t ≥ 0, x ≥ 0

−u(t,−x), t ≥ 0, x ≤ 0
, g̃(x) :=

{
g(x), x ≥ 0

−g(−x), x ≤ 0

（h̃も同様に）を行うと，上の問題は

ũtt − c2ũxx = 0 in (0,∞)× R

ũ = g̃, ũt = h̃ on {t = 0} × R

に変形される．ダランベールの公式より，

ũ(t, x) =
1

2

[
g̃(x+ ct) + g̃(x− ct)

]
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
h̃(y) dy.

2015年 6月 18日 126 Karel Švadlenka



6.1 1次元の波動方程式

もとの関数 g, hで表すと，

u(t, x) =

{
1
2 [g(x+ ct) + g(x− ct)] + 1

2c

∫ x+ct
x−ct h(y) dy if x ≥ t ≥ 0

1
2 [g(x+ ct)− g(ct− x)] + 1

2c

∫ x+ct
ct−x h(y) dy if 0 ≤ x ≤ t

となる．h = 0とすれば，初期値は二つの波に分かれ，左に進む部分は（弦などが）固定されて

いる左端 x = 0で反射する，というふうに解釈できる．

g′′(0) = 0であれば，g̃ ∈ C2(R)となり，解もC2-関数になるが，gがこの条件を満たさなけれ
ば，解が C2-級でないことに注意する．

一般次元の半空間での問題については [2], p.141．

式 (6.6)による解法

式 (6.6)は幾何学的に考えると，xt-平面内で特性直線で囲まれる任意の平行四辺形MNOP に

対して，対角線上の頂点での uの値を和が一致するという意味をもつ：

u(M) + u(O) = u(N) + u(P ). (6.7)

b

t

x

x− ct = C2
x+ ct = C1

b

b

b

x− ct = C3

x+ ct = C4

M

N

O

P

この考察を初期値境界値問題

utt − c2uxx = 0 in (0,∞)× (0, l)

u = g(x), ut = h(x) on {t = 0} × (0, l)

u(t, 0) = α(t), u(t, l) = β(t) for t ∈ (0,∞)

を解くのに用いる．

解を求める帯状領域 Ω := {(t, x); t > 0, x ∈ (0, l)}を特性直線で部分領域 Ω1,Ω2, . . . に分け

る．まず，点 (0, 0)と点 (0, l)を通る直線を描き，そしてこれらの直線が境界線 x = 0と x = lと

交わる点を通る直線をひく．これらの直線が再び境界線と交わるので，同じように線をひき続け

る（図を参照）．
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6.2 演習問題

t

xl0

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Ω5
u = β(t)u = α(t)

u = g(x), ut = h(x)

M

M

N

N

O

O

P

P

すると，上の問題の解を部分領域 Ωi, i = 1, 2, . . . において次のように順番に求めることがで

きる．

• Ω1では解はダランベールの式 (6.5)により与えられる（境界値の影響範囲外であるため）．

• Ω2では領域Ω1で求めた解と左端の境界条件より求めることができる．実際，M = (t, x)を

Ω2の任意の点とすると，二つの頂点O,P がΩ1に属し，もう一つの頂点N が境界線 x = 0

上にあるような平行四辺形MNOP（それぞれの辺が特性直線と平行であるもの）をとるこ

とができる．u(O), u(P )は Ω1での解が知られているので既知である．また，u(N)は境界

条件より定まる．よって，M での解の値を (6.7)より計算できる．

• 同様にして，すべての部分領域での解を求める．

このように求めた解がC2-級になるには，初期値と境界値の間の適合条件が必要になる．例え
ば，領域Ω2内の点M をP に近づける極限を考えると，u(N) → α(0), u(O) → g(0)，そして (6.7)
より u(M) → −g(0) + u(P ) + α(0)．ここで，u(M) → u(P )となるためには，α(0) = g(0)とい

う条件が必要である．同様にして，以下の適合条件（compatibility conditions）が導かれる：

α(0) = g(0), α′(0) = h(0), α′′(0) = c2g′′(0),

β(0) = g(l), β′(0) = h(l), β′′(0) = c2g′′(l).

フーリエ級数による解法

6.2 演習問題

問題 6.1 ([2], p.45) g, hがコンパクトな台をもつならば，初期値問題

utt(t, x)− c2uxx(t, x) = 0 in (0,∞)× R

u(0, x) = g(x), ut(0, x) = h(x) on {t = 0} × R

の解 u(t, x)が固定した tに対し xの変数についてコンパクトな台をもつことを示せ．
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また，u(t, x) = A(x+ ct) +B(x− ct)の分解における関数A,Bがコンパクトな台をもつこと

ができるのは，
∫∞
−∞ h(ξ) dξ = 0のときのみであることを証明せよ．

問題 6.2 ([2], p.45) α ̸= −cとする．また，g, h ∈ C2(R)が x = 0の近傍で恒等的にゼロになる

ような関数であるとする．

utt(t, x)− c2uxx(t, x) = 0 in (0,∞)× (0,∞)

u(0, x) = g(x), ut(0, x) = h(x) on {t = 0} × (0,∞)

ut = αux for (0,∞)× {x = 0}

の解 u(t, x), t > 0, x > 0を求めよ．α = −cのとき解が一般には存在しないことを示せ．

問題 6.3 ([2], p.45) 作用素 L1, L2を次のように定義する：

L1u := aux + buy + cu, L2u := dux + euy + fu.

ただし，a, b, c, d, e, f は ae− bd ̸= 0を満たす定数である．

(1) L1w2 = L2w1ならば，方程式 L1u = w1, L2u = w2が共通の解 uをもつことを示せ．

（ヒント：線形な変換により，a = e = 1, b = d = 0の場合に帰着させる．）

(2) L1L2u = 0の一般解は u = u1 + u2という形をもつことを示せ．ただし，u1, u2はそれぞれ

L1u1 = 0, L2u2 = 0を満たす．

問題 6.4 ([2], p.45)

utt(t, x)− c2uxx(t, x) = x2 in (0,∞)× R

u(0, x) = x, ut(0, x) = 0 on {t = 0} × R

を解け．（ヒント：まず，時間によらない特殊解を求める．）

問題 6.5 ([2], p.45) 偏微分方程式

utt − c2uxx = λ2u

に対し，u(t, x) = f(x2− c2t2)という形をもつ解 uを s = x2− c2t2冪級数の形で求めよ．ここで，

λは定数である．

References
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6波動方程式

概要
この講義では双曲型方程式の代表である波動方程式の解き方と解の性質について紹介する．

フーリエ級数による解法

まずは，固有振動数を求める問題から始める．前節で弦の振動の方程式を導いたが，弦だけで

はなく様々な物体に対して似た形の振動方程式を得ることができる．あらゆる物には固有の振動

数（単位時間に振れる回数）というものがあって，その振動数で揺すられるとその物は強く反応

して激しく揺れるが（「共振」と言う），固有振動数から大きくずれた力を加えてもほとんど反応

しない．

例えば，建物の場合，低くてがっちりした構造のものは固有振動数が大きく（つまり，固有振

動数の逆数である固有周期が短い），速い振動に共振する．一方，いわゆる「柔構造」の高層ビル

などは固有振動数が小さく，ゆっくりした揺れに大きく反応するという一般的な傾向がある．そ

れは主として建物の高さ・重さ・剛性によって違ってくる．固有振動数は地震の際の建物の被害

の起きやすさの違いに大きく関係しているので非常に重要な量である．

物体の固有振動は最も影響が大きい 1次モード（振動数の一番小さい振動で，基本振動とも言
う）と，振動の「山」の数が何倍かであるモードがある（楽器の場合は，これを倍音という）．構

造物の振動に対する応答波形をフーリエ解析してみるとピークがどのモードであがっているかが

見てとれて，どの周期の地震が危険であるかがわかる．大きな構造物の固有振動数を実験により

調べることが難しいので，偏微分方程式に基づいた数値計算により決定される．

両端を固定した長さ lの弦の固有振動数を求めてみよう．

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, l) (6.1)

u(t, 0) = u(t, l) = 0 t ∈ (0,∞) (6.2)

この問題の解を変数分離法で求めてみる．これは解 uに特殊な形を仮定して方程式を満たすもの

を探す方法である．特殊な形として，xの関数と tの関数に分かれているものを考えるが，線形

の方程式の場合は解を和に分解しても意味はないので，積の形を仮定するのが普通である．すな

わち，

u(t, x) = U(t)V (x)

とおく．これを方程式に代入すると，

U ′′(t)V (x) = c2U(t)V ′′(x)

となる．ここで，U も V も一変数の関数であるから，dU/dt,dV/dxの代わりに簡単にU ′,V ′と書

くことにする．上式を整理すると（U ̸= 0, V ̸= 0を仮定），

U ′′(t)

c2U(t)
=
V ′′(x)

V (x)



を得る．tのみの関数と xのみの関数が恒等的に等しいというのは，それらが定数であるときし

かあり得ない．よってこれを λと置き，

U ′′(t) = λc2U(t) (6.3)

V ′′(x) = λV (x) (6.4)

と二つの変数分離形の 2階常微分方程式を得る．どちらも固有値問題の形をしている．

V に対する方程式を定数係数 2階線形微分方程式として解くと，

V (x) = C1e
√
λx + C2e

−
√
λx, C1, C2 ∈ R

という解を得る．(6.2)に対応した境界条件

V (0) = V (l) = 0 (6.5)

を考慮すると，λが正のとき V (x) ≡ 0という自明解以外に解が存在しないことがわかる．λが負

のとき，解は

V (x) = C3 cos
√
−λx+ C4 sin

√
−λx

と書ける．境界条件 (6.5)の一つ目を満たすために，C3 = 0としないといけない．さらに，V (l) = 0

をみたすために，

λ = −n
2π2

l2
, n = 1, 2, . . .

と置く必要がある．結局，

V (x) = C4 sin
(nπ
l
x
)
, n = 1, 2, . . .

を得る．

U の方程式において λの形を用いて，同様に解くと，

U(t) = C5 cos
(nπc

l
t
)
+ C6 sin

(nπc
l
t
)
= C7 sin

(nπc
l

(t− C8)
)

となる．ここで sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ という公式を用いた．

V と U の式において C4 = 1, C7 = 1, C8 = 0とすれば，特殊解として

u(t, x) = sin
(nπc

l
t
)
· sin

(nπ
l
x
)

が得られる．この解に特徴的なことは，波形が時間とともに動いてゆかず，常に同じところで振

動しているように見えることである．このような波を定常波と呼ぶ．これは解が tの関数と xの

関数の積の形をしていることの物理的な解釈で，特に x = lk/n, k = 0, 1, 2, . . . , nなる点は全く動

かず，逆に x = lk/2n, k = 1, 3, . . . , 2n− 1なる点はいっぱいの大きさの振幅で振動する．前者を

節，後者を腹という．

実際に与えられた長さ lの弦の問題の解として生じる定常波は，勝手な振動数は持ちえない．

上の計算からわかるように，振動数は

ωn =
c

2l
n, n = 1, 2, . . .
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である．これを長さ lに対する固有振動数と呼び，これに対応する振動をその固有振動と呼ぶ．

重ね合わせ

弦の問題で初期条件がなかったため，解が一つに定まらず，積分定数を含む様々な解が得られ

た．それは以下のものだった：

u(t, x) =
[
an cos

(nπc
l
t
)
+ bn sin

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)
, n = 1, 2, . . . .

ここで，混合問題，すなわち境界条件と初期条件つきの問題を考える：

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 t > 0, x ∈ (0, l) (6.6)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) x ∈ (0, l) (6.7)

u(t, 0) = u(t, l) = 0 t > 0 (6.8)

初期値がある特別な形をしていれば，上で計算した結果を使って，この問題を解くことができる

ことに注意しよう．具体的には，もし，

φ(x) = C1 sin
(nπ
l
x
)
, ψ(x) = C2 sin

(nπ
l
x
)

であれば，

u(t, x) =

[
C1 cos

(nπc
l
t
)
+

C2

nπc
sin
(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

という関数が解になる．つまり，初期値が固有振動数をもつ三角関数であれば，解を容易に構成

することができる．

さらに，波動方程式は線形だから，上で得た解を二つ以上の異なる振動数に対するものの線形

結合を考えると，それも解になる．従って，初期関数が

φ(x) =

N∑
n=1

an sin
(nπ
l
x
)

(6.9)

ψ(x) =
N∑

n=1

nπc

l
bn sin

(nπ
l
x
)

という形を持つ関数であれば，混合問題の解は

u(t, x) =

N∑
n=1

[
an cos

(nπc
l
t
)
+ bn sin

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

(6.10)

となる．

(6.9)という形が非常に限定的であるから，実際には初期値がこの形をすることを期待できない．
そこで，フーリエが思いついた解決策は次のものである．すなわち，もし任意の関数を {sin(nπl x)}
の無限級数として表すことができれば，(6.9)でN を無限大にした式

φ(x) =
∞∑
n=1

an sin
(nπ
l
x
)

(6.11)

ψ(x) =
∞∑
n=1

nπc

l
bn sin

(nπ
l
x
)
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が成り立つので，(6.10)でN → ∞とすれば，解が得られるだろうという考えである：

u(t, x) =?

∞∑
n=1

[
an cos

(nπc
l
t
)
+ bn sin

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)
. (6.12)

このやり方で方程式を解くができることはフーリエにより明らかにされたが，数学的に正確な裏

付けを見つけるのに長い時間がかかった．

数学的な根拠をつけるために，以下の問題を解決しなければならない．

1. 任意の関数を三角関数による級数で表すことができるか？任意の関数ではだめなら，どんな
関数について可能であるか？

2. 初期値 φ,ψに対し (6.11)でのフーリエ係数 {an}, {bn}をどのように決めるか？

3. 級数 (6.12)はどういう意味で収束するか？

4. (6.12)が解であることを確かめるためにその偏微分を計算する必要があるが，どのような条
件の下で級数を項別微分できるか？

これらの質問に答えるために，フーリエ級数の理論の基本的な結果を紹介する．

フーリエ係数の決定

任意の関数 f : (0, l) → Rがあれば，それを三角関数の級数

f(x) ≈ a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
+

∞∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)

(6.13)

に展開する方法について考える（まずは形式的でよい）．

最初に，このような関数の展開の利点を述べておこう．(6.13)は「きれいな」三角関数を用い
て任意の関数を表現しているが，ここで関数 f は滑らかでなくても連続でなくてもかまわない．

一方では，テーラー展開のような展開法では展開する関数の微分を使うので，関数は非常におと

なしいものでないといけない．

フーリエ係数 an, bn を決定するために，三角関数が直交するという性質を利用し，(6.13)に
cos
(
mπ
l x
)
と sin

(
mπ
l x
)
を順番にかけて，(0, l)上で積分する．そのときに無限級数の積分を計算

することになるので，積分と級数の順番の交換が可能かどうかを考えないといけない．そこで，級

数が一様に収束すると仮定すればよい．級数が一様に収束するとは，その部分和

sN (x) =
a0
2

+

N∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
+

N∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)

が (0, l)において一様に収束するという意味である．つまり，次がが成り立つ．

sup
x∈(0,l)

|sN (x)− f(x)| → 0, as N → ∞

計算する前に，次の結果を証明しておこう．
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補題 6.2 (三角関数の直交性) 次の関係式が成り立つ．∫ l

0
cos
(2mπ

l
x
)
cos
(2nπ
l
x
)
dx =

{
l/2 (m = nのとき)

0 (m ̸= nのとき)∫ l

0
sin
(2mπ

l
x
)
sin
(2nπ
l
x
)
dx =

{
l/2 (m = nのとき)

0 (m ̸= nのとき)∫ l

0
cos
(2mπ

l
x
)
sin
(2nπ
l
x
)
dx = 0

証明

最初の式でm ̸= nの場合を考える．

cos
(2mπ

l
x
)
cos
(2nπ
l
x
)
=

1

2

[
cos
(2(m+ n)π

l
x
)
+ cos

(2(m− n)π

l
x
)]

が成り立つので，∫ l

0
cos
(
2mπ
l x
)
cos
(
2nπ
l x
)
dx = 1

2

∫ l

0
cos
(2(m+n)π

l x
)
dx+ 1

2

∫ l

0
cos
(2(m−n)π

l x
)
dx

= 1
4(m+n) sin

(2(m+n)π
l x

)
|l0 + 1

4(m−n) sin
(2(m−n)π

l x
)
|l0

= 0

を得る．一方では，m = nの場合，∫ l

0
cos2

(2nπ
l
x
)
dx =

1

2

∫ l

0

[
1 + cos

(4nπ
l
x
)]

dx = l/2

二つ目の式は

sin
(
2mπ
l x
)
sin
(
2nπ
l x
)
= 1

2

[
cos
(2(m−n)π

l x
)
− cos

(2(m+n)π
l x

)]
を用いて，同じように計算される．最後の式は，l/2の点に対する対称性を考慮する

だけで示せる．すなわち，sin
(
2nπ
l x
)
は l/2に対して奇関数であり，cos

(
2mπ
l x
)
は偶

関数である．よって，その積は奇関数になり，(0, l)での積分は零になる．

さて，f の級数に cos
(
2mπ
l x
)
をかけて，(0, l)で積分すると，∫ l

0
f(x) cos

(2mπ
l
x
)
dx

=
a0
2

∫ l

0
cos
(2mπ

l
x
)
dx+

∫ l

0

∞∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
cos
(2mπ

l
x
)
dx

+

∫ l

0

∞∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)
cos
(2mπ

l
x
)
dx

を得る．級数が一様に収束すると仮定しているので，積分を和の中に入れることができて，上の

補題を用いると， ∫ l

0
f(x) cos

(2mπ
l
x
)
dx = am

l

2
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がわかる．f の級数に sin
(
2mπ
l x
)
をかけて，(0, l)で積分すると，同じように∫ l

0
f(x) sin

(2mπ
l
x
)
dx = bm

l

2

が得られる．さらに，(6.13)を単に (0, l)上で積分すると，∫ l

0
f(x) dx =

a0
2

∫ l

0
dx =

a0l

2
.

フーリエ係数の公式� �
f(x) ≈ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
+

∞∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)

(6.14)

an =
2

l

∫ l

0
f(x) cos

(2nπ
l
x
)
dx (6.15)

bn =
2

l

∫ l

0
f(x) sin

(2nπ
l
x
)
dx

a0 =
2

l

∫ l

0
f(x) dx� �

この公式を使って，任意の関数 f ∈ L2(0, l)をフーリエ級数として表現できる．得られた級数

が収束するか，そしてどのような意味で収束するかについてはまだ調べていない．(6.15)を用い
て形式的に構成された級数 (6.14)が f に収束するかわからないため，式では「=」ではなく「≈」
としている．(6.14)の右辺を関数 f に対するフーリエ級数 (Fourier series)と呼ぶ．

例 l = 2πとして，次の関数を考える：

f(x) =

{
x (0 ≤ x ≤ π)

2π − x (π ≤ x ≤ 2π)

関数は周期 l = 2πをもつ関数として拡張すれば，(0, l)で収束するフーリエ級数はそれ以外のと

ころでも拡張された周期関数に収束する．関数 f は偶関数なので，フーリエ級数の sinの係数は

すべて 0になる．残りの係数を計算する．

a0 =
1

π

∫ 2π

0
f(x) dx = π

an =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cos(nx) dx =

2

π

∫ π

0
f(x) cos(nx) dx =

2

π

∫ π

0
x cos(nx) dx

=
2

π

( 1
n
x sin(nx) +

1

n2
cos(nx)

)
|π0 =

2

π

1

n2
(cos(nπ)− 1)

nが偶数（n = 2k, k ∈ N）のとき，これは 0になり，nが奇数（n = 2k − 1, k ∈ N）のときは
−4/π(2k − 1)2 になるので，f のフーリエ級数は次のようになる：

f(x) ≈ π

2
− 4

π

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
cos(2k − 1)x.
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例 l = 1として，次の関数を考える：

f(x) =
1

2
− x, x ∈ (0, 1]

f を周期 l = 1をもつ関数として拡張する．拡張された関数は不連続であるが，それでもフーリ

エ級数を形式的に計算することができる．ただし，得られた級数は一様収束しないことが確かで

ある（級数の部分和は連続な関数で，それが一様収束すれば極限が連続な関数になるから）．関

数 f は奇関数なので，フーリエ級数の a0の係数と cosの係数はすべて 0になる．残りの sinの係

数を計算する．

bn = 2

∫ 1

0
f(x) sin(2nπx) dx = 2

∫ 1

0
(12 − x) sin(2nπx) dx

=

∫ 1

0
sin(2nπx) dx− 2

∫ 1

0
x sin(2nπx) dx = −2

∫ 1

0
x sin(2nπx) dx

= −2

∫ 1

0

1
2nπ cos(2nπx) dx+

[
x
nπ cos(2nπx)

]1
0
= 0 + 1

nπ cos(2nπ) =
1

nπ

f のフーリエ級数は次のようになる：

f(x) ≈ 1

π

∞∑
n=1

1

n
sin(2nπx).

以上の例でわかるように，滑らかでない関数や不連続な関数であっても，フーリエ級数を形式

的に計算できる．その反面，級数の収束が一様になるとは限らない．例で紹介したような不連続

な関数の場合，不連続な点の近傍では，フーリエ級数のN 次部分和が大きく振動して，部分和の

最大値が関数自体の最大値より大きくなってしまう．この超過量は，高調波の周波数 (つまり，部
分和の項数)が増えても無くならず，ある有限極限値に近づく．この現象をギブス現象という．こ
れは，級数が各点で収束している（不連続な点では右からの関数値の極限と左からの関数値の極

限の平均に収束する）ものの，一様には収束しないことを意味する．

フーリエ級数の収束

導入したフーリエ級数についての形式的な話を数学的な立場から整理しよう．関数 f : (0, l) → R
が与えられたとき，(6.15)で与えられる係数に対して f のフーリエ級数を

s(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
+

∞∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)

(6.16)

とおく．関数 s(x)は部分和

sN (x) =
a0
2

+

N∑
n=1

an cos
(2nπ
l
x
)
+

N∑
n=1

bn sin
(2nπ
l
x
)

の N → ∞のときの極限として定義される（この極限が存在するならば）．

ここで，sが周期 lをもつ周期関数であるから，以下の考察では関数 f が実数全体で定義され

る周期 lの周期関数であると考える．このとき，f が連続であるとは，f が (0, l)において連続で，

さらに f(0) = f(l)を満たすという意味になる．

フーリエ級数の各点での収束について次の定理が成り立つ．
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定理 6.3 (Jordan-Dirichlet criterion) f が [0, l]において可積で有界変動の l-周期関数であると
する．そのとき，

(i)　 f に対するフーリエ級数は各点 x ∈ [0, l]で f(x+)+f(x−)
2 に収束する．

(ii)　 xが f の連続な点であれば，f の点 xでのフーリエ級数は f(x)に収束する．

(iii)　 f が閉区間 [a, b] ⊂ [0, l]で連続であれば（境界点をこめて），f のフーリエ級数は [a, b]

において関数 f に一様収束する．

注 (有界変動) 区間 [0, l]に接点 0 = x0 < x1 < x2 < . . . xn = lを考える．関数 f が [0, l]にお

いて有界変動であるというのは，

n−1∑
k=1

|f(xk+1)− f(xk)|

の値が接点をどのように選んでも有界であるという意味である（すなわち，全ての接点への分け

方に対する上の量の上限が有界である）．有界変動の関数は連続になるとは限らない．逆に，連

続な関数が有界変動であるとは限らない．

f1(x) =

{
0, x < 0

1, x ≥ 0
, f2(x) =

{
0, x = 0

sin 1
x , x ̸= 0

, f3(x) = xf2(x), f4(x) = x2f2(x)

のうち，f1 は不連続であるが有界変動である．f3 は連続であるが有界変動ではない．f4 は 0の

近傍で無限回振動しているが，有界変動である．

よくある有界変動の関数は区分的に多項式として定義される関数である．
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例 (i)より，f がジャンプするところがあれば f のフーリエ級数が f と等しくないことがわか

る．例えば，l = 1として，関数

f(x) =
1

2
− x, x ∈ (0, 1]

を（周期 1の関数として）考えると，そのフーリエ級数が

s(x) =
1

π

∞∑
k=1

1

k
sin(2kπx)

となる．この場合，f(x)が x = 0で不連続であるが，可積関数で有界変動であるから，x = 0

ではフーリエ級数が (f(0+) + f(0−))/2 = (1/2 − 1/2)/2 = 0に収束する．x ∈ (0, 1)において

フーリエ級数が f(x)に収束する．しかし，f が不連続だから，一様収束はしない．これは 0の

点の近傍で邪魔な振動（ギブスの現象）が現れるということになる．

例 (iii)より，f が連続な周期関数であれば，そのフーリエ級数が Rにおいて f に一様収束す

ることが分かる．例えば，l = 2πとして，次の関数

f(x) =

{
x (0 ≤ x ≤ π)

2π − x (π ≤ x ≤ 2π)

を（周期 2πの関数として）考えると，そのフーリエ級数が

s(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
cos(2k − 1)x

となる．この関数（の周期的拡張）は可積で，有界変動で，Rで連続だから，フーリエ級数が f

に一様収束する．このとき，ギブスの現象が現れない．

例 関数 f(x) = x2, x ∈ (0, 2π)に対するフーリエ級数を求め，得られたフーリエ級数が f に

収束するか調べよ．さらに，
∑∞

n=1
1
n2 の和を計算せよ．

• フーリエ係数を計算すると，

a0 =
8π2

3
, an =

1

π

∫ 2π

0
x2 cosnx dx =

4

n2
, bn =

1

π

∫ 2π

0
x2 sinnx dx =

−4π

n

となるので，フーリエ級数は

4π2

3
+

∞∑
n=1

( 4

n2
cosnx− 4π

n
sinnx

)
• x2 という関数が可積で有界変動であるから，Jordan-Dirichletの定理よりフーリエ級数が各
点で (f(x+) + f(x−))/2に収束する．すなわち，x ∈ (0, 2π)に対して，フーリエ級数がも

との関数に収束し，x = 2kπ, k ∈ Zの点では 2π2 に収束する．

• 上の結果を x = 0に対して用いると，

2π2 =
4π2

3
+

∞∑
n=1

( 4

n2
− 0
)

従って，
∑∞

n=1
1
n2 = π2/6．
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一様収束は別の理由でも重要である．これからフーリエ級数の方法を用いて，波動方程式を解

く．すなわち，初期値をフーリエ級数に展開して，解の候補をフーリエ級数の形で構成し，微分

方程式に代入して解であることを確かめる．そのとき，極限と微分の交換をすることになるので，

極限と積分の交換も含めて以下の定理を準備しておく．

定理（極限と積分の交換）� �
関数列 sN : [0, l] → Rに対し，すべてのN ∈ Nに対し

∫ l
0 sN (x) dxがリーマン積分の意味で

存在するとする．sN が [0, l]において sに一様に収束するならば，
∫ l
0 s(x) dxが存在し，次が

成り立つ： ∫ l

0
s(x) dx = lim

N→∞

∫ l

0
sN (x) dx� �

定理（極限と微分の交換）� �
関数 sN : [0, l] → RがすべてのN ∈ Nに対し各点 x ∈ (0, l)において有限な微分 s′N (x)をも

つとする．sN (x)が各点 xにおいて s(x)に収束するとする．さらに，s′N が (0, l)において

（局所的）一様収束するとする．そのとき，次が成り立つ：

s′(x) = lim
N→∞

s′N (x)� �
波動方程式を解く

1次元の波動方程式に対する混合問題（初期値境界値問題）

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 t > 0, x ∈ (0, l) (6.17)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) x ∈ (0, l) (6.18)

u(t, 0) = u(t, l) = 0 t > 0 (6.19)

を考える．

変数分離法でつぎのことを示した．もし，初期関数が

φ(x) =

N∑
n=1

αn sin
(nπ
l
x
)

ψ(x) =
N∑

n=1

βn sin
(nπ
l
x
)

という形を持つ関数であれば，混合問題の解は

u(t, x) =

N∑
n=1

[
αn cos

(nπc
l
t
)
+ βn

l

nπc
sin
(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

となる．
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これからは，N → ∞の極限を数学的に正確に考えることを目標とする．

まず，x ∈ [0, l]に対して定義されている初期関数 φ,ψ を sin級数で表すために，φ,ψ を周期

2lの奇関数として拡張すればよい．このように拡張した関数を φ̃, ψ̃ とおき，φ̃, ψ̃ が Rにおいて
連続で，φ ∈ C1([0, l]), ψ ∈ C1([0, l])であると仮定する．このとき，

αn =
1

l

∫ 2l

0
φ̃(x) sin

(nπ
l
x
)
dx, βn =

1

l

∫ 2l

0
ψ̃ sin

(nπ
l
x
)
dx (6.20)

とおくと，

φ̃(x) =

∞∑
n=1

αn sin
(nπ
l
x
)

(6.21)

ψ̃(x) =

∞∑
n=1

βn sin
(nπ
l
x
)

と書ける．なぜかというと，φ̃が Rで連続であるから，Jordan-Dirichletの定理よりそのフーリエ
級数は Rで φ̃に一様収束する．よって，上の式で等号を書いてもよい．ψ̃については同様である．

以下で必要になる Jordan-Dirichletの定理の拡張を紹介しておく．

定理.� �
f が周期 2l の連続な関数で，[0, 2l]において絶対連続であるとする．そのとき，f のフーリ

エ係数 an, bn に対し
∑

|an|+ |bn|が収束する．� �
関数が絶対連続になる簡単な十分条件は，関数の微分が連続であるというものがある．この定

理を用いると，上で φと ψ においた仮定のもとで
∑∞

n=1 |αn|と
∑∞

n=1 |βn|が収束することが分
かる．

さて，解の候補を

u(t, x) =

∞∑
n=1

[
αn cos

(nπc
l
t
)
+ βn

l

nπc
sin
(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

とおく．この uが混合問題の解であることを確かめる．まず，

∞∑
n=1

∣∣∣∣αn cos
(nπc
l
t
)
+ βn

l

nπc
sin
(nπc
l
t
)
sin
(nπ
l
x
)∣∣∣∣ ≤ ∞∑

n=1

|αn|+
l

πc

∞∑
n=1

|βn|
n

<∞

に注意すると，WeierstrassのM-判定より上の級数が R2 において一様収束する．従って，u(t, x)

は連続な関数である．

条件 (6.17)-(6.19)が満たされていることを順番に確認しよう．

• u(t, 0) = u(t, l) = 0は sin 0 = sinπn = 0より明らかである

• u(0, x) =
∑∞

n=1(α · 1 + 0) sin
(
nπ
l x
)
= φ̃(x)
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• ut(0, x)について考える．uを与える級数を形式的に（すなわち，項ごとに）微分すると，

ū(t, x) =
∞∑
n=1

[
−αn

nπc

l
sin
(nπc
l
t
)
+ βn cos

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

を得る．この関数 ūが ut と一致することを示すために，ūの一様収束性を調べる．

∞∑
n=1

∣∣∣−αn
nπc

l
sin
(nπc
l
t
)
+ βn cos

(nπc
l
t
)
sin
(nπ
l
x
)∣∣∣ ≤ ∞∑

n=1

π

l
n|αn|+ |βn|

ここで，
∑
n|αn| < ∞が必要になる．そのため，φ̃′(x)が連続で，φ ∈ C2([0, l])であると

仮定すればよい．その理由を探るために φ̃′のフーリエ係数を計算する．φ̃′が偶関数である

から，cosの係数のみになる．

1

l

∫ 2l

0
φ̃′(x) cos

(nπ
l
x
)
dx =

1

l

nπ

l

∫ 2l

0
φ̃(x) sin

(nπ
l
x
)
dx =

π

l
nαn

φ̃′ が上の定理の仮定を満たしているから，π
l

∑
n|αn| <∞を得る．

従って，Weierstrassの定理より ūを与える級数が R2で一様収束し，微分と無限和の交換が

できる．すなわち，

ut(t, x) = ū(t, x) =

∞∑
n=1

[
−αn

nπc

l
sin
(nπc
l
t
)
+ βn cos

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

これより

ut(0, x) =
∞∑
n=1

(0 + βn · 1) sin
(nπ
l
x
)
= ψ̃(x)

とすぐに計算できる．

• 方程式が満たされることを確かめるために，uの tについての 2階微分と xについての 2階
偏微分を計算しなければならない．ut の場合の考察と同様に考えると，無限和と微分が交

換できるためには，φ̃ ∈ C2(R), ψ̃ ∈ C1(R)，そして φ ∈ C3([0, l]), ψ ∈ C2([0, l])と仮定す

ればよいことがわかる．そうすれば，uを与える級数を項ごとに tと xについて 2回微分で
きて，その結果となる級数がそれぞれ utt と uxx に等しくなる．

以上，拡張した初期関数が φ̃ ∈ C2(R), ψ̃ ∈ C1(R)という条件を満たしていれば，上て uが混

合問題の解になることがわかった．この条件がもとの関数 φ,ψに対してどのような条件になるか

を考える．

ψ(0) ̸= 0だとすると，ψを奇関数として拡張して得られる ψ̃が x = 0の点で不連続になる．よっ

て，ψ(0) = 0という条件が必要になる．同様にして，ψ(l) = 0という条件を得る．また，ψ(0) = 0で

あれば，ψ̃′も x = 0で自動的に連続になる．これは，x ∈ [−l, 0]に対して，ψ̃(x) = −ψ(−x)が成り
立ち，0での右からの微分 ψ̃′(0+) = ψ′(0+)と左からの微分 ψ̃′(0−) = (−1)·(−ψ′(−0−)) = ψ′(0+)

が一致するからである．x = lについては同様に考えることができる．

定理 6.4 φ ∈ C3([0, l]), ψ ∈ C2([0, l])が

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = φ′′(0) = φ′′(l) = 0
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6.3 演習問題

を満たすとする．そのとき，混合問題 (6.17)-(6.19)の解 u ∈ C2(R× [0, l])が存在し，以下のフー

リエ級数の形で書ける．

u(t, x) =

∞∑
n=1

[
αn cos

(nπc
l
t
)
+ βn

l

nπc
sin
(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

ここで，αn, βn は (6.20)で与えられる．uの級数は一様収束し，その 2階までの項ごとの偏微分
が一様に収束する．

注

• 定理の初期値に対する仮定を弱めることができる．仮定を弱めたときに一般に uを与える

級数は C2-関数に収束しない．そのとき，級数の和を広義解としてみなすことができる．一
方，定理の仮定が満たされると，C2級のいわゆる古典解が得られる．

• uを与える級数の和を求めることができる．

cosα− cosβ = −2 sin α+β
2 sin α−β

2 , sinα+ sinβ = 2 sin α+β
2 cos α−β

2

という公式を用いると，

u(t, x) =

∞∑
n=1

αn

2

[
sin
(nπ
l
(x+ ct)

)
+ sin

(nπ
l
(x− ct)

)]
+

∞∑
n=1

βn
2

l

nπc

[
cos
(nπ
l
(x− ct)

)
− cos

(nπ
l
(x+ ct)

)]
=

∞∑
n=1

αn

2
sin
(nπ
l
(x+ ct)

)
+

∞∑
n=1

αn

2
sin
(nπ
l
(x− ct)

)
+

∞∑
n=1

βn
2

l

nπc

nπ

l

∫ x+ct

x−ct
sin
(nπs
l

)
ds

=
1

2
φ̃(x+ ct) +

1

2
φ̃(x− ct) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

∞∑
n=1

βn sin
(nπs
l

)
ds

=
1

2
[φ̃(x+ ct) + φ̃(x− ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ̃(s) ds

これは波動方程式に対するダランベールの公式である．

一般次元における固有関数に基づいた解法については [2], p.140でコメン
トが記載されている．

6.3 演習問題

問題 6.6 両端を上下に自由に動けるようにした長さ lの弦の振動問題

∂2u

∂t2
(t, x)− c2

∂2u

∂x2
(t, x) = 0 x ∈ (0, l), t ∈ (0,∞)

∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, l) = 0 t ∈ (0,∞)

に対し，固有振動数を変数分離法を用いて求めよ．
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6.3 演習問題

問題 6.7 混合問題

∂2u

∂t2
− 4

∂2u

∂x2
= 0, x ∈ (0, 5), t > 0

u(0, x) = 3 sin(πx), x ∈ [0, 5]

∂u

∂t
(0, x) = − sin(2π5 x), x ∈ [0, 5]

u(t, 0) = u(t, 5) = 0, t ≥ 0

の解 u(t, x)を求めよ．

問題 6.8 関数 f(x)を次のように定義する．

f(x) = −x3 + x, x ∈ (−1, 1)

関数 f を周期 2の周期関数に拡張した関数のフーリエ級数を求めよ．また，得られた級数が Rに
おいて一様収束する理由を述べよ．

問題 6.9 関数 f(x)を次のように定義する：

f(x) = x, x ∈ [0, π].

(1) f を与えられた区間 [0, π]において sin関数のみのフーリエ級数で表せ．

(2) (1)のフーリエ級数を ss とすると，全ての x ∈ Rに対し，ss(x)の値を求めよ．さらに，ss
が一様収束する xの範囲を調べよ．

(3) f を与えられた区間 [0, π]において cos関数のみのフーリエ級数で表せ．

(4) (3)のフーリエ級数を sc とすると，全ての x ∈ Rに対し，sc(x)の値を求めよ．さらに，sc
が一様収束する xの範囲を調べよ．

(5) sc を項ごとに微分した級数はどのような関数に収束するか調べよ．

問題 6.10 関数 f(x) = x, x ∈ (−π, π)のフーリエ級数を用いて，

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− ...

の和を求めよ．

問題 6.11 関数 f(x) = sinxに対し，区間 (0, π)での変動を求めよ．すなわち，

n−1∑
k=1

|f(xk+1)− f(xk)|, xk ∈ (0, π), xk ≤ xk+1

の上限を計算せよ．

問題 6.12 関数 f(x) = x2, x ∈ (−1, 1)を周期 2の関数に拡張した関数のフーリエ級数が x ∈ R
において一様収束するか答えよ．

問題 6.13 級数
∑∞

n=0
cos nx

n! の和を求めよ．
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問題 6.14 関数 f(x) = x2, x ∈ (0, 2π)に対するフーリエ級数を求め，得られたフーリエ級数

が f に収束するか調べよ．さらに，
∑∞

n=1
1
n2 の和を計算せよ．

（ヒント：フーリエ級数は次のようになる：　
4π2

3
+

∞∑
n=1

( 4

n2
cosnx− 4π

n
sinnx

)
.）

問題 6.15 f(x)を周期 ℓを持つ 2回微分可能な偶関数とする． f のフーリエ級数の cosの係数

を an とする． f の導関数のフーリエ級数の収束のはやさが f のフーリエ級数の収束のはやさよ

り 1オーダー低いことを示せ．すなわち， df
dx のフーリエ係数を bn とおくと，

bn = Cnan, C ∈ R 定数

が成り立つことを示せばよい．

問題 6.16 ([2], p.45) 混合問題

utt(t, x)− uxx(t, x) = 0, x ∈ (0, π), t > 0

u(0, x) = 1, x ∈ (0, π)

ut(0, x) = 0, x ∈ (0, π)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0

の解 u(t, x)を次の 2つの方法を用いて求めよ：

(1) 第 10回の講義で導いた平行四辺形の頂点における値の関係式を用いた解法

(2) フーリエ級数による解法

References

[1] L. C. Evans: Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 1998.

[2] F. John: Partial Differential Equations, Springer, 1982.
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6波動方程式

概要
この講義では双曲型方程式の代表である波動方程式の解き方と解の性質について紹介する．

6.4 高次元の波動方程式

ここでは，空間の次元を n ≥ 2とし，初期値問題

utt −∆u = 0 in (0,∞)× Rn (6.1)

u = g, ut = h on {t = 0} × Rn

を考えて，解を g, hで表した公式を導く．

手順として，解 uの球面上の平均値が満たす微分方程式を導出し，nが奇数であればこの微分

方程式が１次元波動方程式に帰着できることを示して，ダランベールの公式を適用することで解

の公式を得る．次元が偶数の場合，一旦，次元を一つ上げた問題を考えて，その解の公式におい

て次元を元に下げる作業をする．

6.4.1 n = 3の場合

解 uの球面上の平均値を次のように定義する：

U(x; r, t) := −
∫
∂B(x,r)

u(t, y) dS(y). (6.2)

同様にして，

G(x; r) := −
∫
∂B(x,r)

g(y) dS(y), H(x; r) := −
∫
∂B(x,r)

h(y) dS(y).

補題 6.5 (Euler-Poisson-Darboux方程式) u ∈ Cm([0,∞)×Rn) (m ≥ 2)が (6.1)を満たすなら
ば，任意の x ∈ Rnに対し U(x) ∈ Cm([0,∞)× R+)で，次を満たす：

Utt − Urr − n−1
r Ur = 0 in (0,∞)× R+ (6.3)

U = G, Ut = H on {t = 0} × R+.

証明



6.4 高次元の波動方程式

r > 0に対して，

Ur(x; r, t) =
∂

∂r
−
∫
∂B(0,1)

u(t, x+ rz) dS(z) = −
∫
∂B(x,r)

∇u(t, y) · ν(y) dS(y)

=
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(t, y) dy. (6.4)

これをもう一度 rについて微分すると，

Urr(x; r, t) = −
∫
∂B(x,r)

∆u dS +

(
1

n
− 1

)
−
∫
B(x,r)

∆u dy.

同様にして，他の微分も計算できて，U ∈ Cm([0,∞)× R+)が示せる．

次に，uが (6.1)の解だから，

Ur(x; r, t) =
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(t, y) dy =
r

n
−
∫
B(x,r)

utt(t, y) dy =
1

nβnrn−1

∫
B(x,r)

utt(t, y) dy.

これより，

rn−1Ur =
1

nβn

∫
B(x,r)

utt(t, y) dy,

そして，これを rについて微分して，(
rn−1Ur

)
r
=

1

nβn

∫
∂B(x,r)

utt(t, y) dS(y) = rn−1−
∫
∂B(x,r)

utt(t, y) dS(y) = rn−1Utt.

n = 3の場合，m = 2で十分であるので，ここでは u ∈ C2([0,∞)× Rn)とする．

Ũ := rU, G̃ := rG, H̃ := rH

とおいた関数 Ũ , G̃, H̃ が次の関係式を満たすことを確かめる．

Ũtt − Ũrr = 0 in R+ × (0,∞) (6.5)

Ũ = G̃, Ũt = H̃ on R+ × {t = 0}

Ũ = 0 on {r = 0} × (0,∞).

実際，上の補題を n = 3に適用すれば，

Ũtt = rUtt = r

(
Urr +

2

r
Ur

)
= rUrr + 2Ur = (U + rUr)r = Ũrr.

(6.5)の 2行目の初期条件は明らかで，3行目の式は (6.2)で r → 0+とすることで得られる．

第 10回の講義ノートで導いた半直線上の 1次元波動方程式の解の公式を用いると，0 ≤ r ≤ t

において

Ũ(x; r, t) =
1

2

[
G̃(t+ r)− G̃(t− r)

]
+

1

2

∫ r+t

−r+t
H̃(y) dy

を得る．u(t, x)が U(x; r, t)の r → 0+の極限と一致するので，上の結果より，

u(t, x) = lim
r→0+

Ũ(x; r, t)

r
= lim

r→0+

[
G̃(t+ r)− G̃(t− r)

2r
+

1

2r

∫ t+r

t−r
H̃(y) dy

]
= G̃′(t) + H̃(t).
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6.4 高次元の波動方程式

G̃, H̃ の定義を思い出すと，

u(t, x) =
∂

∂t

(
t−
∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y)

)
+ t−
∫
∂B(x,t)

h(y) dS(y). (6.6)

ここで，

∂

∂t

(
−
∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y)

)
= −
∫
∂B(0,1)

∇g(x+ tz) · z dS(z) = −
∫
∂B(x,t)

∇g(y) · y − x

t
dS(y)

であるから，結局，

u(t, x) = −
∫
∂B(x,t)

[
g(y) +∇g(y) · (y − x) + th(y)

]
dS(y), t > 0, x ∈ R3. (6.7)

この式をキリヒホッフの公式（Kirchhoff’s formula）とよぶ．

注

• 解の正則性は n = 1の場合と比べて悪い．初期時刻で u ∈ Cm, ut ∈ Cm−1であっても，正

の時刻では u ∈ Cm−1, ut ∈ Cm−2しかわからない．実際，初期時刻の特異性が「集中」し，

より強い特異性を発生させるという現象が起こり得る（いわゆる focussing effect，n = 1の

場合は起こらない，問題6.24も参照）．一方では，積分値の意味では解は悪くならない．実
際，節6.6でわかるように，エネルギー

e(t) :=
1

2

∫
Ω

[
u2t (t, x) + |∇u(t, x)|2

]
dx

は時間とともに一定である．

• キリヒホッフの公式より，点 (t, x)での解の依存領域は球面 ∂B(x, t)である（ラプラシアンに

係数 c2がついたときは ∂B(x, ct)となる）．点 (0, y)の影響領域は錐の面 {(t, x); |x−y| = ct}
となる．そのため，信号が「シャープに」伝わり，時間が経てばある点での摂動が完全にな

くなることがある（ホイヘンスの原理）．例えば，初期値 g, hの台が球B(0, ρ)に収まると

すると，時間が十分経てば，この球で解がゼロになり，解の台が二つの球面 ∂B(0, ρ + ct)

と ∂B(0,−ρ + ct)の間に限られる．偶数次元における波動方程式や一般の双曲型方程式で

はこのような現象が起こらず，ある点で発生して摂動はその点で永遠に残る．

t = 0
t > 0

初期値の台が小さな球の場合の解の台の広がり方

（n = 3，灰色の部分は時刻 t = 0 と t > 0 における解の台の２次元断面を表す）

• 解の台が広がる一方，解が時間とともに 1/tのオーダーで減衰する（問題6.19）．
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6.4 高次元の波動方程式

6.4.2 n = 2の場合

2次元の場合，Euler-Poisson-Darboux方程式を 1次元波動方程式に帰着させるような変換が存
在しない．そこで，問題を 3次元に上げて解き，得られた解の公式を 2次元に落とす method of
descentという方法を用いる．

u ∈ C2([0,∞)× R2)が (6.1)の解であるとして，新しい関数 u ∈ C2([0,∞)× R3)を次で定義

する：

u(t, x1, x2, x3) := u(t, x1, x2).

同じように，g(t, x1, x2, x3) := g(t, x1, x2), h(t, x1, x2, x3) := h(t, x1, x2)とおくと，

utt −∆u = 0 in (0,∞)× R3

u = g, ut = h on {t = 0} × R3.

x = (x1, x2) ∈ R2, x = (x1, x2, 0) ∈ R3という記号を導入すれば，キリヒホッフの公式 (6.6)より，

u(t, x) = u(t, x) =
∂

∂t

(
t−
∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y)

)
+ t−
∫
∂B(x,t)

h(y) dS(y). (6.8)

ただし，B(x, t) = {z ∈ R3; |z − x| < t}. gが x3に依存しないので，右辺の最初の積分を

−
∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y) =
1

4πt2

∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y) =
2

4πt2

∫
B(x,t)

g(y)
√

1 + |∇γ(y)|2 dy

と書き換えることができる．ここで，γ は中心 x，半径 tの球面の式，γ(y) :=
√
t2 − |x− y|2,

y ∈ B(x, t)である．γの微分を計算して整理すると，

−
∫
∂B(x,t)

g(y) dS(y) =
t

2
−
∫
B(x,t)

g(y)√
t2 − |y − x|2

dy

となる．hに対して同じ計算をすれば，(6.8)が次の形になる：

u(t, x) =
1

2

∂

∂t

(
t2−
∫
B(x,t)

g(y)√
t2 − |y − x|2

dy

)
+
t2

2
−
∫
B(x,t)

h(y)√
t2 − |y − x|2

dy.

ここで，右辺の tについての微分を

∂

∂t

(
t2−
∫
B(x,t)

g(y)√
t2 − |y − x|2

dy

)
=

∂

∂t

(
t−
∫
B(0,1)

g(x+ tz)√
1− |z|2

dz

)

= −
∫
B(0,1)

g(x+ tz)√
1− |z|2

dz + t−
∫
B(0,1)

∇g(x+ tz) · z√
1− |z|2

dz

= t−
∫
B(x,t)

g(y)√
t2 − |y − x|2

dy + t−
∫
B(x,t)

∇g(y) · (y − x)√
t2 − |y − x|2

dy

と計算すれば，

u(t, x) =
1

2
−
∫
B(x,t)

tg(y) + t∇g(y) · (y − x) + t2h(y)√
t2 − |y − x|2

dy, t > 0, x ∈ R2 (6.9)

というポアソンの公式（Poisson’s formula）が得られる．

注 2次元の場合，(t, x)における解の値は初期値の円盤 B(x, t)全体での値に依存する．また，

ある点 x ∈ R2における初期値は錐 {(t, y); t > 0, |x − y| < t}全体での解の値に影響を与える．
よって，水面波のように，ある点で加えられた摂動の影響は先頭の波が通過してもいつまでも

残る．
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6.4 高次元の波動方程式

6.4.3 一般次元の場合

一般次元の解の公式の導出は上の考察と似ている．奇数次元ではうまく変換すれば半直線上

の 1次元波動方程式に帰着できるので，解の公式が得られる．一方では，偶数次元ではmethod of
descentを用いる．ここでは，結果だけ記す（詳細は [1], p.74を参照）．

定理 6.6 (奇数次元における波動方程式の解) n ∈ Nが 1より大きい奇数として，γn := 1 · 3 ·
5 · · · · · (n− 2)とおき，m := n+1

2 に対し g ∈ Cm+1(Rn), h ∈ Cm(Rm)とする．そのとき，

u(t, x) =
1

γn

[(
∂

∂t

)(
1

t

∂

∂t

)n−3
2

(
tn−2−

∫
∂B(x,t)

g dS

)
+

(
1

t

∂

∂t

)n−3
2

(
tn−2−

∫
∂B(x,t)

h dS

)]
(6.10)

は次を満たす．

(1) u ∈ C2([0,∞)× Rn),

(2) utt −∆u = 0 in (0,∞)× Rn,

(3) すべての x0 ∈ Rnに対し

lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

u(t, x) = g(x0), lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

ut(t, x) = h(x0).

定理 6.7 (偶数次元における波動方程式の解) n ∈ Nが偶数として，γn := 2 · 4 · 6 · · · · · nとお
き，m := n+2

2 に対し g ∈ Cm+1(Rn), h ∈ Cm(Rm)とする．そのとき，

u(t, x) =
1

γn

[(
∂

∂t

)(
1

t

∂

∂t

)n−2
2

(
tn−
∫
B(x,t)

g(y)√
t2 − |x− y|2

dy

)
(6.11)

+

(
1

t

∂

∂t

)n−2
2

(
tn−
∫
B(x,t)

h(y)√
t2 − |x− y|2

dy

)]

は次を満たす．

(1) u ∈ C2([0,∞)× Rn),

(2) utt −∆u = 0 in (0,∞)× Rn,

(3) すべての x0 ∈ Rnに対し

lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

u(t, x) = g(x0), lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

ut(t, x) = h(x0).

フーリエ変換による解法

フーリエ変換を用いた解法を簡単に説明する．ここで現れる積分が意味を持つためにどれだけの

データの正則性が必要かなどに関する考察を省略して，アイデアのみ形式的に紹介する．詳しい

解析は [2], p.145などを参照できる．
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6.4 高次元の波動方程式

n-次元波動方程式の初期値問題

utt − c2∆u = 0 in (0,∞)× Rn

u = 0, ut = h on {t = 0} × Rn

を考える．コンパクトな台をもつ十分滑らかな関数 gのフーリエ変換は式

ĝ(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·ξg(x) dx

で定義される．ただし，i =
√
−1，x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξnはベクトルの内積である．x, ξ, gが

実数値に制限するが，ĝは一般には複素関数である．

逆変換は

g(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

eix·ξ ĝ(x) dx

となるが，次に導く微分の式より，この逆変換が g ∈ Cs
0(Rn), s > nのときに正しいことがわかる．

gの微分のフーリエ変換を計算する：

∂̂xk
g(ξ) =

1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·ξ ∂

∂xk
g(x) dx = − 1

(2π)n/2

∫
Rn

∂

∂xk
e−ix·ξg(x) dx = iξkĝ(ξ).

この計算を繰り返せば，

D̂αg = (iξ)α ĝ

という公式が任意の多重指数 αについて得られる．

gの微分が ĝの iξとの積に変換されることを用いて，全空間での線形な偏微分方程式が簡単に

解ける．波動方程式の場合，初期値問題を空間変数についてフーリエ変換すると，

ûtt(t, ξ) + c2|ξ|2û(t, ξ) = 0 in (0,∞)× Rn

û(0, ξ) = 0, ût(0, ξ) = ĥ(ξ) on {t = 0} × Rn

という常微分方程式に関する初期値問題に帰着される．この解は

û(t, ξ) =
sin(c|ξ|t)
c|ξ|

ĥ(ξ)

であるから，逆変換の式を適用して形式的に

u(t, x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

eix·ξ
sin(c|ξ|t)
c|ξ|

ĥ(x) dx

という解の公式を得る．h ∈ Cn+3
0 (Rn)であれば，これで与えられる uが波動方程式の初期値問

題の解であることが確かめられる．

以上の解法では初期値 hを指数関数 eix·ξに分解して解を求めたが，より

一般的な plane waveに分解する方法の方が自然な場合もある．[2], p.158
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6.5 非斉次問題

6.5 非斉次問題

非斉次方程式に対する初期値問題

utt −∆u = f in (0,∞)× Rn

u = 0, ut = 0 on {t = 0} × Rn

を考える．Duhamelの原理を適用する．すなわち，s > 0に対する問題

utt(·; s)−∆u(·; s) = 0 in (s,∞)× Rn

u(·; s) = 0, ut(·; s) = f(·, s) on {t = s} × Rn

の解を u(t, x; s)として，

u(t, x) =

∫ t

0
u(t, x; s) ds, t ≥ 0, x ∈ Rn (6.12)

とおく．この関数が上の初期値問題の解であることを示す．

定理 6.8 n ≥ 2に対し f ∈ C [n/2]+1([0,∞) × Rn)であるとする．そのとき，(6.12)で定義さ
れる uは次を満たす．

(1) u ∈ C2([0,∞)× Rn),

(2) utt −∆u = f in (0,∞)× Rn,

(3) すべての x0 ∈ Rnに対し

lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

u(t, x) = 0, lim
(t,x)→(0,x0),t>0,x∈Rn

ut(t, x) = 0.

証明

nが奇数なら，[n/2] + 1 = n+1
2 となるので，定理6.6によりすべての s ≥ 0に対し

て u(·; s) ∈ C2([s,∞)× Rn)．よって，u ∈ C2([0,∞)× Rn). nが偶数のときは定理
6.7を用いる．
方程式が満たされることを確認するために，uの微分を計算する．

ut(t, x) = u(t, x; t) +

∫ t

0
ut(t, x; s) ds =

∫ t

0
ut(t, x; s) ds

utt(t, x) = ut(t, x; t) +

∫ t

0
utt(t, x; s) ds = f(t, x) +

∫ t

0
utt(t, x; s) ds

∆u(t, x) =

∫ t

0
∆u(t, x; s) ds =

∫ t

0
utt(t, x; s) ds

より uが utt −∆u = f の解であることがすぐに従う．また，u(0, x) = ut(0, x) = 0,
x ∈ Rnも明らかである．
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6.6 エネルギー法

例

n = 1のとき，ダランベールの公式より

u(t, x; s) =
1

2

∫ x+t−s

x−t+s
f(s, y) dy.

よって，

u(t, x) =
1

2

∫ t

0

∫ x+t−s

x−t+s
f(s, y) dy, t ≥ 0, x ∈ Rn.

n = 3のとき，キリヒホッフの公式より

u(t, x; s) = (t− s)−
∫
∂B(x,t−s)

f(s, y) dS(y).

よって，

u(t, x) =

∫ t

0
(t− s)

(
−
∫
∂B(x,t−s)

f(s, y) dS(y)

)
ds

=
1

4π

∫ t

0

∫
∂B(x,t−s)

f(s, y)

t− s
dS(y) ds =

1

4π

∫ t

0

∫
∂B(x,r)

f(t− r, y)

r
dS(y) dr

=
1

4π

∫
B(x,t)

f(t− |y − x|, y)
|y − x|

dy, t ≥ 0, x ∈ R3.

最後の被積分関数を電磁気学では遅延ポテンシャル（retarded potential）とよぶ．

一般の曲面Sに対するコーシー問題の解き方については [2], p.136で書か
れている．解が存在するには，非特性条件のほかに，曲面 Sが spacelike
であるという条件が必要になる．

6.6 エネルギー法

波動方程式の場合も付随するエネルギーを基にした考察から解の様々な性質がわかる．ここで

は，初期値境界値問題の解の一意性と有限伝播速度を例として挙げる．

定理 6.9 (波動方程式の解の一意性) Ω ⊂ Rn を滑らかな境界を持つ有界領域とし，ΩT :=

(0, T ]× Ω, ΓT := ΩT \ ΩT とする．そのとき，

utt −∆u = f in ΩT

u = g on ΓT

ut = h on {t = 0} × Ω

を満たす C2(ΩT )-関数は高々一つ存在する．

証明
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6.6 エネルギー法

解が u, ũと二つあると仮定すると，w := u− ũは次の条件を満たす：

wtt −∆w = 0 in ΩT

w = 0 on ΓT

wt = 0 on {t = 0} × Ω.

エネルギー汎関数を

e(t) :=
1

2

∫
Ω

[
w2
t (t, x) + |∇w(t, x)|2

]
dx, t ∈ [0, T ]

で定義すれば，eの時間微分は

e′(t) =

∫
Ω
[wtwtt +∇w · ∇wt] dx =

∫
Ω
wt(wtt −∆w) dx = 0

と計算される．境界条件 w = 0 on ΓT より wt = 0 on [0, T ] × ∂Ωが成り立つから，

上の計算では境界積分が出てこない．

t ∈ [0, T ]に対して e(t) = e(0) = 0が従うので，wt ≡ 0, ∇w ≡ 0を得る．しかし，

wが初期時刻において恒等的にゼロとなっているから，w ≡ 0 in ΩT．

定理 6.10 (有限な伝播速度) u ∈ C2((0,∞)×Rn)が波動方程式 utt− c2∆u = 0を (0,∞)×Rn

において満たすとする．もしある t0 > 0, x0 ∈ Rnに対して

u(0, x) ≡ ut(0, x) ≡ 0 for x ∈ B(x0, ct0)

ならば，

u ≡ 0 in C := {(t, x); t ∈ [0, t0], |x− x0| ≤ c(t0 − t)}.

したがって，B(x0, t0)の外側で起こされる摂動は Cにおける解の値に影響がなく，情報の伝播
速度が有限である．

証明
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6.7 演習問題

この事実をすでに定理6.6,6.7の公式をもって示したが，ここではエネルギーを用いた
より簡単な証明を紹介する．

e(t) :=
1

2

∫
B(x0,c(t0−t))

[
u2t (t, x) + c2|∇u(t, x)|2

]
dx, t ∈ [0, t0]

とすれば，

e′(t) =

∫
B(x0,c(t0−t))

[
ututt + c2∇u · ∇ut

]
dx− c

2

∫
∂B(x0,c(t0−t))

[
u2t + c2|∇u|2

]
dS

=

∫
B(x0,c(t0−t))

ut(utt − c2∆u) dx+ c2
∫
∂B(x0,c(t0−t))

∂u

∂ν
ut dS

− c
2

∫
∂B(x0,c(t0−t))

[
u2t + c2|∇u|2

]
dS

= c

∫
∂B(x0,c(t0−t))

[
c
∂u

∂ν
ut −

1

2
u2t −

c2

2
|∇u|2

]
dS

Cauchy-Schwarzの不等式とヤングの不等式（ab ≤ ε
2a

2 + 1
2εb

2, ε > 0）を用いて，

c

∣∣∣∣∂u∂ν ut
∣∣∣∣ ≤ c|∇u| |ut| ≤

1

2
u2t +

c2

2
|∇u|2

を得るので，e′(t) ≤ 0，すなわち e(t) ≤ e(0) = 0, t ∈ [0, t0]が従う．よって，Cにお
いて，ut ≡ 0, ∇u ≡ 0，初期条件を考慮して u ≡ 0が成り立つ．

6.7 演習問題

問題 6.17 電場E = (E1, E2, E3)と磁場B = (B1, B2, B3)がマクスウェル方程式

Et = curlB

Bt = −curlE

divB = divE = 0

を満たすとき，u = Eiおよび u = Bi, i = 1, 2, 3が utt −∆u = 0を満たすことを示せ．

問題 6.18 ([1], p.88) u ∈ C2((0,∞)× R)が 1次元波動方程式に対する初期値問題

utt − uxx = 0 in (0,∞)× R

u = g, ut = h on {t = 0} × R

の解であるとする．ただし，g, hの台がコンパクトである．運動エネルギー k(t)とポテンシャル

エネルギー p(t)を

k(t) :=
1

2

∫ ∞

−∞
u2t (t, x) dx, p(t) :=

1

2

∫ ∞

−∞
u2x(t, x) dx

で定義したとき，次のことを示せ．

(1) k(t) + p(t)が tに依らない，

(2) t0が存在し，k(t) = p(t) ∀t > t0.
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6.7 演習問題

問題 6.19 ([1], p.89) g, hをコンパクトな台をもつ滑らかな関数とし，uが

utt −∆u = 0 in (0,∞)× R3

u = g, ut = h on {t = 0} × R3

の解であるとする．そのとき，定数 C が存在し，

|u(t, x)| ≤ C

t
, t > 0, x ∈ R3

が成り立つことを示せ．

問題 6.20 ([2], p.46) Lu := utt−c2uxxと定義すると，u, vが十分滑らかならば，Lu = 0, Lv = 0

より L(utvt + c2uxvx) = 0が従うことを示せ．

また，Lu = Lv = 0 for (t, x) ∈ (0,∞)× (a, b)，そして u(t, a) = u(t, b) = v(t, a) = v(t, b) = 0な

らば，
d

dt

∫ b

a
(utvt + c2uxvx) dx = 0

が成り立つことを示せ．

問題 6.21 ([2], p.46) 初期値境界値問題

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 t > 0, x ∈ (0, l)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) x ∈ (0, l)

u(t, 0) = u(t, l) = 0 t > 0

の解をフーリエ級数

u(t, x) =

∞∑
n=1

[
an cos

(nπc
l
t
)
+ bn sin

(nπc
l
t
)]

sin
(nπ
l
x
)

の形で書いたとき，解のエネルギー

e(t) :=
1

2

∫ l

0
(u2t (t, x) + u2x(t, x)) dx

をフーリエ係数 an, bnを用いて表せ．

問題 6.22 ([2], p.46) 両端を 0の高さで固定された弦を

u(0, x) =
π

2
−
∣∣∣π
2
− x
∣∣∣ , ut(0, x) = 0 for x ∈ (0, π)

のように弾いたときの運動をフーリエ級数を用いて求め，そのエネルギーを計算せよ．

問題 6.23 ([2], p.46) f, g, h ∈ C2([0,∞))が

α(0) = g(0), α′(0) = h(0), α′′(0) = c2g′′(0)

を満たすとする．半直線上の初期値境界値問題

utt(t, x)− c2uxx(t, x) = 0 t > 0, x > 0

u(0, x) = g(x), ut(0, x) = h(x) x > 0

u(t, 0) = α(t) t > 0

の解を求め，C2-級であることを確かめよ．
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6.7 演習問題

問題 6.24 ([2], p.132) (1) n = 3のとき，波動方程式 utt − c2∆u = 0の原点に対して対称な解

uは，関数A,Bが存在し，

u(t, x) =
A(r + ct) +G(r − ct)

r
, r := |x|

の形で書けることを示せ．

(2) gを偶関数とした初期条件

u(0, x) = 0, ut(0, x) = g(r)

を満たす解が次で与えられることを確かめよ：

u(t, x) =
1

2c|x|

∫ |x|+ct

|x|−ct
ρg(ρ) dρ.

(3) (2)の gを

g(r) =

{
1, for r ∈ [0, a]

0, for r > a

としたとき，解 uを具体的に求め，utの t = 0, |x| = aにおける不連続性が集中して u自身

が点 (0, a/c)において不連続になることを確認せよ．

問題 6.25 ([2], p.132) n = 5のとき，波動方程式の解 uの球面上の平均 U(x; r, t)に対して定義

される関数

N(x; r, t) := r2Ur(x; r, t) + 3rU(x; r, t)

が 1次元の波動方程式を満たすことを確かめ，適切な初期条件を満たす uを極限

u(t, x) = lim
r→0+

N(x; r, t)

3r

として求めよ．

問題 6.26 ([2], p.133) n = 3において弾性波の方程式(
∂2

∂t2
− c21∆

)(
∂2

∂t2
− c22∆

)
u(t, x) = 0

を考える．ただし，c1, c2 > 0は異なる定数である．

(1) 方程式の解 uの球面上の平均 U(x; r, t)が(
∂2

∂t2
− c21

∂2

∂r2

)(
∂2

∂t2
− c22

∂2

∂r2

)
(rU(x; r, t)) = 0

を満たすことを示せ．

(2) (1)の方程式の解 rU が

A1(r + c1) +A2(r − c1t) +B1(r + c2t) +B2(r − c2t)

の形をもつことを示せ．
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(3) (1)と (2)を用いて，弾性波方程式の初期値問題を解け．

問題 6.27 ([2], p.133) 次元 n = 3において，u ∈ C2が utt − c2∆u = 0を t > 0, x ∈ R3で満た

すとする．さらに，

U(t) =
∑
|α|≤2

∫
R3

|Dαu(t, x)| dx <∞ for t = 0

が成り立つことを仮定する．

(1) uによらない定数K が存在し，

|u(t, x)| ≤ K

t
U(0), t > 0

が成り立つことを示せ．（ヒント：解の公式の積分を球 {x ∈ R3; |x− y| < ct}に変換する．）

(2) もし

lim
t→∞

U(t)

t
= 0

が成り立つならば，uが恒等的にゼロ関数になることを示せ．（ヒント：(1)を v(t, x, T ) :=

u(T − t, x)という関数に適用する．）

問題 6.28 ([2], p.135) （1次元）電信方程式に対する初期値問題

utt = c2ux1x1 − c2λ2u

u(0, x1) = 0, ut(0, x1) = ψ(x1)

の解が

u(t, x) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
J0

(
λ(c2t2 − (x− y)2)

)
ψ(y) dy

で与えられることを示せ．ここで，

J0(z) =
2

π

∫ π/2

0
cos(z sin θ) dθ

はベッセル関数である．

（ヒント：Method of descentを適用し，関数 cos(λx2)u(t, x1)が満たす 2次元波動方程式に対する
解の公式を用いる．）

References

[1] L. C. Evans: Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 1998.

[2] F. John: Partial Differential Equations, Springer, 1982.

修正リスト：

1. ７月３日：補題6.5のあとの計算で，「3 行目の式は (6.2) で r → 0+ とすることで得られる」の式番号を修正．

2. ７月３日：上の項目のすぐ下の Ũ の式における G̃(r − t) を G̃(t− r) に修正．

3. ７月３日：定理6.10の証明で，e(t) の定義の積分範囲を B(x0, c(t0 − t)) に修正．

2015年 7月 2日 157 Karel Švadlenka



7広義解について

概要
この講義では偏微分方程式を解く関数空間を広げることにより，解の存在をより簡単に証明する方法
のアイデアを紹介する．解の入る空間を広げることで解の正則性が下がってしまうが，解が実際には
滑らかであることを示す正則性理論の基礎についても触れる．

7.1 弱解のアイデア

広義解（弱解）のアイデアを説明するには次のポアソン方程式に対する境界値問題を考える：

−∆u(x) = f(x) for x ∈ Ω, (7.1)

u(x) = 0 for x ∈ ∂Ω. (7.2)

これから，この問題に対しいわゆる弱形式を導出する．基本的には 2種類の解を考えることが
できる：

• 古典解： Ω上で (7.1)をみたし，∂Ω上で (7.2)をみたす関数 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)のことであ
る．

しかし，実際の現象では解がそれほど滑らかでないことがよくある（例えば，飛行機が飛ぶ

ときに空気の流れに衝撃波が生じ，圧力や速度がジャンプする）．このような場合に対処す

るには，より広い関数クラスで解を探さなければならない．

• 弱解（広義解）: 弱い方程式はテスト関数（試験関数）φ ∈ C∞
0 (Ω)を方程式 (7.1)にかけて，

Ω上で積分し，一部の微分をテスト関数に移すことにより得られる．このようにして，古

典解ほど滑らかでなくてもよい解が定義できる．

以上の手順を実際に行ってみよう．

1. 方程式にテスト関数 φ ∈ C∞
0 (Ω)（付録１を参照）をかけて，Ω上で積分する：

−∆u = f ⇒
∫
Ω
−∆uφdx =

∫
Ω
fφ dx

2. グリーンの定理を使って，一つの微分をテスト関数に移す：∫
Ω
−∆uφdx =

∫
Ω
fφ dx ⇒

∫
Ω
∇u · ∇φdx−

∫
∂Ω

∂u

∂n
φdS =

∫
Ω
fφ dx

関数 φの境界 ∂Ω上の値が零であるから，境界積分が消え，∫
Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀ φ ∈ C∞

0 (Ω)

が得られる．
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定義 7.1 (弱解) 問題 (7.1),(7.2)の弱解は次の関係式を満たす関数 u ∈ H1
0 (Ω)である：∫

Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (7.3)

ここで H1
0 (Ω)という新しい空間が出てきたが，これはあとで説明するソボレフ空間である．

新しい定義式 (7.3)は次のような利点がある：

• 一つの微分がテスト関数に移され，新しい式では uの１階微分しか出てこないので，弱解

は１階微分があれば十分である．

• uとその１階微分は連続でなくてもかまわない．つまり，式を領域全体で積分しているので，

弱解とその微分は各点で定義される関数でなくても，可積関数であれば十分である．

• 弱形式は数値計算のスキームを作るときの出発点となる（例えば，有限要素法）．

この利点を活かして，解を求める関数空間を C2関数より大きい空間に広げる．このような設定

に最も適している空間はソボレフ空間である．以下はソボレフ空間について簡単に説明する．

7.2 ソボレフ空間

まずは，Lp空間について復習しておく．

1 ≤ p ≤ ∞,開集合 Ω ⊂ Rn と可測な関数 f : Ω → Rに対し，

∥f∥Lp(Ω) :=


(∫

Ω |f |p dx
)1/p

if 1 ≤ p <∞
ess supΩ |f | if p = ∞

というノルムを定義する．Lp(Ω)は以下のように定義される線形空間（付録２を参照）である：

Lp(Ω) = {f : Ω → R ; ∥f∥Lp(Ω) <∞}

ほとんどいたるところで等しくなる関数を同一視すれば，Lp(Ω)はバナッハ空間（付録３を参照）

になる．

補題 7.2 (Hölder不等式) 1 ≤ p, q ≤ ∞を 1
p + 1

q = 1を満たすように任意に選ぶ．そのとき，

u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω)に対し次が成り立つ：∫
Ω
|uv| dx ≤ ∥u∥Lp(Ω)∥v∥Lq(Ω).

例

• 領域 Ωが有界ならば，p > 0に対して任意の連続な関数 f が Lp(Ω)に入る：

∥f∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f |p dx

)1/p
≤
(
max
x∈Ω

|f |p
∫
Ω
1 dx

)1/p
= max

x∈Ω
|f | · |Ω|1/p
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• 領域 Ωが有界でなければ，連続関数 f が Lp(Ω)に入るとは限らないが，関数が無限遠方で

十分速く減衰すれば Lp(Ω)に属する．例えば，f(x) = x−1 という関数は L2(1,∞)に属す

るが，L1(1,∞)に属しない：

∥x−1∥L2(1,∞) =
(∫ ∞

1

1

x2
dx
)1/2

=

[
−1

x

]∞
1

= 1

∥x−1∥L1(1,∞) =

∫ ∞

1

1

x
dx = [log x]∞1 = ∞

• 無限大に発散しているがLp空間に属する関数もある．例えば，関数 f(x) = 1/
√
xはL1(0, 1)

に入る：

∥1/
√
x∥L1(0,1) =

∫ 1

0

1√
x
dx =

[
2
√
x
]1
0
= 2.

ソボレフ空間は微分が Lp-空間に属するような関数の空間である．このとき，微分が各点で定
義される連続な関数でなくても，その Lp-ノルムが意味をもつので，微分の概念もいわゆる「弱
微分」へ拡張する．

弱微分の定義は関数 u ∈ C1(Ω)とテスト関数 φ ∈ C∞
0 (Ω)に対して成り立つ以下の部分積分の

公式に動機づけられる： ∫
Ω
uφxi dx = −

∫
Ω
uxiφ, i = 1, . . . , n.

φが Ωの中にコンパクトな台を持ち，境界 ∂Ωの近傍で恒等的にゼロであるから，境界上の積分

は現れない．ここで，上式の左辺が L1(Ω)に属する関数 uに対しても意味をもつことに注意しよ

う．この事実を利用した弱微分の定義は以下のようになる．

定義 7.3 (弱微分) u, v ∈ L1
loc(Ω)，αを多重指数とする．全てのテスト関数φ ∈ C∞

0 (Ω)に対し∫
Ω
uDαφdx = (−1)|α|

∫
Ω
vφ dx

が成り立つとき，v が uの Dα-弱（偏）微分であるといい，v = Dαuと書く．（そのような関数

v ∈ L1(Ω)が存在しなければ，uが弱偏微分を持たないことになる．）

補題 7.4 弱微分は存在するとき，測度ゼロの集合を除いて一意に決まる．

証明

v, ṽ ∈ L1
loc(Ω)が∫
Ω
uDαφdx = (−1)|α|

∫
Ω
vφ dx = (−1)|α|

∫
Ω
ṽφ dx ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)

を満たすとすると， ∫
Ω
(v − ṽ)φdx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)

が成り立つので，v − ṽ = 0 a.e. in Ωが従う．

2015年 7月 9日 160 Karel Švadlenka



7.2 ソボレフ空間

例 n = 1， Ω = (0, 2)とし，関数

u(x) =

{
x if 0 < x ≤ 1

1 if 1 ≤ x < 2

を考える．この関数の弱微分は

v(x) =

{
1 if 0 < x ≤ 1

0 if 1 < x < 2

となる．

それを確かめるために，次のように計算すればよい：∫ 2

0
uφ′ dx =

∫ 1

0
xφ′ dx+

∫ 2

1
φ′ dx = −

∫ 1

0
φdx+ φ(1)− φ(1) = −

∫ 2

0
vφ dx.
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例 今度は関数 uを以下のように定義する．

u(x) =

{
x if 0 < x ≤ 1

2 if 1 ≤ x < 2

この場合は，u′は弱い意味でも存在しない．

ソボレフ空間W 1,p(Ω)を定義するための準備ができた．リプシッツ連続な境界をもつ有界領域

Ω ⊂ Rnのみ考える．実際の問題を考える場合，これは十分広いクラスである．

定義 7.5 (ソボレフ空間) ソボレフ空間W 1,p(Ω)は，次の性質を満たす関数 uからなる空間で

ある．u : Ω → Rは局所可積関数で，その弱微分 uxi が n = 1, . . . , nに対し存在し，uと uxi がと

もに Lp(Ω)に属するものである．

p = 2の場合，H1(Ω) =W 1,2(Ω)という記号を用いることが多い．

W 1,p(Ω)のノルムは次のように定義される：

∥u∥W 1,p(Ω) :=

{ (∫
Ω(|u|

p +
∑n

i=1 |uxi |p) dx
)1/p

(1 ≤ ∞)

ess supΩ|u|+
∑n

i=1 ess supΩ|uxi | (p = ∞)

注 高階のソボレフ空間W k,p(Ω)は k-階までのすべての微分が Lp(Ω)に属するような関数の空

間として定義される．
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補題 7.6 1 ≤ p ≤ ∞に対しソボレフ空間W 1,p(Ω)はバナッハ空間である．

証明

まず，∥ · ∥W 1,p(Ω)がノルムであることを確かめる．三角不等式以外は簡単であるか

ら，ミンコフスキー不等式

f, g ∈ Lp(Ω) ⇒ ∥f + g∥Lp(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) + ∥g∥Lp(Ω)

を用いて三角不等式のみ示す：

∥u+ v∥W 1,p(Ω) =

(
∥u+ v∥pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥uxi + vxi∥
p
Lp(Ω)

)1/p

≤

((
∥u∥Lp(Ω) + ∥v∥Lp(Ω)

)p
+

n∑
i=1

(
∥uxi∥Lp(Ω) + ∥vxi∥Lp(Ω)

)p)1/p

≤

(
∥u∥pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥uxi∥
p
Lp(Ω)

)1/p

+

(
∥v∥pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥vxi∥
p
Lp(Ω)

)1/p

.

最後の不等式ではミンコフスキー不等式の離散版(
N∑
k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤

(
N∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
N∑
k=1

|bk|p
)1/p

を用いた．

次に W 1,p(Ω) の完備性を示す．{um} を W 1,p(Ω) のコーシー列とすると，{um}
と {(um)xi} が Lp(Ω) のコーシー列になる．Lp(Ω) は完備であるので，関数

u, u1, u2, . . . , un ∈ Lp(Ω)が存在し，

um → u, (um)xi → ui, i = 1, 2, . . . , n in Lp(Ω).

あとは，u ∈W 1,p(Ω), uxi = uiを示せばよい．φ ∈ C∞
0 (Ω)に対して，∫

Ω
uφxi dx = lim

m→∞

∫
Ω
umφxi dx = − lim

m→∞

∫
Ω
(um)xiφdx = −

∫
Ω
uiφdx.

よって，uiは uの xiについての弱微分であり，(um)xi → uxi in Lp(Ω)が成り立つ．

すなわち，um → u in W 1,p(Ω).

注 (H1空間について)

• 空間H1(Ω)はヒルベルト空間（付録 4）で，内積は以下のように与えられる：

(f, g) :=

∫
Ω
(fg +∇f · ∇g) dx.

• 次の関係が成り立つ
∥v∥2H1(Ω) = ∥v∥2L2(Ω) + ∥∇v∥2L2(Ω).

• 上の関係より H1(Ω) ⊂ L2(Ω)が得られる．
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• 1変数（1次元）の場合，H1-関数は 1
2 -ヘルダー連続である．これはヘルダー不等式を用い

て示される．Ω = (0, 1)として，y, z ∈ Ωならば，

|v(z)− v(y)| =
∣∣∣ ∫ z

y
v′(x) dx

∣∣∣ ≤ |z − y|1/2
(∫ z

y
|v′(x)|2 dx

)1/2
≤ ∥v∥H1(0,1)|z − y|1/2.

例 Ω = B(0, 1)を原点を中心とする R3の単位球とする．そのとき，関数

u(x) = |x|−1/4 (x ̸= 0)

はH1(Ω)に属する．（uは連続ではないことに注意！）

これを示すには，形式的に偏微分を計算する：

uxi(x) =
−xi

4|x|9/4
, x ̸= 0. (7.4)

従って，

|∇u(x)| = 1

4|x|5/4
, x ̸= 0.

関数が原点で発散するので，原点のまわりの半径 ϵの小さなボールをくり抜いて ϵ→ 0とするこ

とによって，弱微分の存在を示す．グリーンの定理を使って，∫
Ω\B(0,ϵ)

uφxi dx = −
∫
Ω\B(0,ϵ)

uxiφdx+

∫
∂B(0,ϵ)

uφni dS,

ここで，n = (n1, n2, n3)はB(0, ϵ)の内向き単位法線ベクトルである（すなわち，ni = −xi/|x|）．
境界上の積分は ϵが小さくなれば，0に近づく：∣∣∣∣∣

∫
∂B(0,ϵ)

uφni dS

∣∣∣∣∣ ≤ max
Ω

|φ|
∫
∂B(0,ϵ)

ϵ−1/4 dS ≤ Cϵ2−1/4 → 0, as ϵ→ 0.

よって，(7.4)で定義される関数は uの弱微分である．さらに，∫
Ω
|∇u|2 dx =

1

16

∫
Ω
|x|−5/2 dx =

1

16

∫ 1

0

∫
∂B(0,ρ)

ρ−5/2 dS dρ

=
1

16

∫ 1

0
4πρ2ρ−5/2 dρ =

π

4

∫ 1

0
ρ−1/2 dρ =

π

2
<∞.

同様に，
∫
Ω u

2 dx = 8π/5 <∞と計算できるので，u ∈ H1(Ω)とわかる． ■

境界値問題では (7.2)のような境界条件がつくので，ソボレフ空間のなかで解を求めるなら，ソ
ボレフ空間に属する関数の境界値に意味を持たせる必要がある．

W 1,p
0 (Ω)は C∞

0 (Ω)のW 1,p(Ω)における閉包を表す記号である．それは，u ∈ W 1,p
0 (Ω)であ

れば，関数列 um ∈ C∞
0 (Ω)が存在し，W 1,p(Ω)のノルムで um → uが成り立つことを意味する．

p = 2の場合，H1
0 (Ω) =W 1,2

0 (Ω)と書くことが普通である．

H1
0 (Ω)をΩの境界上でゼロになるようなH1(Ω)‐関数として捉えることができる．H1(Ω)の

関数は測度ゼロの集合での値を好きに変えても同じ関数であり，境界の測度がゼロであるという
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ことから，上の「境界上でゼロになる」という発言は意味がない．しかし，トレース・オペレー

タを導入することにより，H1-関数に対しある種の境界値が定義できることがわかるので，この
発言通りに考えても差し支えない．この境界値のことをトレース（跡）とよぶ．

定理 7.7 (トレースの定理) リプシッツ領域 Ωに対し次の条件を満たす有界線形作用素 γ :

H1(Ω) → L2(∂Ω)がただ一つ存在する：

γv = v
∣∣∣
∂Ω

∀v ∈ C∞(Ω̄).

証明は [2], p.258を参照．

そこで，以下の定理により，空間H1
0 (Ω)を次のように定義することができる：

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) ; γv = 0 on ∂Ω}.

定理 7.8 (0のトレース) Ωを C1-級の境界をもつ有界領域とする．v ∈W 1,p(Ω)ならば，

v ∈W 1,p
0 (Ω) ⇔ γv = 0 on ∂Ω

が成立する．

証明は [2], p.259を参照．

命題 7.9 (Friedrichs不等式，またはポアンカレ不等式) 領域 Ωがリプシッツ境界をもつとす

る．そのとき，定数 CF が存在し，

∥v∥H1(Ω) ≤ CF |v|H1(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

が成り立つ．ここで，| · |H1(Ω)は以下のように定義される半ノルムである：

|v|H1(Ω) :=
(∫

Ω
|∇v|2

)1/2
. ■

（vの境界上のトレースが零であるということは重要である！）

Friedrichs不等式は，H1(Ω)のノルムと半ノルムがH1
0 (Ω)の関数に対し同等であることを言っ

ている．つまり，定数 c > 0が存在し，

c∥v∥H1(Ω) ≤ |v|H1(Ω) ≤ ∥v∥H1(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω).

ソボレフ空間の基本的な性質は [2], p.247–289または [3], p.144–173で紹
介されている．詳しい性質は [1]を参照するとよい．
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7.3 弱解の存在と一意性

ポアソン方程式などの偏微分方程式に対する境界値問題の古典解の存在を示すことが簡単では

ない（以前に，領域が球の場合のみ示した）．しかし，弱解の存在は Lax-Milgramの定理という
一般的な結果を適用するだけで容易に証明できる．この定理は与えられた双一次形式 aと有界線

形汎関数 F に対する a(u, ·) = F (·)という方程式の解の存在を保証するものである．双一次形式
とは空間H に対しH ×H 上で定義された写像 a(·, ·)で，固定した任意の v ∈ H に対し a(v, ·)と
a(·, v)が線形写像であるような写像である．

定理 7.10 (Lax-Milgramの定理) Hをヒルベルト空間とする．双一次形式 a : H ×H → Rは，
α, β > 0が存在し以下の２つの条件を満たすものであるとする：

(連続性) |a(u, v)| ≤ α∥u∥ ∥v∥ ∀u, v ∈ H (7.5)

(強圧性) a(u, u) ≥ β∥u∥2 ∀u ∈ H (7.6)

そのとき，任意の有界な線形汎関数 F : H → R（付録５を参照）に対し，

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ H (7.7)

を満たす u ∈ H がただ一つ存在する．

証明

u ∈ Hを固定すれば，v 7→ a(u, v)という写像はH上の有界線形作用素である．よっ

て，リースの定理（付録 5）を適用すると，H の元 wが存在し，a(u, v) = (w, v)が

すべての v ∈ H について成り立つことがわかる．wは uに依存するので，w = Au

と表記する：

a(u, v) = (Au, v) u, v ∈ H. (7.8)

A : H → H が有界線形作用素であることを示す．(7.8)と a(·, v)の線形性を使って，

(A(a1u1 + a2u2), v) = (a1Au1 + a2Au2, v) ∀v ∈ H

が簡単に得られる．上の式がすべてのv ∈ Hについて成り立つので，A(a1u1+a2u2) =

a1Au1 + a2Au2が従う．また，

∥Au∥2H = (Au,Au) = a(u,Au) ≤ α∥u∥H∥Au∥H

より，∥Au∥H ≤ α∥u∥H , u ∈ H，有界性を得る．

次に，Aが全単射であることを示す．

β∥u∥2H ≤ a(u, u) = (Au, u) ≤ ∥Au∥H∥u∥H

より β∥u∥H ≤ ∥Au∥Hが従うので，Aが単射であることがわかる．また，この不等式
よりAの値域R(A)がH の閉集合であることが従う（どのように？）ので，R(A)⊥

を定義できる．もし，R(A) ̸= H なら，ゼロでない元w ∈ R(A)⊥が存在する．しか

し，これは β∥w∥2H ≤ (Aw,w) = 0と矛盾するので，R(A) = H .
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リースの定理より，汎関数 F に対し f ∈ H が存在し，

F (v) = (f, v) v ∈ H

と書ける．Aが全単射より，Au = f を満たす u ∈ H があり，

a(u, v) = (Au, v) = (f, v) = F (v) v ∈ H.

よって，uは (7.7)の解である．
もし，u, ũが二つの解ならば，v := u− ũとすることで，

β∥u− ũ∥2H ≤ a(u− ũ, u− ũ) = a(u, v)− a(ũ, v) = F (v)− F (v) = 0

より一意性が従う．

注 双一次形式aが対称（つまり，a(u, v) = a(v, u), u, v ∈ H）ならば，(u, v)a := a(u, v)がHの

内積になるので，Lax-Milgramの定理はリースの表現定理よりすぐに従う．つまり，Lax-Milgram
の定理の意義は，aが対称でなくても解が存在するところにある．

Lax-Milgramの定理を用いて，

−∆u = f in Ω, (7.9)

u = 0 on ∂Ω. (7.10)

という線形な境界値問題を例にとって，弱解の存在を示す．この問題の弱解は次の式で定義される：∫
Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (7.11)

双一次形式 aと線形汎関数 F を

a(u, φ) :=

∫
Ω
∇u · ∇φdx, u, φ ∈ H1

0 (Ω)

F (φ) :=

∫
Ω
fφ dx, φ ∈ H1

0 (Ω)

で定義すると，次の問題の解の存在を証明することになる：

a(u, φ) = F (φ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Lax-Milgramの定理の仮定が満たされていることを確かめればよい：

• H = H1
0 はヒルベルト空間である（ノルムは ∥ · ∥H1(Ω)とする）．

• a : H ×H → Rは双一次形式である．

• aは連続である：

|a(u, v)| =
∣∣∣ ∫

Ω
∇u · ∇v dx

∣∣∣ ≤ (∫
Ω
|∇u|2 dx

)1/2(∫
Ω
|∇v|2 dx

)1/2
≤ ∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω)

ここで，p = q = 2の指数に対しヘルダー不等式を用いた．
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• aは強圧である（Friedrichs不等式より従う）：

a(u, u) =

∫
Ω
|∇u|2 dx = |u|2H1(Ω) ≥

1

C2
F

∥u∥2H1(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

• F : H → Rは有界線形汎関数である．ただし，f ∈ L2(Ω)とする必要がある．実際，ヘル

ダー不等式より，

|F (u)| =
∣∣∣∣∫

Ω
fu dx

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥L2(Ω)∥u∥L2(Ω) ≤ ∥f∥L2(Ω)∥u∥H1(Ω).

すべての仮定が満たされているので，Lax-Milgramの定理の応用により次の結果が得られた．

定理 7.11 (存在定理) Ωがリプシッツ境界をもつ領域で，f ∈ L2(Ω)のとき，問題 (7.9),(7.10)
に対しただ一つの弱解が存在する．弱解は (7.11)で定義される．

より一般的な楕円型方程式への Lax-Milgramの定理の適用については，
[2], p.297を参照．

7.4 正則性理論

前節では，ポアソン方程式−∆u = f の弱解 u ∈ H1
0 の存在を示したが，f が正則ならば弱解

uも正則であることが期待できる．実際，方程式を全空間で考え形式的に計算してみると，∫
f2 =

∫
(∆u)2 =

∑
i,j

∫
uxixiuxjxj = −

∑
i,j

∫
uxixixjuxj =

∑
i,j

∫
uxixjuxixj =

∫
|D2u|2.

つまり，f ∈ L2ならば，uの 2階微分もすべて L2に入り，u ∈ H2 :=W 2,2を得る．

さらに，方程式を xkについて微分すれば ũ := uxk
が−∆ũ = fxk

を満たすので，同様な計算に

より uの 3階微分の L2ノルムが f の 1階微分の L2ノルムでコントロールできることがわかる．

大雑把に言えば，「uは L2において f より 2つ多くの微分をもつ」ことになる．

ソボレフ空間W k,pが係数 k, pと次元 nに応じて，ある空間 C lの部分空間になっていること

が知られているから，このような考察から解の微分可能性を示すこともできる．

しかし，H1
0 という正則性しかもたない弱解 uに対して，少なくとも u ∈ C3を必要とする上

の形式的な計算が正当化されない．そこで，上のアイデアを使うには，足りない 2つの微分を差
分の形（つまり，微分の定義に出てくる「極限をとる前の」量の形）で表すことにする．

定義 7.12 (差分係数) u ∈ L1
loc(Ω), U ⊂⊂ Ωとする．

Dh
ku(x) :=

u(x+ hek)− u(x)

h
, k = 1, . . . , n, x ∈ U, h ∈ R, 0 < |h| < dist(U, ∂Ω)

を差分係数（difference quotient）とよぶ．また，Dhu := (Dh
1 , . . . , D

h
n)とおく．
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定理 7.13 (差分係数と弱微分) (i) u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞とする．そのとき，U ⊂⊂ Ω

に対し定数 C があって，

∥Dhu∥Lp(U) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω) for all 0 < |h| < 1

2
dist(U, ∂Ω)

が成り立つ．

(ii) u ∈ Lp(U), 1 < p <∞に対し

∥Dhu∥Lp(U) ≤ C for all 0 < |h| < 1

2
dist(U, ∂Ω)

を満たすような定数 C が存在するならば，

u ∈W 1,p(U), ∥∇u∥Lp(U) ≤ C

が成り立つ．

証明はこの講義で扱っていない結果（ソボレフ関数の滑らかな関数によ

る近似や Lp-空間における弱収束）を使っているので，ここでは省略す
る．[2], p.277を参照．

7.4.1 内部の正則性

定理 7.14 (内部のH2-正則性) Ω ⊂ Rnが有界領域であるとする．u ∈ H1(Ω)が f ∈ L2(Ω)に

対するポアソン方程式

−∆u = f in Ω

の弱解ならば，u ∈ H2
loc(Ω)で，

∥u∥H2(U) ≤ C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥L2(Ω)

)
が任意の U ⊂⊂ Ωに対して成り立つ．ただし，C は U と Ωにのみ依存する定数である．

証明
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証明のアイデアは弱形式∫
Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (7.12)

においてテスト関数 φを解 uの 2階差分係数として選んで，この節のはじめの形式
的な計算の流れで評価を行うことである．しかし，境界の影響をさけるために，境

界から正の距離で離れた集合 V に制限する役割をもつ cut-off関数 ζ を介した

φ := −D−h
k (ζ2Dh

ku)

という形で用いる必要がある．ここで，U ⊂⊂ V ⊂⊂ Ωに対し，滑らかな cut-off関
数 ζ を次の条件を満たすように選ぶ：

0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 1 on U, ζ ≡ 0 on Rn \ V.

また，差分係数が定義されるように |h|を十分小さくとる．
最初に，(7.12)の左辺を評価する．∫

Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
∇u ·D−h

k

[
∇(−ζ2Dh

ku)
]
dx

=

∫
Ω
Dh

k(∇u) · ∇(ζ2Dh
ku) dx

=

∫
Ω
Dh

k(∇u) ·Dh
k(∇u)ζ2 dx+

∫
Ω
Dh

k(∇u) · 2ζ∇ζDh
ku dx.

ただし，最初の等式では次の部分差分の公式を用いた：∫
Ω
vD−h

k w dx = −
∫
Ω
wDh

kv dx.

最後の積分を，∇ζ が U, V にしか依らない定数でおさえられることと，ヤングの不

等式 ab ≤ 1
2C a

2 + C
2 b

2を用いて評価する：∣∣∣∣∫
Ω
Dh

k(∇u) · 2ζ∇ζDh
ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω
|Dh

k(∇u)| |Dh
ku|ζ dx

≤ 1

2

∫
Ω
|Dh

k (∇u)|2ζ2 dx+ C

∫
V
|Dh

ku|2 dx.

最後の積分に定理7.13を適用すると，合わせて∫
Ω
∇u · ∇φdx ≥ 1

2

∫
Ω
|Dh

k(∇u)|2ζ2 dx− C

∫
Ω
|∇u|2 dx

を得る．cut-off関数を二乗で入れることにより微分したあと ζ が一つ残り，ヤング

の不等式を使って高次の項を左辺に吸収させることができたことに注意する．

右辺を評価するために，再び定理7.13を利用して
∫
φ2を評価しておく：∫

Ω
φ2 dx ≤ C

∫
Ω
|∇(ζ2Dh

ku)|2 dx ≤ C

∫
V
(|Dh

ku|2 + ζ2|Dh
k(∇u)|2) dx

≤ C̃

∫
Ω
(|∇u|2 + ζ2|Dh

k(∇u)|2) dx.
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よって，ヤングの不等式より∫
Ω
|fφ| dx ≤ 1

4C̃

∫
Ω
φ2 dx+C

∫
Ω
f2 dx ≤ 1

4

∫
Ω
ζ2|Dh

k(∇u)|2 dx+C
∫
Ω
(|∇u|2+f2) dx

を得る．両辺の評価を合わせると，∫
U
|Dh

k(∇u)|2 dx ≤ C

∫
Ω
(|∇u|2 + f2) dx.

定理7.13をもう一度利用すれば，∇u ∈ (H1
loc(Ω))

nがわかる．よって，u ∈ H2
loc(Ω)

で，

∥u∥H2(U) ≤ C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥H1(Ω)

)
を満たす．

この評価の右辺を改良する．ζ の台の情報を考慮すると，右辺の量を

C
(
∥f∥L2(V ) + ∥u∥H1(V )

)
にしてもかまわないことがわかる．そこで，新たな

cut-off関数 ζ̃ を

0 ≤ ζ̃ ≤ 1, ζ̃ ≡ 1 on V, ζ̃ ∈ C∞
0 (Ω)

のように選んで，(7.12)に φ := ζ̃2uと代入すると，上と同様な計算で∫
Ω
|∇u|2ζ̃2 dx ≤ C

∫
Ω
(u2 + f2) dx

を得る．したがって，

∥u∥H1(V ) ≤ C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥L2(Ω)

)
より定理の評価式が示された．

注

(1) 定理では uの境界上のトレースについて何も仮定しない．以下の高次正則性に関する定理

でわかるように，内部での正則性は境界条件と関係なく決まる．

(2) u ∈ H2
loc(Ω)が得られれば，弱解の定義式 (7.12)でグリーンに定理を用いることができ，∫

Ω
(∆u+ f)φdx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)

が従うので，方程式−∆u = f がほとんどいたるところで満たされることがわかる．

H2-正則性に関する定理を利用して，数学的帰納法で次の定理が示される．

定理 7.15 (内部の高次正則性) Ω ⊂ Rnを有界領域，m ∈ Nとする．u ∈ H1(Ω)が f ∈ Hm(Ω)

に対するポアソン方程式

−∆u = f in Ω

の弱解ならば，u ∈ Hm+2
loc (Ω)で，

∥u∥Hm+2(U) ≤ C
(
∥f∥Hm(Ω) + ∥u∥L2(Ω)

)
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が任意の U ⊂⊂ Ωに対して成り立つ．ただし，C は U と Ωにのみ依存する定数である．

この結果を微分可能性についての情報に還元するときは，ソボレフ空間に関する埋蔵定理を適

用すればよい．例として次の埋蔵定理を紹介する．

定理 7.16 (ソボレフ不等式) Ω ⊂ Rnを C1-級の境界をもつ有界領域とする．

k >
n

p

なる kに対して u ∈W k,p(Ω)ならば，

u ∈ C
k−[n

p
]−1,γ

(Ω),

そして

∥u∥
C

k−[np ]−1,γ
(Ω)

≤ C(k, p, n, γ,Ω)∥u∥Wk,p(Ω)

が成立する．ただし，

γ =

{ [
n
p

]
+ 1− n

p (np ̸∈ Nのとき)

(0, 1)の任意の実数 (np ∈ Nのとき)
.

ここで，C l,γ は l-階微分が γ-ヘルダー連続になる関数の空間である．

例えば，3次元空間（n = 3）で考えると，p = 2であるから，k > n
p という条件は k ≥ 2と

同値である．よって，ポアソン方程式の右辺が f ∈ Hm（m ≥ 0）ならば，弱解はHm+2となり，

上の埋蔵定理を用いると，uが領域の内部でm-回微分可能（正確にはm-階微分がヘルダー連続
である）ということがわかる．当然ながら，f ∈ C∞(Ω)のとき，u ∈ C∞(Ω)が従う．

7.4.2 境界上の正則性

右辺の関数 f が滑らかであれば，弱解が境界まで滑らかであることが示される．証明の手順は，

境界 ∂Ω上の点を定めて，まずはこの点の近傍で境界が超平面である場合を考える．その場合は

内部での正則性と似た方法で境界までの正則性を出すことができる．選んだ点のまわりの境界が

超平面でない場合は，境界をまっすぐにする変換を考える．境界が十分滑らかであれば，この変

換により係数や右辺関数の滑らかさなどの偏微分方程式の性質が保たれるので，超平面の場合の

解析に帰着できる．ただし，ポアソン方程式を考えても，変換後の方程式は一般の線形楕円型方

程式になり，そのような一般の方程式に対する評価が必要になる．この評価はポアソン方程式と

本質的には変わらないが，ここでは紹介していないため，変換後の解析の部分を省略する（詳し

くは [2], p.308を参照）．

定理 7.17 (境界までの H2-正則性) Ω ⊂ Rn が C2-級の境界をもつ有界領域であるとする．
u ∈ H1

0 (Ω)が f ∈ L2(Ω)に対するポアソン方程式の境界値問題

−∆u = f in Ω

u = 0 on ∂Ω
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の弱解ならば，u ∈ H2(Ω)で，

∥u∥H2(Ω) ≤ C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥L2(Ω)

)
が成り立つ．ただし，C は Ωにのみ依存する定数である．

注 弱解 uに対してΩにのみ依存する定数Cがあって，∥u∥L2(Ω) ≤ C∥f∥L2(Ω)が成り立つこと

が示せるので，定理の評価と合わせると，

∥u∥H2(Ω) ≤ C∥f∥L2(Ω)

という評価を得る．

証明

冒頭で述べたように，最初は領域が半球であるという特別な場合を考える：

Ω = B(0, 1) ∩ Rn
+.

U := B(0, 12)∩Rn
+として，cut-off関数 ζ ∈ C∞

0 (B(0, 1))を次の条件を満たすように

選ぶ：

0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 1 on U, ζ ≡ 0 on Rn \ Ω.

よって，ζ は ∂Ωの曲った部分（球面の部分）の近傍で恒等的にゼロである．

試験関数 φを前と同様に，

φ := −D−h
k (ζ2Dh

ku)

で定義するが，k = 1, . . . , n− 1のみ考える．これを書き下すと，

φ(x) =
1

h2
ζ2(x− hek)

[
u(x)− u(x− hek)

]
− 1

h2
ζ2(x)

[
u(x+ hek)− u(x)

]
となるので，γu = 0（トレース） on {xn = 0}そして ∂B(0, 1)の近傍で ζ ≡ 0より

φ ∈ H1
0 (Ω)を得る．よって，|h|を十分小さくとれば，φを弱形式∫

Ω
∇u · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (7.13)

においてテスト関数として使用できる．内部正則性と同様な計算により，∫
U
|Dh

k(∇u)|2 dx ≤ C

∫
Ω
(|∇u|2 + f2) dx, k = 1, . . . , n− 1.

ここから，uxk
∈ H1(U), k = 1, . . . , n − 1が従う（定理7.13は U ⊂⊂ Ωを仮定して

いるが，今考えている状況ではそれが満たされない．しかし，この場合でも定理が

正しいことが知られている）．さらに，uxnxn 以外のすべての 2階微分のL2(U)ノル

ムが C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥H1(Ω)

)
で評価される．
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uxnxn を評価するには，方程式−∆u = f がほとんどいたるところで満たされること

を用いる（定理7.14のあとの注）．よって，

|uxnxn | ≤
n−1∑
k=1

|uxkxk
|+ |f |.

結局，

∥u∥H2(U) ≤ C
(
∥f∥L2(Ω) + ∥u∥H1(Ω)

)
.

原点近傍で境界 {xn = 0}までのH2-正則性が示された．
境界が超平面でない場合，x0 ∈ ∂Ωを任意に選んで，座標軸の回転により，ある近

傍B(x0, r)で境界 ∂Ωがある C2-関数 γ : Rn−1 → Rのグラフで表せるようにする：

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r); xn > γ(x1, . . . , xn−1)}.

そこで，変数変換

yi = xi, i = 1, . . . , n− 1, yn = xn − γ(x1, . . . , xn−1)

を行うと，ポアソン方程式は一般の楕円型方程式に変換される．点 x0の近傍では境

界が超平面に変換されるため，上で与えた半球における解析が適用できる．変換が

C2-級であるから，得られる偏微分方程式の係数が解のH2-正則性を導くのに十分な
滑らかさをもつことがわかる．

H2-正則性に関する定理を利用して，数学的帰納法で次の定理が示される．

定理 7.18 (境界までの高次正則性) mを非負の整数，Ω ⊂ Rnを Cm+2-級の境界をもつ有界
領域とする．u ∈ H1

0 (Ω)が f ∈ Hm(Ω)に対するポアソン方程式の境界値問題

−∆u = f in Ω

u = 0 on ∂Ω

の弱解ならば，u ∈ Hm+2(Ω)で，

∥u∥Hm+2(Ω) ≤ C∥f∥Hm(Ω)

が成り立つ．ただし，C はmと Ωにのみ依存する定数である．

ソボレフ不等式を用いることで，境界までの微分可能性に関する情報が得られる．例えば，

f ∈ C∞(Ω), ∂Ω ∈ C∞のとき，u ∈ C∞(Ω)が従う．

式をシンプルにするため，ポアソン方程式に限定して解析を行ったが，弱

解の存在と正則性は同じような方法で一般の楕円型方程式に対しても示

すことができる．詳しくは例えば，[2], p.293などを参照．

7.5 演習問題

問題 7.1 区間 [0, 1]上で連続な関数の空間 C([0, 1]) に L2-ノルムをつけたノルム空間がバナッ
ハ空間ではないことを示せ．
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問題 7.2 ヘルダー不等式を用いて，以下の関係が成り立つことを示せ：

p ≤ q ⇒ Lq(0, 1) ⊂ Lp(0, 1) for any p, q > 0.

問題 7.3 関数

u(x) =

{
x if 0 < x ≤ 1

2 if 1 ≤ x < 2
,

の弱微分が存在しないことを示せ．　

（ヒント：x = 1で 1の値を持ち，それ以外の (0, 2)の全ての点でm → ∞とともにゼロに近
づくような関数列 {φm}を弱微分の定義式においてテスト関数として用いる．）

問題 7.4 Friedrichs の不等式が境界上のトレースがゼロでない関数に対して成り立たないこと
を示す反例を見つけよ．

問題 7.5 I = (−1, 1)とする．作用素 F : L2(I) → L2(I)を

F (u)(x) =

∫
I

u(y)

2 + x2 + y2
dy

により定義する．以下の問に答えよ．

(1) 作用素 F が線形であるかどうか確認せよ．

(2) 作用素 F が有界であるか判断せよ．そのノルムを求めよ．

(3) F が収縮写像であることを示せ．

問題 7.6 2変数関数 f(x) = 1/
√

|x|（すなわち，f(x1, x2) = (x21 + x22)
−1/4）がW 1,p(B(0, 1))

に属するような pの上限を求めよ．ここで，B(0, 1) = {(x1, x2) ∈ R2; x21 + x22 < 1}が 2次元の
単位球である．

問題 7.7 ([2], p.290) n = 1, p ∈ [1,∞), u ∈ W 1,p(0, 1)ならば，uがほとんどいたるところで

絶対連続な関数と一致し，その微分がほとんどいたるところで存在し Lp(0, 1)-関数であることを
示せ．

問題 7.8 領域 Ωにおいて局所可積な関数 uが∫
Ω
uφdx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)

を満たすとき，u ≡ 0 a.e. in Ωであることを示せ．

問題* 7.9 ([2], p.291) Ωが連結領域で，u ∈W 1,p(Ω)が

∇u = 0 a.e. in Ω

を満たすならば，uがほとんどいたるところで定数関数であることを示せ．

問題 7.10 ([2], p.291) n > 1ならば，非有界な関数

u(x) = ln ln

(
1 +

1

|x|

)
がW 1,n(B(0, 1))に属することを確認せよ．
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問題* 7.11 ([2], p.291) Ωが C1-境界をもつ有界領域であるとする．

γu = u
∣∣
∂Ω

∀u ∈ C(Ω) ∩ Lp(Ω)

を満たすような有界線形作用素 γ : Lp(Ω) → Lp(∂Ω)が存在しないことを示せ．

問題* 7.12 ([2], p.291)
|{x ∈ B(0, 1); u(x) = 0}| ≥ α > 0

を満たすすべての関数 u ∈ H1(B(0, 1))に対し，nと αにのみ依存する共通の定数 C が存在し，∫
B(0,1)

u2 dx ≤ C

∫
B(0,1)

|∇u|2 dx

が成り立つことを示せ．

問題* 7.13 ([2], p.291) F : R → Rが有界で連続な微分をもつとする．有界な領域 Ωに対し

u ∈W 1,p(Ω)であるとする（1 ≤ p ≤ ∞）．

v := F (u) ∈W 1,p(Ω) そして vxi = F ′(u)uxi , i = 1, . . . , n

が成立することを示せ．

（ヒント：uと uxi を近似する列 {um}, {umxi
}を用いる．[3], p.151）

問題 7.14 ([2], p.345) Ω ⊂ Rnを滑らかな境界をもつ有界領域とする．微分作用素

Lu = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+ c(x)u, x ∈ Ω

における係数 aij は対称（すなわち，aij = aji）で，次の楕円性条件を満たすとする：

θ > 0 が存在し，
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, for a.e. x ∈ Ω.

また，cが滑らかな関数であると仮定する．

定数µ > 0が存在し，c(x) ≥ −µ, x ∈ Ωならば，Lに対応する双一次形式 a(·, ·)がLax-Milgram
の定理の仮定を満たすことを示せ．

問題 7.15 ([2], p.345) Ω ⊂ Rnを滑らかな境界をもつ有界領域とする．重調和方程式に対する境

界値問題

∆2u = f in Ω

u =
∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω

の弱解 u ∈ H2
0 (Ω)は ∫

Ω
∆u∆φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H2

0 (Ω)

で定義される．f ∈ L2(Ω)に対しただ一つの弱解が存在することを示せ．
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問題 7.16 ([2], p.345) Ωが連結で，f ∈ L2(Ω)とする．ポアソン程式に対するノイマン問題

−∆u = f in Ω

∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω

の弱解 u ∈ H1(Ω)は ∫
Ω
∇ · ∇φdx =

∫
Ω
fφ dx ∀φ ∈ H1(Ω)

で定義される．この問題の弱解が存在するのは
∫
Ω f dx = 0が成り立つときとそのときのみであ

ることを示せ．

問題 7.17 ([2], p.345) c : R → Rが c(0) = 0, c′ ≥ 0を満たす滑らかな関数であるとし，f ∈
L2(Rn)とする．関数 u ∈ H1(Rn)はコンパクトな台をもち，半線形偏微分方程式

−∆u+ c(u) = f in Rn

の弱解ならば，u ∈ H2(Rn)を示せ．

（ヒント：定理7.14の証明を参考にする．ただし，cut-off関数は使わなくてもよい．）
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付録

付録１． C∞
0 (Ω)の関数について

何度微分しても連続であるような関数のことである（それを∞という添
え字で表している）．さらに，Ωの中にコンパクトな台を持つ関数である

（それを 0という添え字で表している）．関数 f のサポート（台）とは，f

の値が零にならない点の集合の閉包である．ここでは，サポートがΩの

中でコンパクトであるという条件があるが，それは関数はΩの有界な部

分集合を除いて零であり，Ωの境界の近傍で零であるという意味になる

付録２． ノルム線形空間

線形空間は次の性質をもつ集合 V である：

• v, w ∈ V が任意の元で，αが実数（または複素数）であれば，v+w

と αvも V の元である

• 上記の演算は以下のルールを満たす

v + w = w + v

v + (w + z) = (v + w) + z

α(v + w) = αv + αw

(α+ β)v = αv + βv

α(βv) = (αβ)v

1 · v = v

v + w = v + z ⇒ w = z

V 上のノルムは次の条件を満たす非負の関数 ∥ · ∥V である：

∥v + w∥V ≤ ∥v∥V + ∥w∥V (triangle inequality)

∥αv∥V = |α| ∥v∥V
∥v∥V ̸= 0 for v ̸= 0

ノルム線形空間とはノルムをもつ線形空間のことである．

例 区間 [0, 1]上の連続関数の集合 C([0, 1])は線形空間であり，以下の関数はこの線形空間のノ

ルムである：

∥f∥C([0,1]) = max
x∈[0,1]

|f(x)|.

証明． f, gが連続関数で，α ∈ Rであれば，f + gと αf が連続関数であることは明らかであ

る．演算のルールが満たされていることも簡単に確かめられる．
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ノルムの条件を確かめる．

• 条件 1（三角不等式）：

∥f + g∥C([0,1]) = max
x∈[0,1]

|f(x) + g(x)| ≤ max
x∈[0,1]

(
|f(x)|+ |g(x)|

)
≤ max

x∈[0,1]
|f(x)|+ max

x∈[0,1]
|g(x)| = ∥f∥C([0,1]) + ∥g∥C([0,1]).

• 条件 2：

∥αf∥C([0,1]) = max
x∈[0,1]

|αf(x)| = max
x∈[0,1]

|α| · |f(x)| = |α| max
x∈[0,1]

|f(x)| = |α|∥f∥C([0,1]).

• 条件 3： ∥f∥C([0,1]) = 0であれば，定義より f = 0が成り立つことがすぐにわかる．

付録３． バナッハ空間

定義（バナッハ空間）

1. 列 {vk}∞k=1 ⊂ V がコーシー列であるとは，任意の ϵ > 0 に対し，

N > 0が存在し，

∥vk − vl∥V < ϵ ∀k, l ≥ N

が成り立つということである．

2. 全てのコーシー列が収束するような空間 V を完備な空間とよぶ．す

なわち，任意のコーシー列 {vk}∞k=1 に対し，{vk}が収束し，収束
先 vが V の元である．

3. バナッハ空間 V は完備なノルム線形空間のことである．

例 空間 C([0, 1])に上で定義したノルム ∥ · ∥C([0,1]) をつけると，バナッハ空間になる．

証明．（概要）

• 最初に，{fn}がコーシー列ならば {fn(x)}がすべての x ∈ [0, 1]に対しある値に点ごとに収

束することを示す．収束先を f(x)とおく．

• あとは，上で得られた関数 f が C([0, 1])に属すること，つまり連続であることを示せばよ

い．これは，連続関数の一様収束に関する定理より従う．
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付録４． ヒルベルト空間

ヒルベルト空間は内積をもつバナッハ空間のことである．

定義（内積）H を線形な実空間とする．写像 ( , ) : H ×H → Rが内積
であるとは，以下の 4つの条件が成り立つということである：

(i) (u, v) = (v, u) ∀u, v ∈ H

(ii) u 7→ (u, v)という写像は全ての v ∈ H に対して線形である

(iii) (u, u) ≥ 0が全ての u ∈ H に対して成り立つ

(iv) (u, u) = 0が成り立つのは u = 0のときかつそのときに限る

( , )が内積であれば，それに随伴するノルムは次の式で定義される

∥u∥H = (u, u)1/2, u ∈ H.

Cauchy-Schwarz不等式：

|(u, v)| ≤ ∥u∥H ∥v∥H , u, v ∈ H.

例 空間 L2(Ω)はヒルベルト空間である．その内積は (f, g) =

∫
Ω
fg dxで与えられる．

付録５． 有界線形汎関数

定義（有界線形作用素）X,Y をノルム空間とする．写像 A : X → Y が

A(λu+ µv) = λA(u) + µA(v) ∀u, v ∈ X, ∀λ, µ ∈ R

を満たすとき，Aを線形作用素という．線形作用素 A : X → Y が有界

であるとは，

∥A∥ = sup
∥u∥X≤1

∥A(u)∥Y = sup
u∈X

∥A(u)∥Y
∥u∥X

< ∞

の条件が成り立つという意味である．Y = Rのとき，作用素 A : X → R
のことを汎関数とよぶ．X 上の有界な線形汎関数を集めた集合をX∗ と

書き，X の双対空間とよぶ．

定理（リースの表現定理）H がヒルベルト空間であるとする．そのとき，

任意の F ∈ H∗ に対し

F (v) = (f, v) ∀v ∈ H

が成り立つような元 f ∈ H がただ一つ存在する．写像 F 7→ f は H∗ か

ら H の上への同形写像である．
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例 作用素 A : L2(0, 1) → Rを

A(u) =

∫ 1

0
xu(x) dx, u ∈ L2(0, 1)

と定義すると，有界線形汎関数になる．

証明．

• L2関数から実数への写像であるから，汎関数である．

• Aは線形である：

A(λu+µv) =

∫ 1

0
x(λu(x)+µv(x)) dx = λ

∫ 1

0
xu(x) dx+µ

∫ 1

0
xv(x) dx = λA(u)+µA(v).

• さらに，Aは有界である：

∥A∥ = sup
u∈L2(0,1)

|A(u)|
∥u∥L2(0,1)

=

∣∣∣∫ 1
0 xu(x)

∣∣∣(∫ 1
0 u

2(x)
)1/2

≤

(∫ 1
0 x

2
)1/2 (∫ 1

0 u
2(x)

)1/2
(∫ 1

0 u
2(x)

)1/2 =

(∫ 1

0
x2
)1/2

=
1√
3
<∞.

ここで，ヘルダー不等式を用いた．また，u(x) = xとおけば，|A(u)|/∥u∥L2(0,1) = 1/
√
3が

成り立つので，作用素のノルムは ∥A∥ = 1/
√
3となる．
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