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1復習：変分法の基礎

1 復習：変分法の基礎

この章ではこの講義の前に位置する昨年の講義「非線型解析入門」の変分問題に関する内容を

復習しておく．

1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

次の問題を考える：

Brachistochrone problem� �
平面内の 2点 A = [a, α], B = [b, β]が与えられ，α > βを満たすとする．質点が重力だけで

出発点Aから終点Bにたどり着くのに必要な時間を最短にする経路を求めよ．� �
下図の設定で，質点が動く経路が関数 u(x)のグラフで表せるとする．このグラフの長さを L，

質点が点Aから u(x)のグラフに沿って sだけの距離を動いた時点での質点の速度を ṽとおく．そ

のとき，AからBに到着するのにかかる時間は

T =

∫ T

0
dt =

∫ L

0

dt

ds
ds =

∫ L

0

1

ṽ(s)
ds =

∫ b

a

1

v(x)

√
1 + (u′(x))2 dx

である．ただし，ここで v(x)は座標 xにおける質点の速度である．

b

b

y = u(x)

y

x

α

β

a b

A

B

摩擦がなければ，エネルギー保存の法則より速度 vを計算できる．質点の質量をm，重力加速

度を gとすれば，
1

2
mv2(x) +mgu(x) = mgα

より

v(x) =
√
2g(α− u(x)).
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

AとBを結ぶ経路 u(x)が決まれば，移動にかかる時間は

T [u] =
1√
2g

∫ b

a

√
1 + (u′(x))2

α− u(x)
dx

で与えられる．

T という写像は経路の形を表す関数 uを，時間を表す実数に写す写像で，このような写像を汎

関数とよぶ．数学的に正確な議論を行う際，汎関数の定義域となる関数の集合（空間）を指定す

る必要がある．ここでは，区間 (a, b)において値が αより小さく，微分が連続であるような関数

uであれば，汎関数の値 T [u]は定義される．ただし，x = aのとき u(a) = αとなり，被積分関数

が有界でない可能性があるので，注意が必要である．

今，許されるすべての経路 y = u(x)のうち，時間 T [u]を最小にするものを求めることが課題

である．ただし，経路の両端の位置が決まっている：

u(a) = α, u(b) = β.

この問題を一般化する：

変分問題� �
inf
u∈X

J [u] (1.1)

ただし， J [u] =

∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x)

)
dx, X =

{
u ∈ C1([a, b]); u(a) = α, u(b) = β

}
.� �

ここで，汎関数 J が関数 f(x, u, ξ) : R3 → Rを通して，x, u(x)と u′(x)に一般的な形で依存す

るようにした（関数 f の変数は，第一変数は x，第二変数は u，第三変数は ξという名前をつけ

た）．この問題は実際には三つの部分問題を含むことに注意する：

• 汎関数 J のX における下限を求める

• 下限を与える関数が存在するか（すなわち，inf = minであるか）を確認する

• minが達成される場合，最小値を与える関数を見つける

最小値を与える関数を最小化関数またはminimizerと呼び，以降では uという記号で表す．

有限次元の最小化問題でもそうであるが，最小値と極小値を区別する．

(1) 汎関数 J のX における下限が J [u]で達成されるとは，

J [u] ≤ J [u] ∀u ∈ X (1.2)
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

という意味である．このとき，uを最小化関数（minimizer）とよぶ．

(2) 一方で，極小値の場合は，(1.2)は uのある近傍に限定すれば成り立つことになる．有限次

元ではすべてのノルムが同値であるため，近傍を指定するときにどのノルムを用いても構わ

ない．しかし，ここで考える最小化は無限次元である関数空間のなかで行うため，ノルムの

取り方によって答えが変わる可能性がある．以下では，次の二つのノルムを使う：

∥u∥C0([a,b]) = max
x∈[a,b]

|u(x)|, ∥u∥C1([a,b]) = max
x∈[a,b]

|u(x)|+ max
x∈[a,b]

|u′(x)|.

(2a) 弱い極小値 u ∈ X は次で定義される：

∃δ > 0： J [u] ≤ J [u] ∀u ∈ X such that ∥u− u∥C1([a,b]) < δ. (1.3)

(2b) 強い極小値 u ∈ X は次で定義される：

∃δ > 0： J [u] ≤ J [u] ∀u ∈ X such that ∥u− u∥C0([a,b]) < δ. (1.4)

弱い極小値の場合，uの値と微分と両方が uのものに近い関数 uだけが比較の対象となる

が，強い極小値の場合，uの値のみが uの値に近い関数 uがすべて比較の対象となるので，

条件がより厳しくなる．すなわち，

{
u ∈ C1([a, b]); ∥u− u∥C1([a,b]) < δ

}
⫋
{
u ∈ C1([a, b]); ∥u− u∥C0([a,b]) < δ

}
.

このため，弱い極小値が強い極小値になるとは限らない．

さて，最小化問題 (1.1)の弱い極小値を求めることをラグランジュのアイデアに沿って考えてみ

よう．試験関数（test function）φ ∈ C1
0 (a, b)を任意に選ぶ（ここで，C

1
0 (a, b)は，φ(a) = φ(b) = 0

を満たし，[a, b]で 1回連続微分可能な関数 φの空間である）．求める弱い極小値を u ∈ Xとすれ

ば，関数 uε(x) := u(x) + εφ(x)は

uε ∈ X, ∥u− uε∥C1([a,b]) = |ε|∥φ∥C1([a,b])

を満たす．したがって，εが十分小さければ（|ε| < ε0 := δ/∥φ∥C1([a,b])であれば）, uεは (1.3)に

おける比較の対象となり，

J [u] ≤ J [uε] ∀ε ∈ R such that |ε| < ε0.

関数 j : R → Rを j(ε) := J [uε]で定義すると，この式は

j(0) ≤ j(ε) ∀ε ∈ R such that |ε| < ε0

と書き換えられる．しかし，これは jが ε = 0において極小値を持つということを意味する．
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

汎関数の定義で現れる関数 f が滑らかであれば（以下では f ∈ C2([a, b]×R×R)と仮定する），
jも滑らかな関数となり，

j′(0) = 0, j′′(0) ≥ 0 (1.5)

が極小値の必要条件となる．

j(ε) =

∫ b

a
f
(
x, u(x) + εφ(x), u′(x) + εφ′(x)

)
dx

だから，j′(0) = 0を具体的に計算すると，∫ b

a

[
fξ
(
x, u(x), u′(x)

)
φ′(x) + fu

(
x, u(x), u′(x)

)
φ(x)

]
dx = 0 (1.6)

という方程式を得る．ただし，fu, fξ は偏微分
∂f
∂u ,

∂f
∂ξ を表す記号である．

ここからは，二つの方法で議論を進めていく．

（方法 1）(1.6)の第 1項で部分積分を行うことで，∫ b

a

[
− d

dx

(
fξ
(
x, u(x), u′(x)

))
+ fu

(
x, u(x), u′(x)

)]
φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C1

0 ([a, b])

がわかる．φが境界点で消えるため，境界項が現れない．そこで，次の変分法の基本補題を

用いる．

Fundamental lemma of the calculus of variations� �
関数 v ∈ C([a, b])が条件∫ b

a
v(x)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C1([a, b]) with φ(a) = φ(b) = 0 (1.7)

を満たすならば，v ≡ 0 in [a, b]が成り立つ．� �
Proof. v(x0) > 0となる点 x0 ∈ (a, b)が存在すると仮定すれば，d, ε > 0が存在して，

v(x) > d ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b)

が言える．φ > 0 in (x0 − ε/2, x0 + ε/2)でそれ以外 0となるような試験関数 φをとれば，∫ b
a vφ dx > 0となり，矛盾が得られる．よって，v(x) ≤ 0, x ∈ (a, b)がわかった．逆の不等

式 v(x) ≥ 0, x ∈ (a, b)は同様に示され，v ≡ 0 in (a, b)がしたがう．vの連続性より，v ≡ 0

in [a, b]を得る．

この補題により，[·]の中身が恒等的にゼロであるので，

− d

dx

(
fξ
(
x, u(x), u′(x)

))
+ fu

(
x, u(x), u′(x)

)
= 0 ∀x ∈ (a, b) (1.8)

非線型解析・2020年後期 5 Karel Švadlenka



1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

のように，オイラー・ラグランジュ方程式（Euler-Lagrange equation）という式を得る．fξ
のなかに uの微分が入っており，それをさらに xについて微分しているので，一般には 2階

微分方程式である．よって，この導出を正当化させるために，u ∈ C2([a, b])を仮定する必

要がある．

（方法 2）一方で，(1.6)の第 2項で部分積分を行うことで，∫ b

a

[
fξ
(
x, u(x), u′(x)

)
−
∫ x

a
fu
(
t, u(t), u′(t)

)
dt

]
φ′(x) dx = 0 ∀φ ∈ C1

0 ([a, b])

がわかる．ここでは，次の補題を用いる．

Lemma of du Bois-Reymond� �
関数 v ∈ C([a, b])が条件∫ b

a
v(x)φ′(x) dx = 0 ∀φ ∈ C1([a, b]) with φ(a) = φ(b) = 0 (1.9)

を満たすならば，定数 c ∈ Rが存在して，v ≡ c in [a, b]が成り立つ．� �
Proof. 定数 cを

c =
1

b− a

∫ b

a
v(x) dx

で定義すれば，関数

φ(x) =

∫ x

a
(v(t)− c) dt

は補題の仮定を満たすので，

0 =

∫ b

a
v(x)φ′(x) dx =

∫ b

a
v(x)[v(x)− c] dx =

∫ b

a
[v(x)− c]2 dx.

最後の等号は c
∫ b
a (v(x) − c) dx = 0より正しい．連続で非負の関数の積分がゼロになるの

は，その関数が恒等的にゼロのときのみだから，v(x) ≡ cが従う．

この補題により，[·]の中身が定数関数あるので，

fξ
(
x, u(x), u′(x)

)
=

∫ x

a
fu
(
t, u(t), u′(t)

)
dt+ c ∀x ∈ (a, b)

という式を得る．これはオイラー・ラグランジュ方程式を積分したものである．この導出が

正しいための条件は u ∈ C1([a, b])で，（方法 1）と比べると弱くなっている．しかし，得ら

れた方程式を見ると，右辺は微分可能な関数であるから，左辺も微分可能であり，両辺を x

について微分すると，(1.8)と同じ式が現れる．すなわち，uの微分が連続であれば，オイ

ラー・ラグランジュ方程式を満たす．（実際，fξξ(x, u, u′) ̸= 0を満たす xについて u′′(x)が

存在することが示される．）
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

わかったことをまとめると，u ∈ C1([a, b])が (1.1)の弱い極小値であれば，オイラー・ラグラ

ンジュ方程式 (1.8)を満たさなければならない，ということである．オイラー・ラグランジュ方程

式の解を変分問題の停留曲線と呼び，対応する汎関数の値を停留値と呼ぶ．もちろん，停留値が

極小値でも極大値でもない場合がある．

最急降下曲線の話に戻って，そのオイラー・ラグランジュ方程式を書いてみよう．一般には，

fu − d

dx
fξ = fu − fxξ − fuξu

′ − fξξu
′′ = 0

という式であるが，この場合，関数 f が xに陽に依存しないため，次の関係が成り立つ：

d

dx
(f − u′fξ) = fuu

′ + fξu
′′ − u′fuξu

′ − u′fξξu
′′ − u′′fξ

= fuu
′ − u′fuξu

′ − u′fξξu
′′

=
(
fu − fuξu

′ − fξξu
′′)u′

（簡単のために，f とその偏微分の引数の (u(x), u′(x))を省略している）．よって，u′ ̸= 0が成り

立つ限り，オイラー・ラグランジュ方程式は

d

dx

(
f − u′fξ

)
= 0

という方程式と同値である．このとき，

f − u′fξ = C, C ∈ R (1.10)

がオイラー・ラグランジュ方程式の第一積分である．

最急降下曲線の場合，

f(x, u, ξ) =
1√
2g

√
1 + ξ2

α− u

であるから，最後の第一積分の式に代入して，C
√
2gを C で置き換えれば，√

1 + (u′(x))2

α− u(x)
− u′(x)

u′(x)√
α− u(x)

√
1 + (u′(x))2

= C

を得る．整理して，
1√

(α− u(x))(1 + (u′(x))2)
= C

(u′(x))2 =
1− C2(α− u(x))

C2(α− u(x))
.

ここで，経路 uがパラメータ ϕを用いて，(x(ϕ), y(ϕ))と表せるとする．つまり，u(x(ϕ)) = y(ϕ)
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

である．予想される経路と上の式の形から，解が

y(ϕ) = α− 1

C2
sin2 ϕ

2 = α− 1

2C2
(1− cosϕ)

という形で書けると仮定してもおかしくない．このとき，

dy

dϕ
= − 1

C2
sin ϕ

2 cos
ϕ
2 , (u′(x(ϕ)))2 =

1− C2(α− u(x(ϕ)))

C2(α− u(x(ϕ)))
=

cos2 ϕ
2

sin2 ϕ
2

となるので， dy
dϕ = du

dx
dx
dϕ より

− 1

C2
sin ϕ

2 cos
ϕ
2 = ±

cos ϕ
2

sin ϕ
2

· dx
dϕ

dx
dϕ > 0とすると，

dx

dϕ
=

1

C2
sin2 ϕ

2 =
1

2C2
(1− cosϕ).

この方程式が積分できて，

x(ϕ) =
1

2C2
(ϕ− sinϕ) +D.

ϕ = 0のとき，u = αとなるので，x(0) = aより，D = a.

R = 1
2C2 とおいて，上の計算結果をまとめると，

x(ϕ) = a+R(ϕ− sinϕ)

y(ϕ) = α−R(1− cosϕ)

で与えられる経路はオイラー・ラグランジュ方程式の解である．これは，水平な直線 y = αの下

側を転がる半径Rの円の上にある点が描く軌跡で，サイクロイドと呼ばれる．

ここで，ϕ = 0を代入すると，(x(0), y(0)) = (a, α)となるので，左端における境界条件が満たさ

れる．右端での境界条件を満たすには，ϕの範囲とRを適切に定めればよい．y′(0) = 0を考慮し

て下図でわかるように，R ∈ (0,∞)を変えていくことによって描かれるサイクロイドは y < αの

半平面を埋め尽くす．また，この半平面の任意の点を通るサイクロイドはただ一つである．（x = a

上の点はカバーされないが，この点に関しては，明らかに自由落下が最急降下となる．）
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

b b bb

α
a

R

a+ 2πRa+ πR

x

y

α
a

x

y

R1 R2 R3 R4

サイクロイドはオイラー・ラグランジュ方程式を満たし，停留値を与えることがわかったが，

それは極小値または最小値であるための必要条件にすぎない．実際に物理実験を行ってみると，サ

イクロイドが最短時間を与える経路（つまり，極小値）であることが裏付けされるが，数学的に証

明するには，(1.5)の 2番目の式を強くした条件 j′′(0) > 0が満たされるかを考えないといけない．

注． すでに触れたように，最急降下曲線の問題の f はC2([a, b]×R×R)には入らないため，上
の計算を正当化するためには，少し修正が必要である．オイラー・ラグランジュ方程式の導出を

φ ∈ C∞
0 (a, b)というテスト関数を用いて行うのが一つのアプローチである．これは，φの台（台

は φ(x) ̸= 0を満たす xの集合の閉包として定義される）が (a, b)のコンパクトな部分集合である

ような無限回微分可能な関数の空間である．すなわち，φ ∈ C∞
0 (a, b)ならば，φ ≡ 0が成り立つ

ような両端 a, bの近傍が存在する．φをこの空間に制限しても変分法の基本補題はそのまま成り

立つ．

しかし，φ ∈ C∞
0 (a, b)を使っても，x = aでの問題を回避できるが，別の xで u(x) = αとな

らないことを保証できない．したがって，u ∈ C1([a, b])であるとして，議論を φ ∈ C∞
0 ({x ∈

[a, b]; u(x) < α})というテスト関数を用いて進める．そうすることによって，{x; u(x) < α}の
開集合では，uは上と同じオイラー・ラグランジュ方程式を満たさなければならないことがわか

る．この情報を，uの値が区間 (a, b)の途中で αに戻ることの物理的な意味と合わせると，サイク

ロイドという答えにたどり着く．

数学的にはかなり怪しい議論しかできていないので，最急降下曲線問題に対する汎関数の最小

値の存在が言えれば，とてもありがたい（このテーマはこの講義で扱う）．または，サイクロイ

ドというオイラー・ラグランジュ方程式の解がどのような十分条件を満たせば，極小値であるこ

とが言えるかがわかれば，ありがたい（このテーマは次の節で扱う）．

演習問題

問題 1.1 円柱に制限された質点の最急降下曲線を求めよ．ただし，円柱の半径をRとして，円

柱の軸が重力の方向と平行であるとする．
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1.1 最急降下曲線とオイラー・ラグランジュ方程式

詳細：質点が円柱上の点Aから円柱上の他の点Bに移動するのに必要な時間を最短にする円柱上

の経路を求める．質点は静止状態から運動を始め，一様な重力場を動き，質点と円柱との間の摩

擦力が無視できると仮定する．質点の位置を円柱座標 θ, zを用いて表すことができるとして，独

立変数を θとし，点 Aから点 Bにたどり着くのに必要な時間を z(θ)の汎関数として書く．対応

するオイラー・ラグランジュ方程式を解くことで，汎関数の極値を求め，その性質を調べる．円

柱を平面に広げたときの解の形がどうなるかについても考察する．

問題 1.2 次の補題を証明せよ．さらに，補題の定数 c0, c1を gを用いて表せ．

補題� �
gが区間 [a, b]上の連続な関数で，φ(a) = φ(b) = φ′(a) = φ′(b) = 0を満たすすべての関数

φ ∈ C2([a, b])について ∫ b

a
g(x)φ′′(x) dx = 0

が成立するとき，c0, c1 ∈ Rが存在し，

g(x) = c1x+ c0 ∀x ∈ [a, b]

である．� �
問題 1.3 f ∈ C2([a, b]× R× R)に対し，最小化問題

inf
u∈X

I(u), I(u) =

∫ b

a
f(x, u(x), u′(x)) dx, X =

{
u ∈ C1([a, b]); u(a) = α

}
のminimizer u ∈ C2([a, b]) ∩X が存在すれば，minimizer uが区間 [a, b]の右端 x = bで満たす境

界条件を求めよ．

問題 1.4 重力だけで動く地中電車の実現について昔から考察されている．つまり，地球のなか
を自由に掘ってトンネルを作ることができれば，地上の 2点の結ぶ時間を最小化するようにトン

ネル（経路）の形を設計すればよい．

(1) 微小な太さの球殻で積分することによって地球内の任意の質点における重力ポテンシャルが

V (r) =
1

2

mg

R
r2

であることを示せ．ただし，地球が一様であると仮定する．ここで，rは質点の地球の中心

からの距離で，mは質点の質量，Rは地球の半径である．

(2) 地球上の 2点 A,Bを結ぶ経路が地球の中心を含む一つの平面内にあり，極座標 (r, θ)にお

いて r(θ)の関数として表せると仮定したとき，この経路に沿って重力だけで動く質点が A

からBに到着するのに必要な時間を求めよ．

(3) 最短時間を求める変分問題を記述し，対応するオイラー・ラグランジュ方程式の解を求めよ．
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1.2 様々な疑問点

(4) (3)で求めた経路で電車を走らせるとしたら，京都から博多までかかる時間を見積もれ．こ

のトンネルの深さは？

1.2 様々な疑問点

上記の導出を振り返ってみると，オイラー・ラグランジュ方程式は最小値のための必要条件に

すぎないことがわかる．つまり，ある関数 uがオイラー・ラグランジュ方程式の解であっても，最

小値であるとは限らない．さらに，上の議論をC2-級関数の場合に限っているから，例えば，C2-

級関数のなかでは最小値が存在せず，区分的に C1-級関数のなかでは存在する，という状況も考

えられる．

例 1.1 どのようなことが起こりうるかを把握し，直感を養うために，いくつか例を挙げる．汎

関数の原型を

J0[u] =

∫ 1

0

(
1−

[
u′(x)

]2)2
dx

として，関数空間を二通り考える：

X0 =
{
u ∈ C0([0, 1]; u(0) = u(1) = 0

}
X1 =

{
u ∈ C1([0, 1]; u(0) = u(1) = 0

}
J0に対するオイラー・ラグランジュ方程式は (1.10)に従って，

(
1− [u′(x)]2

) (
1 + 3[u′(x)]2

)
= C

と書けて，この解は明らかに u′(x) = const，すなわち線型関数である．境界条件を満たす線型

関数は u(x) = 0しかない．

(1) まず，J0の最小化問題を考える．J0 ≥ 0だから，J0[u] = 0なる uを見つけることができれ

ば，uが最小化関数であることが言える．また，J0の値を小さくしようと思えば，関数 uの

微分をできるだけ+1か−1になるようにとればよいということが明らかである．

しかし，u ∈ X1の場合，ゼロ境界条件を維持しながら，すべての点でu′ = +1またはu = −1

にするのが不可能である．また，下図を見れば，n → ∞のとき J0[un] → 0を満たす関数

列 {un}が存在し，infu∈X1 J0[u] = 0であることがわかる．このとき，J0の下限は達成され

ない．

1 1 1 10 0 0 0

1/2

u1 u2 u3 u4

1/2 1/2 1/2

図 3：X1 において J0 の inf に近づく関数列

一方で，X0における下限は達成されるだけではなく，傾き +1と −1の直線をうまくつな

ぎ合わせれば最小化関数を無限に作れる（下図を参照）．
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1.2 様々な疑問点

x

u1(x)

u2(x)

u3(x)

図 4：X0 での J0 の最小化関数の例

(2) つぎに汎関数

J1[u] = J0[u] +

∫ 1

0
(u(x))2 dx

を考える．新しく加わった項は（最小化問題で）関数の値を小さくする効果がある．X1で

の下限は J0の場合と同様，達成されない．そして，X0での J1の下限は 0であることは図

5のような列 {un} ⊂ X0をとればわかる．

0 1 0 1 0 1 0 1

u1

u2
u3 u4

図 5：X0 において J1 の inf に近づく関数列

ここで，

J0[un] = 0 n = 1, 2, . . .

そして， ∫ 1

0
(un(x))

2 dx =
1

24n2

だから，n→ ∞のとき J1[un] → 0が成り立つ．

興味深いことに，このとき，L2-ノルムでも最大値ノルムでも un → 0で，J1[un] → 0であ

るにもかかわらず，J1[0] > 0となっている．これは，最小値の存在を言うのに肝心な下半

連続性という性質を J1は備えていないということを意味する．

このような現象は自然におけるパターン形成でよく見られる．例えば，金属などの材料で

は，エネルギーの最小化は微細構造（microstructure）の形成を引き起こす．しかし，微細構

造は図 5のように無限に細かくなっていくわけではなく，エネルギー汎関数 J1で考慮して

いない要因の作用によりある大きさのスケールで落ち着く．

(3) 最後に，汎関数

J2[u] = J0[u] + ε

∫ 1

0

(
u′′(x)

)2
dx, ε > 0

を考える．ただし，εは小さな正の数を想定して，最終的には ε→ 0とする．uの 2階微分

が汎関数に現れるので，X1での最小値のみ求める．J0の最小化は傾き±1を要求するのに

対し，2階微分の項は uの”曲がり具合”を表しているので，曲がるところ（＝ 1階微分が大
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1.2 様々な疑問点

きく変化する＝傾きが+1から−1に変わるまたはその逆）ができるだけ少ないことを要求

する．よって，図 6のような最小化関数が得られることが予想できる．

1 1 1 10 0 0 0

1/2
ε1 ε2 ε3 ε4

1/2 1/2 1/2

図 6：ε を小さくしていったときの X1 における J2 の最小化関数の振る舞い

実際，オイラー・ラグランジュ方程式を解くと，このような解 uεが得られ，最小化関数は

一意的に定まる．ε→ 0とすると，

uε(x) → u(x) =

{
x, x ∈ [0, 12 ]

1− x, x ∈ [12 , 1]

これは J0のX0での最小値の一つである（図 4または図 5の u1を参照）．すなわち，J0に

小さい項を加えて，ε → 0とすることによりその効果を消すと，もともと無限にあった J0

の最小化関数のうちただ一つのものが選択される．このような汎関数の修正項を selection

principleと呼ぶ（この場合は「グラフが折れる点をできるだけ少なくする」というもので

ある）．

この例を通して，いくつかの基本的な疑問点が浮かび上がる．

(1) (1.1)の inf が達成されるか？

(2) どのような関数空間をとれば，inf が達成されるか？

(3) オイラー・ラグランジュ方程式の解が極小値であるための十分条件があるのか？

この講義で，これらの疑問への答えを見つけていく．弱い極小値を求めるなら，オイラー・ラ

グランジュ方程式を満たさなければならないという必要条件があるから，極小値のための十分条

件を考えて，オイラー・ラグランジュ方程式の（普通は数少ない）解のなかで判定すればよい（こ

れについては次の節で扱う）．一方，強い極小値を求める場合，オイラー・ラグランジュ方程式の

解になっているとは限らないので，格段と難しくなる．オイラー・ラグランジュ方程式の解が強

い極小値であるかどうかを決めるための十分条件は知られている（例えば，[9] 10章以降）が，こ

の条件が満たされなかったとき，他の極小値が存在するかについて何も言えない．そのため，こ

の講義では最小値の存在にも着目する．
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

次の問題を考える：

面積最小の回転面の問題� �
非負の関数 u(x)のグラフを x-軸のまわりで回転させてできる回転面のうち，面積が最小のも

のを求めよ．ただし，グラフの xの範囲を区間 [a, b]とし，左端の回転面の半径を α > 0，右

端の半径を β > 0と固定する．� �
y

xa b

u(x)
α

β

上記の問題を式を用いて書くと，

inf
u∈X

J [u], J [u] = 2π

∫ b

a
u(x)

√
1 + (u′(x))2 dx, X =

{
u ∈ C1([a, b]); u(a) = α, u(b) = β

}
.

(1.11)

1.1節で紹介した一般的な設定での被積分関数は

f(x, u, ξ) = 2πu
√

1 + ξ2

である．最急降下曲線と同様に，xに陽に依存しないため，対応するオイラー・ラグランジュ方

程式は
d

dx
(f − u′fξ) = 0 または f − u′fξ = C, C ∈ R

と書ける．関数 uが面積を表す汎関数 J の弱い極小値ならば，このオイラー・ラグランジュ方程

式を満たさなければならない．fξ = 2πu ξ√
1+ξ2

より，2πを定数Cに含めておくと，この方程式は

u
√

1 + (u′)2 − u′u
u′√

1 + (u′)2
= C

となる．整理して，
u√

1 + (u′)2
= C.

定数 C がゼロのとき，u ≡ 0という定数関数の解を得るが，これは境界条件を満たさないので，

以降では C > 0として，考察を進める．
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

u′について解くと，

u′ = ± 1

C

√
u2 − C2

を得るが，+の符号を採用して（実は，マイナスをとっても同じ結果が得られる），変数分離型

として積分する： ∫
1√

u2 − C2
du =

1

C

∫
dx.

左辺の積分を求めるために，u = C cosh yと置換する．

cosh y =
ey + e−y

2
, (cosh y)′ =

ey − e−y

2
= sinh y, cosh2 y − sinh2 y = 1

が成立するから，左辺は
∫
dyと変形され，y = 1

C (x−D), D ∈ Rのように積分できて，結局，

u(x) = C cosh

(
x−D

C

)
, C,D ∈ R

という一般解を得る．これは懸垂線（英語で catenary)と呼ばれる曲線である．定数 C,Dは境界

条件 u(a) = α, u(b) = βより決めることになるが，非線形な連立方程式で解析的には解けないた

め，以下では二つの特別な場合を考える．

(1) (a, b) = (−h, h), α = β = kという対称な場合

このとき境界条件は

C cosh

(
−h−D

C

)
= k = C cosh

(
h−D

C

)
を意味する．coshが偶関数だから，等式が成り立つのは−h−D = h−Dのときと−h−D =

−(h−D)のときであるが，前者は h = 0で意味をなさないので，後者から従うD = 0が成

り立たなければならない．そこで，z := h
C とおくと，C cosh z = kという式になり，k

C = k
hz

より，

cosh z =
k

h
z

という方程式を zについて解けばよい．これも解析的には解けないが，グラフを用いて解の

個数を確かめることができる．

b

b

b
cosh z

zk

h
z

2 solutions

1 solution

no solution
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

k
h がある臨界値 kc（kc ≈ 1.50888, z ≈ 1.2と数値計算できる）より小さければ，解が存在せ

ず，臨界値 kcに等しければ，解がちょうど 1個存在し，kcより大きければ解が 2個あるこ

とがわかる．この二つの解は以下のような浅い懸垂線と深い懸垂線である．

b bk k

−h 0 h

(2) u(0) = 1のように左端での値のみ指定する場合

このとき，C,Dに対する条件はC cosh(DC ) = 1となる．γ = D
C とおくと，

1
C = cosh γとな

るので，u(x) = C cosh(x−D
C ) = C cosh( x

C − γ)に注意すると，

u(x) =
cosh(cosh γ x− γ)

cosh γ

という懸垂線の one-parameter familyを得る．すなわち，γを動かしていくと，点 (0, 1)を通

るたくさんの懸垂線が得られる．

u′(x) = sinh(cosh γ x− γ), u′(0) = − sinh(γ)

より，sinhの値域がR全体であることを思い出すと，これらの懸垂線の (0, 1)における傾き

は (−∞,∞)のすべてが実現されることがわかる．

b

x

y

1 b

envelope

図で見てとれるように，この懸垂線の族は包絡線（赤色）をもつ．包絡線より上の任意の点

を取れば，その点を右端とする懸垂線が二つ（青色）定まる．包絡線より下にある点を右端

とする懸垂線が存在しない．この領域に対応する，いわゆるGoldschmidtの解は微分不可能

なもので，x = aと x = bに位置する半径 αと βの二つの円盤とそれらを結ぶ x-軸の線分

からなる．
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

ここからは，オイラー・ラグランジュ方程式の解 uが極小値を与えるかどうかをどのように見

分けるかについて考える．設定としては，f ∈ C3([a, b]× R× R)として，変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫ b

a
f(x, u(x), u′(x)) dx, X =

{
u ∈ C1([a, b]); u(a) = α, u(b) = β

}
(1.12)

に対応するオイラー・ラグランジュ方程式の解 u ∈ X ∩ C2([a, b])が存在するとする．

φ ∈ C1
0 (a, b) = {v ∈ C1(a, b); v(a) = v(b) = 0}に対し，j(ε) = J [u+ εφ]とおく．uが弱い極

小値ならば，j′(0) = 0そして j′′(0) ≥ 0がすべての φ ∈ C1
0 (a, b)に成り立つ，という極小値の必

要条件がある．また，j′(0) = 0そして j′′(0) > 0がすべての φ ∈ C1
0 (a, b)について成り立てば，u

は極小値である，という十分条件がある．正確に言うと，これは j(ε)が ε = 0で極小値をもつた

めの十分条件で，J [u]が u = uで弱い極小値をもつための十分条件でもあることを見るにはちょっ

とした証明が必要である．いずれにしても，jの 2階微分が重要であるから，それを計算しておく．

j(ε) =

∫ b

a
f
(
x, u(x) + εφ(x), u′(x) + εφ′(x)

)
dx

j′(ε) =

∫ b

a

[
fu
(
x, u(x) + εφ(x), u′(x) + εφ′(x)

)
φ(x)

+fξ
(
x, u(x) + εφ(x), u′(x) + εφ′(x)

)
φ′(x)

]
dx

j′′(0) =

∫ b

a

[
fuu(x, u, u

′)φ2 + 2fuξ(x, u, u
′)φφ′ + fξξ(x, u, u

′)(φ′)2
]
dx

P (x) = fuu(x, u(x), u
′(x)), Q(x) = fuξ(x, u(x), u

′(x)), R(x) = fξξ(x, u(x), u
′(x))とおいて，

∫ b

a

d

dx
[w(x)φ2(x)] dx = 0 ∀w ∈ C1([a, b])

に注意すると，j′′(0)を

j′′(0) =

∫ b

a

[
(P + w′)φ2 + 2(Q+ w)φφ′ +R(φ′)2

]
dx

と書くことができる．これは

j′′(0) =

∫ b

a

[
R

(
φ′ +

Q+ w

R
φ

)2

+

(
(P + w′)− (Q+ w)2

R

)
φ2

]
dx

のように変形できるので，関数 wを微分方程式

w′ = −P +
(Q+ w)2

R
(1.13)

を満たすようにとれば，上の積分の符号がRの符号に支配されることが見込まれる．実際，以下で

示すように，R ≥ 0 in [a, b]は uが極小値であるための必要条件である．しかし，R ≥ 0をR > 0

に変えても，十分条件ではない．その理由は，方程式 (1.13)の解が区間 [a, b]全体で存在するとは
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

限らないからである．

例 1.2 (1.13)のような非線形な微分方程式の解は局所的な存在しか言えないことを示す例を挙

げる．(a, b) = (−2, 2), P ≡ −1, Q ≡ 0, R ≡ 1とすると，微分方程式 (1.13)は

w′ = 1 + w2

となる．この解はw(x) = tan(x+ c)であるが，tanは長さ πの区間でしか定義されないため，c

をどのように定めても，(−2, 2)全体で定義される解が得られない．

ルジャンドルの必要条件� �
汎関数 J [u]が uにおいて弱い極小値をもつための必要条件は

R(x) = fξξ(x, u(x), u
′(x)) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b].� �

Proof. c ∈ (a, b)が存在して，R(c) < 0であると仮定する．Rの連続性と微分方程式の解の局所

存在より，δ > 0が存在して，x ∈ [c− δ, c+ δ]においてR(x) < 0で，微分方程式

w′ = −P +
(Q+ w)2

R

の連続微分可能な解をもつ．

関数 φ ∈ C1([a, b])を条件

φ(x) = 0, x ̸∈ (c− δ, c+ δ), φ(x) ̸= 0, x ∈ (c− δ, c+ δ)

を満たすように選ぶと，上で定義した第 2変分は

j′′(0) =

∫ c+δ

c−δ

[
Pφ2 + 2Qφφ′ +R(φ′)2

]
dx =

∫ c+δ

c−δ
R

(
φ′ +

Q+ w

R
φ

)2

dx ≤ 0

となる．区間 (c− δ, c+ δ)において φ′ + Q+w
R φ = 0を境界条件 φ(c− δ) = 0のもとで満たす関数

φは φ ≡ 0しかないから，j′′(0) < 0となり，極小値であることに矛盾する．

回転面の問題で，Legendreの条件を確認する．f(x, u, ξ) = 2πu
√

1 + ξ2より

fξξ(x, u, u
′) = 2π

u

(1 + (u′)2)3/2
= 2π

C

cosh2(x−D
C )

であるため，すべての正の関数 uについて正となり，この必要条件を用いて解を排除することが

できない．
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

これを受けて，他の条件について考える．微分方程式 (1.13)が区間 [a, b]で解をもてば，十分

条件が得られる．(1.13)はリッカチの方程式（Riccati equation）で一般には解けないから，変換

w(x) = −Q−R
ν ′(x)

ν(x)
(1.14)

を ν(x) ̸= 0 ∀x ∈ [a, b]の仮定のもとで行い，線形な 2階微分方程式

d

dx
(Rν ′) + (Q′ − P )ν = 0 または ν ′′(x) +

R′

R
ν ′ +

Q′ − P

R
ν = 0, (1.15)

いわゆるヤコビ方程式に直す．境界条件を満たす解 νが一意的に存在し二つの独立な基本解 ν1, ν2

の線形結合 ν(x) = C1ν1(x) +C2ν2(x)で書けるという一般的な理論結果があり，このような線形

で斉次な方程式は扱いやすいので，ありがたいことである．

十分条件� �
次の 2つの条件

(a) R(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]

(b) ν(x) ̸= 0 ∀x ∈ [a, b]を満たすヤコビ方程式 (1.15)の解 νが存在する

が満たされれば，第 2変分 j′′(0)が，恒等的に零でないすべての φについて正となる．� �
Proof. ν(x) ̸= 0 ∀x ∈ [a, b]を満たすヤコビ方程式 (1.15)の解 νがあれば，それを用いて変換 (1.14)

を行うことができ，そのように得た wが微分方程式 (1.13)を [a, b]において満たすので，第 2変

分は

j′′(0) =

∫ b

a
R

(
φ′ +

Q+ w

R
φ

)2

dx =

∫ b

a
R

(
φ′ − ν ′

ν
φ

)2

dx

となる．R(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]で，φ′ + ν′

ν φ = 0を [a, b]で成り立たせる関数 φは φ ≡ 0しかない

（境界条件 φ(a) = φ(b) = 0のため）から，j′′(0) > 0が従う．

実は，オイラー・ラグランジュ方程式との関係に気づけば（ヤコビさんのアイデアである），ヤ

コビ方程式の解を見つけることができる．積分定数 c1, c2を含むオイラー・ラグランジュ方程式

の一般解を u(x, c1, c2)として，オイラー・ラグランジュ方程式

fu(x, u(x, c1, c2), u
′(x, c1, c2))−

d

dx

[
fξ(x, u(x, c1, c2), u

′(x, c1, c2))
]
= 0

を c1について微分すれば，

fuu
∂u

∂c1
+ fuξ

∂u′

∂c1
− d

dx

[
fuξ

∂u

∂c1
+ fξξ

∂u′

∂c1

]
= 0
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

を得る．整理して，P,R,Qを用いて書くと，

(P −Q′)
∂u

∂c1
− d

dx

(
R
∂u′

∂c1

)
= 0

になる．しかし，これはヤコビ方程式において νを ∂u
∂c1
に変えたものである．よって，

ν1 =
∂u

∂c1
, ν2 =

∂u

∂c2

というヤコビ方程式の二つの特殊解を得た．

そこで，ヤコビは

∆(x, a) = ν2(a)ν1(x)− ν1(a)ν2(x)

という解に着目した．∆(x, a)は x = aでゼロになるが，その右にある∆(·, a)の最初の零点 aを

aの共役点と呼ぶ．

注 ∆′(a, a) = 0ならば，解の一意性より，∆ ≡ 0となるから，以下では∆′(a, a) ̸= 0と仮定す

る．x = aでゼロとなる他の non-trivialな解 ∆̃(x, a)に対して，

D(x) = k∆(x, a), k =
∆̃′(a, a)

∆′(a, a)
,

と定義すれば，D(a) = 0 = ∆̃(a, a), D′(a) = ∆̃′(a, a)が成り立つから，解の一意性よりD ≡ ∆̃

を得て，∆̃は∆の定数倍（k倍）である．したがって，ν(a) = 0を満たす解の零点がすべて一

致し，上で定義した∆の零点を調べればよい．

もし，a > bなら，変数を少しシフトすることで [a, b]でゼロにならないようなヤコビ方程式の

解が作れるから，十分条件より uがminimizerであることが保証される．一方で，a = bのとき，

第 3変分以上を考える必要になり，詳細を省略する．また，a < bのとき，uがminimizerにはな

らないことが証明されている（詳しくは，[5]の 78ページを参照）．まとめると，次の条件を得た．

ヤコビの必要条件� �
uが弱い極小値であるための必要条件は

∆(x, a) ̸= 0 ∀x ∈ (a, b).� �
以上で極小値のための三つの必要条件：オイラー・ラグランジュ方程式，Legendreの条件と

Jacobiの条件を紹介した．一方で，上で述べたように，十分条件も得られる．
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

十分条件� �
次の三つの条件が成り立てば，uは弱い極小値である．

(1) uはオイラー・ラグランジュ方程式の解である．

(2) 強い Legendreの条件：R(x) = fξξ(x, u(x), u
′(x)) > 0 ∀x ∈ [a, b]．

(3) 強い Jacobiの条件：∆(x, a) ̸= 0 ∀x ∈ (a, b].� �
この Jacobiの条件には幾何学的な解釈がある．形式的に見てみよう．オイラー・ラグランジュ

方程式の解で条件 u(a) = αを満たすものを一つのパラメータ cを用いて，u(x, c)と表す（つま

り，解の one-parameter familyである）．二つの近い解

u(x, c), u(x, c+ δ) ≈ u(x, c) + δ
∂u

∂c
(x, c)

のグラフの交点 [x0, y0] は（小さい誤差を許せば）∂u
∂c (x0, c) = 0 を満たすので，共役点に近い

と予想できる（ν(x) = ∂u
∂c (x, c) はヤコビ方程式の解で，ν(a) = 0 を満たすので，一意性より

0 = 1
δ [u(x0, c+ δ)− u(x0, c)] ≈ ∂u

∂c (x0, c) = ν(x0)を満たす x0は（近似的に）共役点でなければ

ならない）．一方で，

y = u(x, c),
∂u

∂c
(x, c) = 0

を満たす (x, y)は曲線族 {u(x, c)}c∈Rの包絡線を形成する．これを簡単に理解するには，包絡線
が y = g(x)のグラフで表されると仮定する．すると，任意の xに対して cが存在し（これを c(x)

とする），g(x) = u(x, c(x))が成り立つ．さらに包絡線の条件として，この点 xにおいて gと u

のグラフは共通の接線をもつ，すなわち，g′(x) = ux(x, c(x))．今，すべての xについて成り立つ

g(x) = u(x, c(x))の両辺を xについて微分すると，g′(x) = ux(x, c(x)) + uc(x, c(x))c
′(x)を得る

が，g′(x) = ux(x, c(x))より ucc
′ = 0，つまり uc = 0が示される．

点 [a, α]から始まるオイラー・ラグランジュ方程式の解の族に包絡線があれば，ある解 uの共

役点 aは uのグラフが包絡線と接する点に対応する．すなわち，uのグラフが点 [b, β]に到達する

までに包絡線に接しないのであれば，uは極小値だと言える．逆に，途中で包絡線に接する点が

あれば，その点が共役点 aとなるので，uは極小値ではないことがわかる．

b

b

a

α

a

u

envelope
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1.3 極小回転面と極小値のための十分条件

例 1.3

J [u] =

∫ 5

0
(u′ + 1)2(u′)2 dx

のminimizerを境界条件

u(0) = 2, u(5) = 1

のもとで求める．

f(x, u, ξ) = (ξ+1)2ξ2が ξにしか依らないので，オイラー・ラグランジュ方程式は fξ = const，

つまり，

4(u′)3 + 6(u′)2 + 2u′ = const

となり，一般解は

u(x) = c1x+ c2,

境界条件を満たす解は

u(x) = −1

5
x+ 2.

• ルジャンドルの条件：

R = fξξ = 2(6(u′)2 + 6u′ + 1) =
2

25
> 0

より満たされる．

• ヤコビの条件：
ν1(x) =

∂u

∂c1
= x, ν2(x) =

∂u

∂c2
= 1

より∆(x, 0) = xで，この関数は x = 0以外の零点をもたないため，ヤコビ条件も満たされ

る．よって，uは弱い極小値である．

弱い極小値であるにもかかわらず，u(x) = −1
5x+ 2の任意の近傍に J [u]をより小さくする関数

uが存在する．実際，下図のように，uが傾き 0と−1を持つ線分からなる折れ線だと，J [u] = 0

となる（一方，J [u] = 16
125）．傾きが変わる頻度を増やせば，この uが上の uに限りなく近づく

ようにできる．このように得た関数 uは滑らかではないが，角を軟化することによって，いくら

でも滑らかにすることができ，滑らかな関数で汎関数の値を限りなくゼロに近づけることができ

る．

境界条件を変更しても，オイラー・ラグランジュ方程式の解が c1 ∈ (−1, 0)を満たす傾き c1の線

形関数であれば，同じような状況になる．

この現象はこれまで考えてきたことと矛盾しない理由は，折れ線の関数が弱い極小値に対し

て要求している「C1-ノルムで近い」という条件を満たしていないことである．実際，この折れ

線の微分は 0か −1で，u(x) = −1
5x + 2の微分 −1

5 に近くないから，弱い極小値のみ考える限

り，比較の対象外となる．
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x

y

2

1

5

u(x) = −

x

5
+ 2

u(x) + ε

u(x)− ε

回転面の問題に戻ろう．上で考えた場合 (2) の u(0) = 1 を満たす懸垂線の族の図を見ると

（u(a) = αとしても図は本質的に変わらない），解が二つある場合に，より深い懸垂線は右端の点

に到達する前に包絡線に接することがわかる．よって，深い懸垂線は極小値ではないことが言え

る．一方，浅い方の懸垂線は包絡線に接しないから，上記の十分条件がすべて満たされ，極小値

を与える．

一方，対称な境界条件 u(−h) = u(h) = kを課す場合 (1)では，解析的なアプローチもできる．

ヤコビ方程式の二つの解は

ν1(x) =
∂u

∂C
= cosh

(
x−D

C

)
−
(
x−D

C

)
sinh

(
x−D

C

)
, ν2(x) =

∂u

∂D
= − sinh

(
x−D

C

)
となり，共役点 aは

ν1(a)

ν2(a)
=
ν1(a)

ν2(a)

という方程式を満たす．z = a−D
C , z = a−D

C とおけば，この方程式は

z − coth z = z − coth z

と変形される．奇関数 z − coth zのグラフは以下に示す．

−6 −4 −2 0 2 4 6
−6

−4

−2

0

2

4

6

考えている対称な場合はD = 0, a = −h < 0であるから，z = − h
C < 0．したがって，z−coth z
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のグラフが z-軸と交わる点 zc ≈ −1.199679より小さい zについて Jacobiの条件が満たされない

（このとき，a < |a| = h = bとなるから，深い懸垂線に対応）．逆に，zcより大きい負の zについ

て Jacobiの条件が満たされる（浅い懸垂線に対応）．

演習問題

問題 1.5 両端を固定したひもや鎖が自重だけで変形する状況を考える．適切な物理的な仮定の
もとでひものポテンシャル・エネルギーを書け．また，定常なひもの形状がポテンシャル・エネ

ルギーの極小値を与えるという原理を用いて，定常なひもが極小回転面の断面である懸垂線と同

じ形をとることを示せ．

問題 1.6 汎関数

J [u] =

∫ 2

1
x2(u′(x))2 dx

を境界条件 u(1) = 0, u(2) = 1のもとで最小化せよ．Legendreの条件および Jacobiの条件を適用

し，オイラー・ラグランジュ方程式の解が弱い極小値であるか判断せよ．また，左端での境界条

件を満たす解の one-parameter familyを図示して，その包絡線を求めよ．

問題 1.7 汎関数

J [u] =

∫ 1

0

√
u(x)(1 + (u′(x))2) dx

と境界条件 u(0) = 2, u(1) = 5に対する変分問題を考える．境界条件を満たすオイラー・ラグラ

ンジュ方程式の解を求め，それらの解が Jacobiの必要条件を満たすか確認せよ．

問題 1.8 極小回転面の問題において (a, b) = (−h, h), α = β = k > 0という設定に対応する石

鹸膜の実験を考える．半径 kの二つの丸い輪っかを距離 h = 0からはじめてゆっくり話していく．

このときに，ある時点でカテノイドの形をした石鹸膜が切れて，二つの輪っかに張られる膜がで

きるが，切れる時点における石鹸膜の面積は二つの輪っかの総面積より真に大きい．この事実を，

講義で扱った深い懸垂線，浅い懸垂線に対する回転面と Goldschmidtの解をそれぞれプロットし

て（横軸は無次元化した輪っかの距離 h/k，縦軸は無次元化した石鹸膜の面積A/k2），物理的な

考察も交えて説明せよ．

1.4 Dido女王の問題と制約条件

この問題の名前は，紀元前 814年ごろ，現在のレバノンにあった王国の Dido女王は追われて

現在のチュニジアに逃亡し，「牛の皮で覆えるだけの土地をください」と現地の王に請い，それを

許された上で，牛の皮を細い紐に裁断して，それで広大な土地を囲って，カルターゴ王国の始ま

りとなった，という伝説に由来する．数学の言葉で言うと，周長が与えられた平面内の閉曲線の

うち，面積が最大となるものを求めることになる．この節では，これを曲線ではなく，関数のグ

ラフに単純化した次の問題を扱う．
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1.4 Dido女王の問題と制約条件

Didoの問題� �
点 (−a, 0)と点 (a, 0)を結び，長さ ℓをもつ関数 u(x)のグラフのうち，x-軸とグラフに囲まれ

た面積が最大となる関数 uを求めよ．� �
すなわち，

J [u] =

∫ a

−a
u(x) dx

を条件

u(−a) = 0, u(a) = 0,

∫ a

−a

√
1 + (u′(x))2 dx = ℓ

のもとで最大にする C1-関数 u(x)を求める．

このような積分型の制約条件がつく変分問題（等周問題ともよばれる）を解くことを目指して，

一般的な設定から始める．つまり，f ∈ C2([a, b]× R× R), g ∈ C2([a, b]× R× R)として，変分
問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫ b

a
f(x, u(x), u′(x)) dx (1.16)

X =

{
u ∈ C1([a, b]); u(a) = α, u(b) = β,

∫ b

a
g(x, u(x), u′(x)) dx = 0

}
の極小値が満たすオイラー・ラグランジュ方程式を導くことを考える．（Didoの問題は上限を求め

る問題であるが，オイラー・ラグランジュ方程式を考える上ではどちらでも同じ考察になるので，

前節の設定と合わせて最小化の問題にした．）

制約条件を満たす関数のなかで最小値を求めるため，変分を制約条件を満たす範囲で計算しな

ければならず，摂動として任意の φ ∈ C1
0 (a, b)について単純に u+ εφをとることができない．そ

こで，制約条件を満たすようにこの摂動を修正するために，固定した関数wに対してもう一つの

自由度 δを導入し，u+ εφ+ δwがX の元となるように陰関数定理により δを εの関数として決

める．

詳細を述べるため，uを極小値とする．

d

dx

[
gξ(x, u(x), u

′(x))
]
̸= gu(x, u(x), u

′(x))

を満たす x ∈ (a, b)が存在すると仮定すると，∫ b

a

[
gξ(x, u(x), u

′(x))w′(x) + gu(x, u(x), u
′(x))w(x)

]
dx ̸= 0

を満たす w ∈ C1([a, b]), w(a) = w(b) = 0がとれる．また，wを定数倍すれば，∫ b

a

[
gξ(x, u(x), u

′(x))w′(x) + gu(x, u(x), u
′(x))w(x)

]
dx = 1
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とできる．

つぎに，φ ∈ C1
0 (a, b)を任意にとり，上の wと ε, δ ∈ Rに対し，

F (ε, δ) = J [u+ εφ+ δw] =

∫ b

a
f
(
x, u+ εφ+ δw, u′ + εφ′ + δw′) dx

G(ε, δ) =

∫ b

a
g
(
x, u+ εφ+ δw, u′ + εφ′ + δw′) dx

とおく．このとき，次が成り立つ：

G(0, 0) = 0, Gδ(0, 0) = 1.

二つ目の式は先ほどのwのとり方による．陰関数定理の仮定が満たされるので，ε0 > 0と vφ(0) = 0

を満たす関数 vφ ∈ C1([−ε0, ε0])があり，

G(ε, vφ(ε)) = 0 ∀ε ∈ [−ε0, ε0]

が成り立つことがわかる．つまり，このような εについて u+ εφ+ vφ(ε)w ∈ X が言える．上式

を εで微分すると，

Gε(ε, vφ(ε)) +Gδ(ε, vφ(ε))v
′
φ(ε) = 0 ∀ε ∈ [−ε0, ε0]

を得るので，

v′φ(0) = −Gε(0, 0).

極小値の条件 F (0, 0) ≤ F (ε, vφ(ε)) ∀ε ∈ [−ε0, ε0]より（正確に言うと，極小値の定義で出て
くる近傍の大きさに応じて ε0を小さくする必要がある場合，小さくした値を ε0と置き直す）

d

dε
F (ε, vφ(ε))

∣∣
ε=0

= Fε(0, 0) + Fδ(0, 0)v
′
φ(0) = 0.

Fε(0, 0)は φに依存するが，Fδ(0, 0)は φに依存しないから，λ = Fδ(0, 0)とおけば，

Fε(0, 0)− λGε(0, 0) = 0,

すなわち，∫ b

a

([
fξ(x, u, u

′)φ′ + fu(x, u, u
′)φ
]
− λ

[
gξ(x, u, u

′)φ′ + gu(x, u, u
′)φ
])
dx = 0.

部分積分と φの任意性より

d

dx

[
fξ(x, u, u

′)
]
− fu(x, u, u

′) = λ

(
d

dx

[
gξ(x, u, u

′)
]
− gu(x, u, u

′)

)
.
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1.4 Dido女王の問題と制約条件

よく見ると，これは汎関数∫ b

a

[
f(x, u(x), u′(x))− λg(x, u(x), u′(x))

]
dx (1.17)

に対する（制約条件なしの）オイラー・ラグランジュ方程式であることがわかる．つまり，条件

つき最小化問題 (1.16)の極小値 uが存在すれば，λ ∈ Rがあって，uが汎関数 (1.17)に対するオ

イラー・ラグランジュ方程式の解である（言い換えれば，この汎関数の停留値を与える）．この

λのことをラグランジュ未定乗数と言う．ラグランジュ未定乗数 λは，求める極小値が制約条件

を満たすという条件より決まる．

このようにして，問題 (1.16)の弱い極小値の候補を求めるアルゴリズムを得た：

(1) 汎関数 (1.17)に対するオイラー・ラグランジュ方程式の一般解 u(x, c1, c2)を求める．ここ

で，c1, c2は積分定数である．

(2) 定数 λ, c1, c2を次の三つの条件より定める：

u(a) = α, u(b) = β,

∫ b

a
g(x, u(x), u′(x)) dx = 0.

例 1.4 上の Didoの問題では区間 (−a, a)をとって，

u(−a) = u(a) = 0, f(x, u, ξ) = u, g(x, u, ξ) =
√

1 + ξ2 − ℓ

2a

としている．

極大値 uが存在するなら，λ ∈ Rが存在して，uは∫ a

−a

[
u(x)− λ

(√
1 + (u′(x))2 − ℓ

2a

)]
dx

に対するオイラー・ラグランジュ方程式の解である．

オイラー・ラグランジュ方程式は

1 + λ
d

dx

(
u′(x)√

1 + (u′(x))2

)
= 0

であるが，これを積分して，

λ
u′√

1 + (u′)2
= −(x− C1), C1 ∈ R,

u′について解くと，

u′(x) = ± x− C1√
λ2 − (x− C1)2
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1.4 Dido女王の問題と制約条件

となるので，もう一度，積分することで，

u(x) = ±
√
λ2 − (x− C1)2 + C2, C2 ∈ R

がわかる．すなわち，uのグラフは円

(x− C1)
2 + (u(x)− C2)

2 = λ2

の一部である．

境界条件 u(−a) = u(a) = 0と長さが指定されている条件より C1, C2, λを求める．円の式で

x = ±aとすれば，(a−C1)
2 = λ2 −C2

2 = (−a−C1)
2が従うので，C1 = 0を得る．また，λが

円の半径，a/λがグラフが表す円弧の半角の sinであるから，2a ≤ ℓであれば（区間の長さが 2a

だから，ℓがこれより大きいことを想定している），C2と λも一意に決まる．

演習問題

問題 1.9 （オイラーの弾性曲線の問題）
伸び縮みしない長さ ℓの弾性体のゴム紐の形を関数 uのグラフで表すと，その弾性エネルギーは

J [u] =

∫ b

a

(u′′(x))2

(1 + (u′(x))2)5/2
dx

で書ける．境界条件を

u(a) = α, u(b) = β, u′(a) = γ, u′(b) = δ

とする．指定された長さ ℓをもつ J の弱い極小値 uが満たすオイラー・ラグランジュ方程式を導

け．また，この微分方程式を（例えば，特別な場合に限って）解くことに挑戦してみよ．数値的

に解いてもかまわない．

問題 1.10 汎関数

J [u] =
1

2

∫ 1

0
(u′(x))2 dx

を境界条件 u(0) = 0, u(1) = 0と制約条件∫ 1

0
u(x) dx =

1

6

のもとで最小化せよ．

問題 1.11 自由に曲がれるような重い鎖が重力のもとで二点 (−a, h)と (a, h)の間にぶら下がっ
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2滑らかでない極小値を考える

ている状況を考える．鎖の形が関数 uのグラフで与えられ，長さが

ℓ =

∫ a

−a

√
1 + (u′(x))2 dx

で指定されているとき，安定な形状 u(x)を求めよ．

2 滑らかでない極小値を考える

この章では，変分問題の解の対象を滑らかでない関数に広げて，物理的な意味での実際の極

小値もしくは最小値が存在するか，どのような性質をもつか，という疑問に答えることを目標と

する．

2.1 リプシッツ関数における最小化

1.2節の例を見ると，滑らかでない関数を最小化の対象とするのが自然であることがわかる．シャ

ボン玉のクラスターや材料における微細構造など，実際の現象でもこのような関数が現れる．歴

史的には区分的に滑らかな関数における最小化が最初に考えられた．すなわち，関数のグラフに

微分が不連続になるような点，「角」を許すことになる．ここでは，少し先回りをして，より広い

リプシッツ関数のなかでの最小化問題を考える．

例 2.1 動機として測地線の問題を取り上げる．すなわち，R3における曲面上の 2点を結ぶ曲線

のうち，長さが最も短い曲線を見つける問題である．

平面内の 2点 (a1, a2), (b1, b2)の場合，曲線を (u1(s), u2(s)), s ∈ [0, 1]と表すことができる．この

とき，最小化問題は以下の形をとる：

inf
X

∫ 1

0

√
(u′1(s))

2 + (u′2(s))
2 ds, X = {(u1, u2); (u1, u2)(0) = (a1, a2), (u1, u2)(1) = (b1, b2)} .

X を C1-級関数に限定すれば，オイラー・ラグランジュ方程式は(
u′1√

(u′1)
2 + (u′2)

2

)′

= 0,

(
u′2√

(u′1)
2 + (u′2)

2

)′

= 0

となる（u1と u2の変分を別々に計算すれば，上の二つの式が得られる）．これを同時に解くと，

u′1と u′2がそれぞれ定数であることがわかる．つまり，求める曲線は直線である．

この議論ではC1-級でない関数（角を持つ曲線）のなかで長さがより短くなる場合を排除できて

いない．しかし，区分的に滑らかな関数など，より広い関数空間へ対象を広げると，オイラー・

ラグランジュ方程式が成り立つとは言えないので，測地線が直線であるという最終的な証明には

ならない．
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2.1 リプシッツ関数における最小化

曲面が ψ(x, y, z) = 0で陰的に与えられた一般の場合，測地線の問題は汎関数∫ 1

0

√
(u′1(s))

2 + (u′2(s))
2 + (u′3(s))

2 ds

を最小化する問題になるが，このとき

ψ(u1(s), u2(s), u3(s)) = 0 ∀s ∈ [0, 1]

という制約条件を満たす曲線 (u1(s), u2(s), u3(s)), s ∈ [0, 1]のなかで最小値を求める．これは無

限個（各 s ∈ [0, 1]に対して一つ）の制約条件を意味するので，通常のラグランジュ未定乗数の

方法が適用できない．

そこで，問題を簡単にして，半径 1の円柱上の測地線を解いてみよう．このとき，ψ(x, y, z) =

x2 + y2 − 1で，円柱上の曲線は

(u1(s), u2(s), u3(s)) = (cos θ(s), sin θ(s), z(s)) , s ∈ [0, 1]

のように表現できる．逆に，このように表されるすべての曲線は円柱上にある．

(u′1)
2 + (u′2)

2 + (u′3)
2 = [(− sin θ)θ′]2 + [(cos θ)θ′]2 + [z′]2 = (θ′)2 + (z′)2

より，二つの点を (θ, z) = (0, 0)と (θf , zf )とすれば，次の変分問題を得る：

inf
X

∫ 1

0

√
(θ′(s))2 + (z′(s))2 ds, X = {(θ, z); (θ, z)(0) = (0, 0), (θ, z)(1) = (θf + 2πk, zf )} .

これは平面内の測地線と全く同じ形の問題なので，解は C1-級ならば，

θ(s) = (θf + 2πk)s, z(s) = zfs

となる．これに対応する曲線の長さは
√
(θf + 2πk)2 + z2f だから，k = 0とすれば最小となる．

よって，解は螺旋 (θfs, zfs)となる（z-軸のまわり半回転以内）．

しかし，平面の場合と同様，そもそも測地線が存在するのか，滑らかな曲線であるのか，わから

ないので，上の議論は最終的な答えを出していない．

例 2.2 第 1章でも紹介した例であるが，汎関数

J [u] =

∫ 5

0
(u′ + 1)2(u′)2 dx

のminimizerを境界条件

u(0) = 2, u(5) = 1

のもとで求める．
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2.1 リプシッツ関数における最小化

f(x, u, ξ) = (ξ+1)2ξ2が ξにしか依らないので，オイラー・ラグランジュ方程式は fξ = const，

つまり，

4(u′)3 + 6(u′)2 + 2u′ = const

となり，一般解は

u(x) = c1x+ c2,

境界条件を満たす解は

u(x) = −1

5
x+ 2.

• ルジャンドルの条件：

R = fξξ = 2(6(u′)2 + 6u′ + 1) =
2

25
> 0

より満たされる．

• ヤコビの条件：
ν1(x) =

∂u

∂c1
= x, ν2(x) =

∂u

∂c2
= 1

より∆(x, 0) = xで，この関数は x = 0以外の零点をもたないため，ヤコビ条件も満たさ

れる．

十分条件が満たされるにもかかわらず，u(x) = −1
5x + 2の任意の近傍に J [u]をより小さくす

る関数 uが存在する．実際，下図のように，uが傾き 0と −1を持つ線分からなる折れ線だと，

J [u] = 0となる．傾きが変わる頻度を大きくすれば，この uが上の uに限りなく近づくようにで

きる．このように得た関数 uは滑らかではないが，角を軟化することによって，いくらでも滑ら

かにすることができ，滑らかな関数で汎関数の値を限りなくゼロに近づけることができる．

x

y

2

1

5

u(x) = −

x

5
+ 2

u(x) + ε

u(x)− ε

この現象はこれまで考えてきたことと矛盾しない理由は，折れ線の関数が弱い極小値に対し

て要求している「C1-ノルムで近い」という条件を満たしていないことである．実際，この折れ

線の微分は 0か−1で u(x) = −1
5x+ 2の微分−1

5 に近くないから，弱い極小値のみ考える限り，

比較の対象外となる．
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2.1 リプシッツ関数における最小化

滑らかでない極小値を許すには，これまでの理論をC1-級より広い関数空間に拡張する必要が

ある．まずは，リプシッツ関数とそれに関係する絶対連続関数と有界変動関数の定義を思い出す．

定義（リプシッツ関数・絶対連続関数・有界変動関数）� �
関数 u : [a, b] → Rがリプシッツ連続である（u ∈ Lip[a, b]）とは，定数 L > 0が存在して，

|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y| ∀x, y ∈ [a, b]

が成り立つ，という意味である．

関数 u : [a, b] → Rが絶対連続である（u ∈ AC[a, b]）とは，任意の ε > 0に対して δ > 0が存

在して， ∑
i

(bi − ai) < δ ⇒
∑
i

|u(bi)− u(ai)| < ε

が互いに素な有限個の区間 [ai, bi] ⊂ [a, b]の全ての族について成り立つ，という意味である．

関数 u : [a, b] → Rが有界変動である（u ∈ BV[a, b]）とは，

sup
{xi}

N−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| < +∞

が成り立つ，という意味である．ただし，supは区間 [a, b]の有限分割 a = x0 < x1 < · · · <
xN = bについてとっている．� �
このような関数の基本性質を述べる．

関数空間の包含関係� �
定理 2.1

C1([a, b]) ⊂ Lip[a, b] ⊂ AC[a, b] ⊂ BV[a, b] ⊂ [a, b]上 a.e.微分可能な関数� �
有界変動関数の性質（Jordanの定理）� �
定理 2.2 関数 u : [a, b] → Rは有界変動関数であるのは，単調な関数 u1, u2 が存在し，

u = u1 − u2と書けるときとそのときのみである．

従って，有界変動関数の微分 u′(x)がほとんどいたる x ∈ [a, b]で存在する．� �
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2.1 リプシッツ関数における最小化

絶対連続関数の表現� �
定理 2.3 次の二つの条件は同値である：

(1) 関数 uは [a, b]で絶対連続である．

(2) 積分可能な関数 v(x)が存在して

u(x) = u(a) +

∫ x

a
v(t) dt ∀x ∈ [a, b].� �

Proof. （概要）

• (1) ⇒ (2): uが絶対連続ならば有界変動である．よって，u′(x)がほとんどすべての x ∈ [a, b]

において存在し，[a, b]上で積分可能である．さらに，µu((c, d]) = u(d) − u(c)で定義され

る測度は Lebesgue測度に対して絶対連続である．よって，Radon-Nikodymの定理より，積

分可能な関数 vが存在して，

µu(E) =

∫
E
v dλ, E 可測

が言える．ここで，E = (a, x] と選ぶと，(2)の式が得られる．微分積分の基本定理より，

u′ = v a.e. も従う（それぞれの主張は証明が必要であるが，ここでは省略する）．

• (2) ⇒ (1): vが可積より，任意の ε > 0に対して δ > 0が存在し，

λ(E) ≤ δ ならば
∫
E
|v(t)| dt < ε

が成り立つ．

互いに素な有限個の区間 [ai, bi] ⊂ [a, b]が
∑

i(bi − ai) < δを満たすとき，

∑
i

|u(bi)− u(ai)| =
∑
i

∣∣∣∣∫ bi

ai

v(t) dt

∣∣∣∣ ≤∑
i

∫ bi

ai

|v(t)| dt < ε.

よって，uは絶対連続である．

リプシッツ関数と絶対連続関数の関係� �
定理 2.4 次の二つの条件が同値である：

(1) 関数 u : [a, b] → Rはリプシッツ連続である（リプシッツ定数 L）．

(2) u : [a, b] → Rは絶対連続であり，かつ |u′(x)| ≤ L a.e. x ∈ [a, b].� �
この定理の多変数ベクトル値関数への拡張は Rademacherの定理と呼ばれる．
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リプシッツ関数の位置付けがわかったので，変分問題を具体的に書く：

変分問題（リプシッツ関数）� �
inf
u∈X

J [u] (2.1)

ただし， J [u] =

∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x)

)
dx, X = {u ∈ Lip[a, b]; u(a) = α, u(b) = β} .� �

汎関数 J に対して次の（オイラー・ラグランジュ方程式の導出のときより弱い）仮定を置く：

(A1) f(x, u, ξ)は x, u, ξの連続関数である

(A2) 微分 fu, fξ は存在し，連続である

このとき，J [u]の定義に出てくる積分が u ∈ Lip[a, b]に対してルベーグ積分としてwell definedで

あることに注意しよう．実際，

• uは [a, b]で連続より可測，u′は連続関数の極限として可測，f(x, u, ξ)は連続なので，合成

関数 f(x, u(x), u′(x))は [a, b]で可測である．

• x ∈ [a, b]の範囲ではx, u(x), u′(x)ともに有界である．f(x, u, ξ)が連続なので，|f(x, u(x), u′(x))| ≤
M a.e.x ∈ [a, b]を満たすM > 0が存在する．

あとは次の補題を適用すればよい．

補題． f が [a, b]において可測で，|f(x)| ≤ g(x) a.e.x ∈ [a, b]を満たすルベーグ可積関数 gが存在

すれば，f は [a, b]でルベーグの意味で可積である．

uが J のC2([a, b])における極小値ならば，Lip[a, b]における極小値でもある（問題2.2）ので，

変分問題 (2.1)の設定は古典的な C2-級の理論の自然な拡張である．

オイラー・ラグランジュ方程式に代わる必要条件があるかを見ていこう．もともとのオイラー・ラ

グランジュ方程式の導出を思い出すと，部分積分をして，テスト関数φの微分を fξ(x, u(x), u
′(x))

に押し付けたが，今回は fξ(x, u(x), u
′(x))が微分可能とは限らないので，部分積分ができない．

du Bois-Reymondの定理� �
定理 2.5 仮定 (A1),(A2)の下，u ∈ Lip[a, b]が (2.1)の弱い極小値ならば，定数 c ∈ Rが存

在して，

fξ(x, u(x), u
′(x)) = c+

∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt, a.e. x ∈ [a, b] (2.2)

という積分型オイラー・ラグランジュ方程式が成り立つ．� �
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Proof. φ(a) = φ(b) = 0を満たすリプシッツ関数 φに対して，

lim
ε→0

∫ b

a

f(x, u(x) + εφ(x), u′(x) + εφ′(x))− f(x, u(x), u′(x))

ε
dx

の極限の存在を示す．fu, fξ が連続だと仮定しているから，(u, ξ)の有界集合では f は (u, ξ)につ

いてリプシッツ連続である．x ∈ [a, b]の範囲では u(x), φ(x), u′(x), φ′(x)が有界なので，εが十分

小さければ，定数 Lがあって，上記の積分の被積分関数は絶対値で L(|φ(x)|+ |φ′(x)|)でおさえ
られる．よって，ルベーグの優収束定理より上の極限は存在し，その値は∫ b

a

(
fu(x, u(x), u

′(x))φ(x) + fξ(x, u(x), u
′(x))φ′(x)

)
dx = 0

に等しい．一つ目の項で部分積分を施すと，∫ b

a

(
−
∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt+ fξ(x, u(x), u
′(x))

)
φ′(x) dx = 0

を得るが，積分の中に定数 cを加えても，そのまま成り立つ：∫ b

a

(
c−

∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt+ fξ(x, u(x), u
′(x))

)
φ′(x) dx = 0. (2.3)

関数 φを

φ(x) =

∫ x

a

(
c−

∫ s

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt+ fξ(s, u(s), u
′(s))

)
ds

のように選び，cを φ(b) = 0となるように選ぶと，(2.3)は

∫ b

a

∣∣∣∣c− ∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt+ fξ(x, u(x), u
′(x))

∣∣∣∣2 dx = 0

となるので，定理が示された．

u ∈ C2([a, b])ならば，積分型オイラー・ラグランジュ方程式と通常のオイラー・ラグランジュ

方程式は同値である．

例 2.3

min

∫ 1

0

(
u′(x)

)3
dx, u(0) = 0, u(1) = 1

を考える．f(x, u, ξ) = ξ3より，fu ≡ 0, fξ = 3ξ2．よって，積分型オイラー・ラグランジュ方程

式は

(u′(x))2 = c2 a.e. x ∈ [0, 1]

となる．uをC2-級関数に限定すれば，境界条件を満たす解はただ一つ，u(x) = xである．しか

し，u ∈ Lip[0, 1]を許すなら，解は無限にある．例えば，c > 1に対して傾き+cまたは−cをも
つ区分的線形関数はすべて積分型オイラー・ラグランジュ方程式の解となる．しかし，これらの
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解がすべて極小値であるとは言えない．極小値を見分けるための追加の判定条件が必要である．

判定条件として次の 3つは便利である：

• 正則性に基づく条件（解ならばある正則性をもつという情報を基に，解の候補の一部を排除
できる）

• Weierstrassの必要条件（強い極小値のための必要条件である）

• uの微分が不連続となる「角」で成り立つ条件（例えば，[9]の 10章を参照）

正則性の定理� �
定理 2.6 u ∈ Lip[a, b]が積分型オイラー・ラグランジュ方程式の解であるとする．仮定

(A1),(A2)に加えて，関数 ξ 7→ f(x, u(x), ξ)がすべての x ∈ [a, b]に対して狭義凸であるとす

る．このとき，u ∈ C1([a, b])である．

さらに，f ∈ Cm (m ≥ 2)ならば，u ∈ Cm([a, b])が成り立つ．� �
証明は [3], p.312などを参照されたい．

Weierstrassの必要条件� �
定理 2.7 u ∈ Lip[a, b]が強い極小値ならば

f(x, u(x), u′(x) + q)− f(x, u(x), u′(x)) ≥ fξ(x, u(x), u
′(x))q ∀q ∈ R a.e.x ∈ [a, b].� �

f が微分可能で，ξについて凸ならば2.7の条件は自動的に満たされるので，この定理が役に立

つのは f が微分可能でないときや ξについて凸でないときである．証明は例えば [3], p.348で確認

できる．

次の定理は，ゆるい正則性の条件の下でグローバルな最小値が言えるので，興味深い．

凸性による十分条件� �
定理 2.8 変分問題 (2.1)において，u ∈ Xが積分型オイラー・ラグランジュ方程式を満た

すとする．このとき，f(x, u, ξ)がすべての xに対し (u, ξ)について凸ならば，uは変分問題

(2.1)の最小化関数である．� �
Proof. 念のため，凸関数の定義を述べておく．
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凸関数の定義� �
定義 2.9 Ω ⊂ Rnが凸集合であるとする．

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ Ω, ∀λ ∈ [0, 1]

を満たす関数 f : Ω → Rを凸関数と言う．さらに，

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ Ω, x ̸= y, ∀λ ∈ (0, 1)

が成り立つならば，狭義凸関数であると言う．� �
注 f : Rn → R, f ∈ C1(Rn)が凸関数であることと次の条件が同値である：

f(x) ≥ f(y) +∇f(y) · (x− y) ∀x, y ∈ Rn.

u ∈ X を任意にとり，p(x) = c +

∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt と定義する．このとき，積分型オイ

ラー・ラグランジュ方程式は

(p′(x), p(x)) = ∇u,ξf(x, u(x), u
′(x)) a.e. x ∈ [a, b] (2.4)

と書けて，次のことがわかる：

J [u]− J [u] =

∫ b

a

(
f(x, u(x), u′(x))− f(x, u(x), u′(x))

)
dx

≥
∫ b

a
(p′(x), p(x)) · (u(x)− u(x), u′(x)− u′(x)) dx (2.5)

=

∫ b

a

d

dx
(p(x) · (u(x)− u(x))) dx

= 0. (2.6)

(2.5)は (2.4)と fの凸性より従う．一方，(2.6)は uと uが同じ境界条件を満たすことより従う．

注 上の定理で u ∈ C2([a, b])ならば，C2-級関数における最小値のための十分条件が与えられ

ている．しかし，以前に扱った古典的なルジャンドルとヤコビによる十分条件と以下の点で異

なる：

• 正則性の仮定がゆるくなっている

• 強いルジャンドル条件（fξξ > 0）が要求されない

• 弱い極小値だけではなくグローバルな最小値であることを言っている

• 制約条件がある問題に拡張しやすい（問題2.5）
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例 2.4 測地線の例2.1に戻る．ここでは，汎関数の関数 f は

f(x, u1, u2, ξ1, ξ2) =
√
ξ21 + ξ22

となり，(u1, u2, ξ1, ξ2)について凸である．定理2.8より，この例の前半で見つけた線型な停留曲

線が最小値を与えることがわかる．

演習問題

問題 2.1 定理2.4を示せ．

問題 2.2 変分問題 (2.1)の設定で，uが J の C2([a, b])における極小値ならば，Lip[a, b]におけ

る極小値でもあることを示せ．

詳細：　次のステップを踏んで示すことができる．

1. まず，(a)-(d)を実行して，次の補題を示す：リプシッツ関数 u : [a, b] → Rと ε > 0に対し

て多項式 p(x)が存在し，

p(a) = u(a), p(b) = u(b), ∥p′∥L∞ ≤ ∥u′∥L∞ + ε, ∥p− u∥L∞ + ∥p′ − u′∥L1 ≤ ε.

(a) Lusinの定理を用いて，次を満たす連続関数 v : [a, b] → Rを見つける：

∥v∥L∞ ≤ ∥u′∥L∞ , v = u′ 測度 ε以下の集合を除いて.

(b) Weierstrassの定理を用いて，∥v − r∥L∞ < εを満たす多項式 rを見つける．

(c) 条件

|c| ≤ ε
b− a+ 2∥u′∥L∞

b− a

を満たす定数 c ∈ Rをうまくとれば，

p(x) = u(a) +

∫ x

a
r(t) dt+ c(x− a)

で定義した関数が p(a) = u(a), p(b) = u(b)を満足し，次の評価が得られることを示す：

∥p′∥L∞ ≤ ∥u′∥L∞+ε+|c|, max
{
∥p− u∥L∞ , ∥p′ − u′∥L1

}
≤ ε{b−a+2∥u′∥L∞}+(b−a)|c|.

(d) 以上の事実から定理の証明を完成させる．

2. f が局所的にリプシッツ関数ならば，u ∈ Lip[a, b]と ε > 0に対して多項式 wが存在し，次

が成り立つことを示す：

w(a) = u(a), w(b) = u(b), ∥u− w∥L∞ < ε, |J(u)− J(w)| < ε.
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3. r,R > 0に対して，変分問題 (2.1)を集合

X =
{
u ∈ Lip[a, b]; u(a) = α, u(b) = β, ∥u∥L∞ < r, ∥u′∥L∞ < R

}
に限定したとき，J のX における下限と，X の定義で Lip[a, b]を「すべての多項式を含む

関数集合」に変えた任意の集合X ′における下限が等しいことを示す．

4. 題意を弱い極小値と強い極小値について示す．

問題 2.3 定理2.6を用いて，ヤコビの条件∆(x, a) ̸= 0 ∀x ∈ (a, b)が弱い極小値のための必要条

件であることを示せ．

詳細：　弱い極小値 uの共役点 a ∈ (a, b)が存在すると仮定して，次のステップを踏んで背理法で

示す．

1. h1(x) := fξξ(x, u(x), u
′(x)), h2(x) := fuu(x, u(x), u

′(x)) − d
dxfuξ(x, u(x), u

′(x))とおくと，

φ(a) = φ(b)を満たす φ ∈ Lip[a, b]に対して

I[φ] :=

∫ b

a

(
h1(x)(φ

′(x))2 + h2(x)φ
2(x)

)
dx ≥ 0

が成り立つことを第 2変分を計算して示す．

2. 仮定より，v(a) = v(a) = 0なるヤコビ方程式の非自明な解 vが存在する．この解に対して

v′(a) ̸= 0，そして ∫ b

a

(
h1(x)(v

′(x))2 + h2(x)v
2(x)

)
dx = 0

が成立することを示す．

3. v(x) := 0, x ∈ [a, b]として，vの定義域を [a, b]に拡張する．よって，vは汎関数 I のX =

{φ ∈ Lip[a, b]; φ(a) = φ(b) = 0}における最小値を与える．定理2.6を適用して矛盾を得る．

問題 2.4 変分問題 (2.1)において

f(x, u, ξ) = g(u)
√

1 + ξ2

とする．ただし，g ∈ Cm(m ≥ 2)．u ∈ Lip[a, b]が弱い極小値で，g(u(x)) > 0 ∀x ∈ [a, b]が成り

立つとき，u ∈ Cm([a, b])であることを示せ．

問題 2.5 （創造的な問題）変分問題 (2.1)に

u ∈ V1, u′ ∈ V2, V1, V2 は凸集合

のような制約条件をつけた問題に対して，定理2.8の主張を修正し，その証明を与えよ．

問題 2.6 定理2.8で f が (u, ξ)について狭義凸ならば，uが問題 (2.1)のただ一つの解であるこ

とを示せ．証明を見て，uと ξの両方の変数についての狭義凸性が必要になるか答えよ．
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さらに，具体的な例として，最小化問題

min

∫ 1

0

(
(u(x))2 + (u′(x))2

)
dx in X =

{
u ∈ C2([0, 1]); u(0) = 0, u(1) = 1

}
の停留値が唯一の最小値であることを示せ．

問題 2.7 定理2.1において，真の包含関係であること，すなわちそれぞれの集合が異なることを

示せ．

問題 2.8 例2.3の問題

min

∫ 1

0

(
u′(x)

)3
dx, u(0) = 0, u(1) = 1

において，u(x) = xが弱い極小値を与えることを示した．Weierstrassの条件を用いて，強い極小

値ではないことを示せ．

2.2 絶対連続関数における最小化

リプシッツ関数の設定では存在定理が得られないため，許容関数空間を絶対連続な関数AC([a, b])

に広げることを考える．実際，絶対連続な関数では（汎関数がある条件を満たせば）最小値の存

在が証明できるようになる．

例 2.5

min

∫ 1

0
(1 + u(x))

(
u′(x)

)2
dx, u ∈ C2([0, 1]), u(0) = 0, u(1) = 3

という最小化問題を解く．

オイラー・ラグランジュ方程式は

(1 + u(x))
(
u′(x)

)2
= c, x ∈ [0, 1]

となる．cは定数で，(1 + u(0))(u′(0))2 = (u′(0))2 より 0以上でなければならない．c = 0な

らば u ≡ 0でなければならないので，u(1) = 3と矛盾する．よって，c > 0で，[0, 1]において

u′(x) > 0である．従って，微分方程式は

√
1 + u(x)u′(x) =

√
c, x ∈ [0, 1]

の形になり，これを境界条件の下で解くと，

u(x) = (7x+ 1)2/3 − 1

を得る．対応する汎関数の値は J [u] =
√
14/3である．ヤコビの十分条件を適用すれば極小値で

あることが示せるが，実は，次のような関数をとれば問題の解ではないことがわかる．ここで，
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ほとんどすべての x ∈ (13 ,
2
3)で |u′(x)| = M となるように関数を定義して，M → ∞とすると，

J [u] → −∞となる．

b b b

b

b

b

b

3

−2

−3

−4

b b b

1/3 2/3 1

x

u(x)

上記の議論の間違っているところは，最小値の存在を仮定していることにある．すなわち，最

小値の存在がわからなければ，上のような推論が成り立たない．

最小値の存在を示すため，対象の関数空間を広げて，絶対連続関数のなかでの変分問題を見る．

変分問題（絶対連続関数）� �
inf
u∈X

J [u] (2.7)

ただし， J [u] =

∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x)

)
dx, X = {u ∈ AC[a, b]; u(a) = α, u(b) = β} .� �

リプシッツ関数の場合，微分が有界だったが，u ∈ ACの微分が有界とは限らないので，J [u]

が定義されるよう f に対して適切な条件を課す必要がある．例えば，以下の Tonelliの定理では，

f を下から有界な連続関数としている．このとき，x 7→ f(x, u(x), u′(x))という写像が下から有界

な可測関数だから，J [u]の積分はルベーグ積分の意味で意味をもつ（当然，+∞になる可能性が
ある）．

以下の Leonida Tonelliによる定理（1915年）は変分問題の存在理論で画期的な結果である．

Tonelliの定理� �
定理 2.10 f が連続で，ξについて凸な関数で，

∃r > 1, C1 > 0, C2 ∈ R such that f(x, u, ξ) ≥ C1|ξ|r + C2 ∀(x, u, ξ) ∈ [a, b]× R× R

という強圧性条件を満たすならば，変分問題 (2.7)の最小値が存在する．� �
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Proof. 汎関数の値 J [u]が有界であるような u ∈ X が存在する（例えば，境界条件を満たす線形

関数）ので，最小化列 {un} ⊂ X がとれる：

lim
n→∞

J [un] = inf
u∈X

J [u].

十分大きな nに対して，∫ b

a

(
C1|u′n|r + C2

)
dx ≤ J [un] ≤ inf

u∈X
J [u] + 1

が成り立つから，列 {u′n}はLr(a, b)で一様有界である，すなわち，nに依存しない定数Cがあっ

て，∥u′n∥Lr(a,b) ≤ C ∀nが成り立つ．
有界列となると，実数の場合に成立するWeierstrassの定理と同様に，収束する部分列が取り出せ

るというふうに考えたくなる．無限次元空間でもこのような部分列がとれることは全く明らかで

はないが，収束の意味をうまく定義すれば，可能である．この証明の紹介は以下で行うが，そのま

とめとして，Lrが回帰的空間だから，単位球がweakly compactのため，あるw ∈ Lr(a, b)に弱収

束する部分列がとれると述べておく．簡単のため，この部分列に対して同じ記号 {u′n}を用いる．

AC([a, b])の元 uを

u(x) = α+

∫ x

a
w(y) dy, x ∈ [a, b]

で定義する．弱収束より任意の x ∈ [a, b]について∫ x

a
u′n(y) dy =

∫ b

a
u′n(y)χ(a,x)(y) dy →

∫ b

a
w(y)χ(a,x)(y) dy =

∫ x

a
w(y) dy.

ただし，χ(a,x)は区間 (a, x)の特性関数である．ここで，特性関数が有界で，すべての Lp-空間，

とくに Lr′(a, b)（1
r +

1
r′ = 1）に入るから，弱収束の試験関数として使えることを用いた．

上の式のすべての部分に αを足すと，左辺は un(x)，右辺は u(x)に等しい．したがって，un

は uに各点収束する．さらに，u(b) = βがわかる．

f の連続性と ξについての凸性を利用すると，

J [u] ≤ lim
n→∞

J [un] = inf
u∈X

J [u] (2.8)

が証明できる（この重要なステップの詳細を以下で示す）．よって，uは最小値を与える．

注 凸性と強圧性の条件のうちどれかを落とすと，定理は成立しないことを示す反例が作れる．

この定理が切り開いたいわゆる直接法は次の構成要素を含む：

• 最小化列の存在とその部分列の適切な収束（通常は u′nは弱収束，unは各点または一様収束）

• 汎関数の下半連続性（J [u] ≤ lim infn→∞ J [un]）
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• 境界条件や（あれば）制約条件が極限で保存される性質（一様収束で保存される条件，微分
の弱収束で保存される条件：弱収束の場合は凸性が必要となる場合が多い）

Lp-空間の弱位相について

Lp空間� �
定義 2.11 Ω ⊂ Rnを開集合とする．p ∈ [1,∞)に対して，関数 uがLp(Ω)に属するとは，

uが可測で，|u|pが Ω上で可積である，という意味である．

関数 uがL∞(Ω)に属するとは，uが essentially boundedである，すなわち，M ∈ Rが存在し
て，|u(x)| ≤M a.e. x ∈ Ωが成り立つ，という意味である．

ノルムを次のように定義するとノルム空間となる：

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|p dx

)1/p

∥u∥L∞(Ω) = inf{M : |u(x)| ≤M a.e. x ∈ Ω}

従って，u ∈ Lp(Ω) ⇔ ∥u∥Lp(Ω) <∞, p ∈ [1,∞].

また，このノルムで Lpは完備である，つまり，バナッハ空間である．� �
双対空間� �
定義 2.12 ノルム空間X の双対空間X∗はX 上の連続な線型汎関数の空間で，そのノル

ムは

∥F∥X∗ = sup{F (u) : u ∈ X, ∥u∥X ≤ 1}

と定義される．ただし，F (u)を ⟨F, u⟩と書くことが多い．� �
Lp空間の双対空間（Rieszの定理）� �
定理 2.13 p ∈ [1,∞)に対して，(Lp)∗は Lp′ と同一視できる．ただし，p′は 1

p + 1
p′ = 1

を満たす（p = 1のとき，p′ = ∞）．すなわち，この二つの空間は isometricである：全単射

T : Lp′ → (Lp)∗が存在して，

∥Tu∥(Lp)∗ = ∥u∥Lp′ ∀u ∈ Lp′ . (2.9)

このとき，T は具体的に次のように表される：

⟨Tu, v⟩ =
∫
Ω
u(x)v(x) dx v ∈ Lp(Ω). (2.10)

一方で，L∞の双対空間は L1より広い空間である．� �
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Proof. Hölder不等式 ∣∣∣∣∫
Ω
u(x)v(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥Lp′ (Ω)∥v∥Lp(Ω)

を用いて，(2.10)で定義される写像 T が (2.9)を満たすことを示す．あとは，T が全射であること

を示せばよい．

最小化問題の解の存在を言うには，対象の集合のコンパクト性が重要になる．無限次元空間で

は単位球がコンパクトでないことから窺えるように，コンパクト性を得るのが難しい．そこで，コ

ンパクト集合を増やすため，開集合を減らして位相を弱くすることを考える．そうすると，逆に

汎関数の連続性が示しにくくなる．解が見つかるようなバランスのよい位相を決めるのがこのよ

うな問題のポイントとなるが，ここではまず最も弱い位相について紹介する．

ノルム空間X とその双対空間X∗に対して，位相 σ(X,X∗)を以下の集合

V (u, F, r) = {v ∈ X : |F (v − u)| < r} , u ∈ X, F ∈ X∗, r > 0

をすべて含む最小の位相として定義する．

この位相はX∗のすべての汎関数を連続にする最も弱い（開集合が少ない）位相である．実際，F

が連続であるのと，V (x, F, r)が全ての x ∈ X とすべての r > 0について開集合であるのと，同

値である．

Xが有限次元空間ならば，弱い位相 σ(X,X∗)ともともとのノルムによる強い位相 σ(X, ∥ · ∥X)は

一致する．しかし，無限次元なら，弱い位相は強い位相より真に小さくなる．

二つの重要な定理を述べる．

弱位相� �
定理 2.14 列 {un} ⊂ X が弱位相 σ(X,X∗)で u ∈ X に収束するのは，すべての F ∈ X∗

に対して F (un)が F (u)に（実数列として）収束するときとそのときのみである．� �
Proof. すべての F ∈ X∗が連続だから，un → u（弱位相で）より F (un) → F (u)（数列として）

が従うのは明らかである．次に，すべてのF ∈ X∗に対してF (un) → F (u)を満たす列 {un} ⊂ X

をとる．uの任意の近傍W は V =
∩

j=1,...,J V (u, Fj , r)の形をもつ集合を含む．各 j に対して，

Nj が存在し，

n ≥ Nj ⇒ |Fj(un − u)| < r

が成り立つ．N := maxj=1,...,J Nj とおけば，

n ≥ N ⇒ un ∈
∩

j=1,...,J

V (u, Fj , r) ⊂W

を得る．よって，σ(X,X∗)の位相で un → u.
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凸集合の閉包� �
定理 2.15 C がX の凸な部分集合ならば，C の弱い位相での閉包と強い位相での閉包は

一致する．言い換えると，X の凸な部分集合が強い位相で閉であることと弱い位相で閉であ

ることは同値である．� �
Proof. 強い位相でのCの閉包 clsCは，Cを含むすべての強閉集合の共通部分である．同様に，弱

い位相での C の閉包 clwC は，C を含むすべての弱閉集合の共通部分である．弱閉集合が必ず強

閉集合であるので，clsC ⊂ clwC が従う．

逆の包含関係は背理法で示す．u ∈ clwC \ clsC が存在したとすると，Hahn-Banach定理より

F ∈ X∗と r ∈ Rがあって，

⟨F, u⟩ < r < ⟨F, v⟩ ∀v ∈ clsC.

よって，uは S = F−1[r,∞)という集合の元ではない．しかし，F が弱い位相で連続だから，こ

の集合 Sは弱閉集合で，C ⊂ Sを満たす．結果として，u ̸∈ clwC という矛盾にたどり着く．

回帰的空間� �
定義 2.16 まず，包含写像 J : X → X∗∗を定義する．Juは次の条件で定義されるX∗∗の

元である：

⟨Ju, F ⟩ = ⟨F, u⟩ ∀F ∈ X∗.

ノルムを保存する

∥Ju∥X∗∗ = sup
F :∥F∥X∗≤1

⟨Ju, F ⟩ = sup
F :∥F∥X∗≤1

⟨F, u⟩ = ∥u∥X

写像であるから，X と J(X) ⊂ X∗∗の isometryである．

J(X) = X∗∗が成り立つとき，J が回帰的（reflexive）であるという．� �
Lpの reflexivity� �
定理 2.17 1 < p <∞ならば，Lp(Ω)は回帰的空間である．

L1(Ω), L∞(Ω)は回帰的ではない．� �
証明は例えば [3], p.106を参照．

次に，回帰的空間がコンパクト性の性質を備えていることを見る．
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単位球の弱コンパクト性� �
定理 2.18 バナッハ空間X が回帰的であるのは，その単位閉球が弱コンパクトであると

きとそのときのみである．� �
証明は例えば [3], p.99を参照．

凸集合の弱コンパクト性� �
定理 2.19 回帰的バナッハ空間X の凸な有界閉集合は弱点列コンパクトである．� �

Proof. （概要）雰囲気を感じるために，証明の概要だけ述べる．{un}を凸な有界閉集合 Aに含

まれる列としたとき，ある u ∈ Aに弱収束する部分列 {uni}の存在を示したい．

• r > 0があって，{un} ⊂ rBが成り立つ（BはX の単位球）．

• {un}で生成されるX の閉部分空間を Lとする．Lが可分で回帰的であることが示せる．

• 定理2.18により，BLと rBLは Lで弱コンパクトである（BLは Lの単位球）．

• L∗が可分より，rBLに制限された Lの弱位相を誘導する距離が存在する．

• したがって，rBLが Lにおいて弱位相で点列コンパクトであり，ある u ∈ Lに弱収束する

部分列 {uni}がとれる：
⟨F, uni⟩ → ⟨F, u⟩ ∀F ∈ L∗.

• しかし，L∗ = {F |L : F ∈ X∗}であるから，{uni}がXにおいて uに弱収束すると言える．

• Aは凸な閉集合だから，定理2.15より弱位相で閉である．よって，u ∈ A.

汎関数の下半連続性について

次に (2.8)が成り立つことを示そう．

以下ではより一般的な設定を考える．有界領域 Ω ⊂ Rmで定義される汎関数

J [u, z] =

∫
Ω
f(x, u(x), z(x)) dx

において，f : Ω × R × R → Rであるとする（u, zをベクトル値関数にもできるが，ここではス
カラー値のみ扱う）．また，最小化問題での制約条件を見込んで，集合Q ⊂ Ω× Rが与えられ，

(x, u(x)) ∈ Q, a.e. x ∈ Ω
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でなかればならないとする．

f に対して以下の仮定をおく：

(A1) f は (x, u, z)について連続で，zについて凸である

(A2) α ∈ L1(Ω), β ∈ L∞(Ω)が存在し，

f(x, u, z) ≥ α(x) + β(x)z ∀(x, u) ∈ Q, z ∈ R

(A3) Qは Ω× Rの閉集合である

仮定 (A1)を (u, z)についての半連続性などに弱くできるが，ここでは Tonelliの定理の仮定に合

わせている．

汎関数の下半連続性� �
定理 2.20 f が (A1), (A2), (A3)を満たすとする．(x, un(x)) ∈ Q a.e.を満たす可測な関数

の列 {un}がu∗に a.e.収束し，関数列 {zn}がLr(Ω)で z∗に弱収束するとする．ただし，r > 1

である．このとき，

J [u∗, z∗] ≤ lim inf
n→∞

J [un, zn].� �
Proof. 証明のポイントは，どのように znについて線型な項にのみ現れるようにして，{zn}の弱
収束が利用できる状況に持ち込めるか，というところにある．これを実現するために，共役関数

の概念を用いて，固定した δ > 0に対して次の関数を定義する：

H(x, u, p) = sup
w∈R

(
pw − f(x, u, w)− δ

r
|w|r

)
.

まず，H の性質を調べておく．

(H1) r′を 1
r +

1
r′ = 1となるようにとると，定数 c > 0が存在して

H(x, u, p) ≤ c|p− β(x)|r′ − α(x) ∀(x, u) ∈ Q, p ∈ R

証明：仮定 (A2)を用いると，

H(x, u, p) = sup
w∈R

(
pw − f(x, u, w)− δ

r
|w|r

)
≤ sup

w∈R

(
pw − α(x)− β(x)w − δ

r
|w|r

)
=

1

r′δr′−1
|p− β(x)|r′ − α(x)

最後の等式は wについての最大値を具体的に計算しただけである．よって，c = 1
r′δr′−1 と
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おけばよい．

(H2) 固定した (x, u) ∈ Qに対して，p 7→ H(x, u, p)は連続である．

証明：p 7→ H(x, u, p)は (A1)より pについて凸，(H1)より有界だから，連続である．

(H3) v 7→ H(x, v, p)は次の意味で上半連続である：

(x, vn) ∈ Q, vn → u ⇒ H(x, u, p) ≥ lim sup
n→∞

H(x, vn, p)

証明：limn→∞H(x, vn, p) ≥ L ∈ Rのとき，H(x, u, p) ≥ Lを示せばよい．

An =

{
w ∈ R : pw − α(x)− β(x)w − δ

r
|w|r ≥ H(x, vn, p)− 1

}
とおくと，Anはコンパクト集合であり，H(x, vn, p)の定義における supw∈Rを supw∈An

に

制限できるから，この supはある wnで達成される．

列 {wn}が有界である．これは，nが十分大きければH(x, vn, p) ≥ L− 1とできるので，こ

のような nに対して，集合Anは
{
w ∈ R : pw − α(x)− β(x)w − δ

r |w|
r ≥ L− 2

}
というコ

ンパクト集合に含まれるからである．

よって，必要に応じて部分列をとれば，wn → wとできる．(A1)を適用して，

H(x, u, p) ≥ pw − f(x, u, w)− δ

r
|w|r

= pw − lim
n→∞

f(x, vn, wn)−
δ

r
|w|r

= lim
n→∞

(
pwn − f(x, vn, wn)−

δ

r
|wn|r

)
= lim

n→∞
H(x, vn, p) ≥ L

(H4) 任意の w ∈ Rに対して

f(x, u, w) +
δ

r
|w|r = sup

p∈R
(pw −H(x, u, p)) .

証明：g ̸≡ ∞なる関数 g(p) : R → R ∪ {∞}の共役関数 g∗ : R → R ∪ {∞}は

g∗(p) = sup
w∈R

(pw − g(w))

と定義される．よって，H(x, u, p)は g(p) = f(x, u, p) + δ
r |p|

r という関数の共役関数であ

る．「g ̸≡ ∞が凸で下半連続ならば g = g∗∗が成り立つ」というMoreauの定理を適用すれ

ば，(H4)の主張が従う．

(H5) u : Ω → Rが (x, u(x)) ∈ Q a.e.を満たす可測関数で，p : Ω → Rが可測ならば，x 7→
H(x, u(x), p(x))は可測である．
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証明：{wi}が Rのなかの稠密な可算集合ならば，

H(x, u(x), p(x)) = sup
i

(
p(x)wi − f(x, u(x), wi)−

δ

r
|wi|r

)
a.e.

よって，左辺は可算個の可測関数の supとして可測である．

これらの性質を用いて，定理の主張を示す．(A3)より (x, u∗(x)) ∈ Q a.e.であることに注意し

て，次の評価を行う．

J [u∗, z∗] =

∫
Ω
f(x, u∗(x), z∗(x)) dx

≤
∫
Ω

(
f(x, u∗(x), z∗(x)) +

δ
r |z∗(x)|

r
)
dx

=

∫
Ω
sup
p∈R

(
z∗(x)p−H(x, u∗(x), p)

)
dx (2.11)

= sup
p∈L∞(Ω)

∫
Ω

(
z∗(x)p(x)−H(x, u∗(x), p(x))

)
dx (2.12)

≤ sup
p∈L∞(Ω)

[
lim
n→∞

∫
Ω
zn(x)p(x) dx−

∫
Ω
lim sup
n→∞

H(x, un(x), p(x)) dx

]
(2.13)

≤ sup
p∈L∞(Ω)

[
lim
n→∞

∫
Ω
zn(x)p(x) dx− lim sup

n→∞

∫
Ω
H(x, un(x), p(x)) dx

]
(2.14)

= sup
p∈L∞(Ω)

[
lim inf
n→∞

∫
Ω

(
zn(x)p(x)−H(x, un(x), p(x))

)
dx

]
≤ lim inf

n→∞
sup

p∈L∞(Ω)

[∫
Ω

(
zn(x)p(x)−H(x, un(x), p(x))

)
dx

]

= lim inf
n→∞

[∫
Ω
sup
p∈R

(
zn(x)p−H(x, un(x), p)

)
dx

]
(2.15)

= lim inf
n→∞

∫
Ω

(
f(x, un(x), zn(x)) +

δ
r |zn(x)|

r
)
dx (2.16)

≤ lim inf
n→∞

J [un, zn] + δ lim sup
n→∞

∥zn(x)∥rLr(Ω)

znが Lr で弱収束し，弱収束列がノルム有界である（問題2.16）から，lim supn→∞ ∥zn(x)∥rLr(Ω)

は有界である．δが任意だったので，定理の主張が従う．

ただし，(2.11)と (2.16)は (H4)を用いた．

(2.12)と (2.15)では積分と supの順番を交換しているが，この交換は明らかではない（[3], p.119

を参照）．

(2.13)の第 1項では znの弱収束を用い，第 2項では (H3)を用いた．

(2.14)では Fatouの補題を用いた．
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Fatouの補題� �
定理 2.21 {gn}を測度空間 (S,Σ, µ)上の非負可測関数の列とする. 関数 g : S → [0,∞]を

各点毎に g(x) = lim infn→∞ gn(x), x ∈ S と定義する．このとき gは可測であり,∫
S
g dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
S
gn dµ

が成立する.� �
非負性を得るには，

gn(x) = c|p(x)− β(x)|r′ + |α(x)| −H(x, un(x), p(x))

とおく．実際，(H1)を思い出すと，gn(x) ≥ 0となる．さらに，p ∈ L∞(Ω)より c|p(x)−β(x)|r′ +
|α(x)|は可積であるから，Fatouの補題を gnに適用できる．

例 2.6 共役関数の具体例として，φ(x) = |x|, x ∈ Rの共役 φ∗(y)を求める．

φ∗(y) = sup
x∈R

{xy − φ(x)} = sup
x∈R

{xy − |x|} =

{
0 (y ∈ [−1, 1])

+∞ (|y| > 1)

最後の上限の値は {·}のなかの関数のグラフからすぐにわかる：

x

y > 1

x

y = 1

x

−1 < y < 1

x

y = −1

x

y < −1

許容関数を絶対連続な関数に広げたことで，必要条件であるオイラー・ラグランジュ方程式が

満たされるということが証明できなくなる．実際，リプシッツ関数における証明では，優収束定

理を用いて j′(0)の存在を示したが，ACでは微分が発散する可能性があるため，この議論が適用

できない．しかも，技術的な問題ではなく，Tonelliの定理の仮定を満たす滑らかな汎関数でもオ

イラー・ラグランジュ方程式が成り立たない反例が作れる．

また，Tonelliの定理の仮定を満たす滑らかな汎関数でも，ACにおける infが Lipにおける inf

より真に小さいという Lavrentiev phenomenonが起こり得る．これは数値計算の観点から絶望的な

状況である．「C2における最小値が Lipにおける最小値である」というリプシッツ関数への拡張の

際に言えたことに対応する主張「Lipにおける最小値が ACにおける最小値である」が成り立た

ず，忠実な拡張にはなっていないわけである．
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例 2.7 B. Manià（1934）による Lavrentiev現象の例を挙げる．

J [u] =

∫ 1

0

(
u3(x)− x

)2
(u′(x))6 dx, u(0) = 0, u(1) = 1

とすると，

inf
u∈AC[0,1]

J [u] < inf
u∈Lip[0,1]

J [u]

が成り立つ．

実際，任意の uに対して J [u] ≥ 0が成立し，u(x) = 3
√
xに対して J [u] = 0であるので，uは

AC[0, 1]における最小化関数である．

一方，uを境界条件を満たす任意のリプシッツ関数とすれば，h(x) =
3√x
2 に対して x0 ∈ (0, 1)

が存在し，

u(x) ≤ h(x) x ∈ [0, x0], u(x0) = h(x0).

よって，u3(x)− x ≤ h3(x)− x = −7
8x ≤ 0に注意すれば，(u3(x)− x)2 ≥ (h3(x)− x)2なので，

(
u3(x)− x

)2
ξ6 ≥

(
h3(x)− x

)2
ξ6 =

(
7x

8

)2

ξ6, x ∈ [0, x0], ξ ∈ R.

Hölder不等式を用いると，

3
√
x0
2

=

∫ x0

0

3
√
x

3
√
x
u′(x) dx ≤

(∫ x0

0
x−2/5 dx

)5/6(∫ x0

0
x2(u′(x))6 dx

)1/6

=

(
5

3

)5/6√
x0

(∫ x0

0
x2(u′(x))6 dx

)1/6

を得るので，上の二つの不等式を合わせれば，結局，

J [u] ≥
∫ x0

0

(
u3(x)− x

)2
(u′(x))6 dx ≥

(
7

8

)2(3

5

)5 1

26x0
≥ 7235

825526
> 0.

さらに，汎関数を

J [u] =

∫ 1

0

[(
u3(x)− x

)2
(u′(x))6 + ε|u′(x)|5/4

]
dx, u(0) = 0, u(1) = 1

のように modify して，ε > 0 を十分小さきすれば，ξ = u′(x) について狭義凸な汎関数でも

Lavrentiev現象が起きることが示せる．

この例は，シンプルな形の汎関数でも Lavrentiev現象が起こることを示しているものとして数

学的に面白いが，実際の現象のモデルでもこの現象が起こりうるかについて示唆していない．こ

のことは，[8]の論文で扱われており，非線型弾性の分野において Lavrentiev現象が発生するよう

な物理的に意味のある汎関数を提示している．
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ある仮定をおけば，Lavrentiev phenomenonを排除し，存在と必要条件と両方が成立する状況

を再現できる．以下では，その仮定の例を二つ挙げるが，その前に中核となる仮定に名前をつけ

ておく．強圧性条件を弱くしたものである．

Nagumo growth� �
定義 2.22 f が uに沿ってNagumo growthであるとは，limx→∞

θ(x)
x = +∞を満たす関数

θ : [0,∞) → Rが存在し，

f(x, u(x), ξ) ≥ θ(|ξ|) ∀x ∈ [a, b], ξ ∈ R

が成り立つ，という意味である．� �
Tonelli-Morreyの定理� �
定理 2.23 f, fu, fξ が x, u, ξについて連続で，任意の有界集合 S ⊂ Rに対して定数 C と

可積関数 d(x)が存在し，

|fu(x, u, ξ)|+ |fξ(x, u, ξ)| ≤ C (|ξ|+ |f(x, u, ξ)|) + d(x) ∀(x, u, ξ) ∈ [a, b]× S × R

が成り立てば，任意の弱い極小値 uは積分型オイラー・ラグランジュ方程式を満たす．

さらに，f が ξについて凸で，uに沿ってNagumo growthならば，uはリプシッツ連続である．� �
この定理の仮定の下で Lavrentiev現象が起こらず，オイラー・ラグランジュ方程式が成り立つ

ことが言えるから好都合である．

Proof. 証明では昨年度の講義でも登場した次の du Bois-Raymondの補題を用いる：g ∈ L1(a, b)が∫ b

a
g(x)φ′(x) dx = 0 ∀φ ∈ Lip[a, b] s.t. φ(a) = φ(b) = 0 (2.17)

を満たすならば，定数 c ∈ Rが存在して，g(x) = c a.e. x ∈ [a, b].

uがオイラー・ラグランジュ方程式を満たすことを示すには，

g(x) = fξ(x, u(x), u
′(x))−

∫ x

a
fu(t, u(t), u

′(t)) dt

とおいて，(2.17)が成立することを確かめればよい．

定理の仮定の下では g ∈ L1(a, b)であることに注意する．また，∥φ∥+ ∥φ′∥ ≤ 1を満たす φに議

論を限ってもよい．u′(x)と φ′(t)が定義される x ∈ [a, b]に対して

G(x, s) = f(x, u(x) + sφ(x), u′(x) + sφ′(x))− f(x, u(x), u′(x)), s ∈ [0, 1]
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と定義する．uが弱い極小値だから，sが十分小さければ，∫ b

a
G(x, s) dx ≥ 0, s << 1

が成り立つ．定理の仮定より a.e. x ∈ [a, b], s ∈ [0, 1]，∣∣∣∣ ddsG(x, s)
∣∣∣∣ =

∣∣fu(x, u(x) + sφ(x), u′(x) + sφ′(x))φ(x) + fξ(x, u(x) + sφ(x), u′(x) + sφ′(x))φ′(x)
∣∣

≤ C
(∣∣u′(x) + sφ′(x)

∣∣+ ∣∣f(x, u(x) + sφ(x), u′(x) + sφ′(x))
∣∣)+ d(x)

≤ C
(
1 +

∣∣u′(x)∣∣+ |G(x, s)|+
∣∣f(x, u(x), u′(x))∣∣)+ d(x)

= C|G(x, s)|+ d̃(x).

ただし，d̃(x) = C (1 + |u′(x)|+ |f(x, u(x), u′(x))|) + d(x)は可積関数である．ここで，Gronwall

の補題

Gronwallの補題� �
定理 2.24 u : [a, b] → Rが絶対連続で，γ, β ∈ L1(a, b), γ ≥ 0に対して

|u′(x)| ≤ γ(x)|u(x)|+ β(x), a.e. x ∈ [a, b]

を満たすならば，

|u(x)− u(a)| ≤
∫ x

a
e
∫ x
t γ(r) dr

(
γ(t)|u(a)|+ β(t)

)
dt

がすべての x ∈ [a, b]について成り立つ．� �
を適用すると，

|G(x, s)−G(x, 0)| ≤
∫ s

0
eC(s−t)

(
C|G(x, 0)|+ d̃(x)

)
dt

を得るが，G(x, 0) = 0よりM > 0があって，十分小さい sに対して

|G(x, s)| ≤ 1

C

(
eCs − 1

)
d̃(x) ≤Md̃(x)s.

よって，ルベーグの優収束定理を用いると，

0 ≤ lim
s→0+

∫ b

a

G(x, s)−G(x, 0)

s
dx =

∫ b

a

d

ds
G(x, s)|s=0+ dx

=

∫ b

a

(
fu(x, u(x), u

′(x))φ(x) + fξ(x, u(x), u
′(x))φ′(x)

)
dx

=

∫ b

a
g(x)φ′(x) dx.

最後の等式で部分積分を行なった．φを−φで置き換えても同じ議論ができるので，等号が成立
し，(2.17)が示された．
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関数 p(x) = c+
∫ x
a fu(t, u(t), u

′(t)) dtは積分型オイラー・ラグランジュ方程式より a.e. x ∈ [a, b]

で fξ(x, u(x), u
′(x))に等しいので，追加の仮定である凸性を用いると，

f(x, u(x), 0)− f(x, u(x), u′(x)) ≥ p(x)(0− u′(x)) a.e. x ∈ [a, b]

を満たす．これを uに沿った Nagumo growthと合わせると，

θ
(
|u′(x)|

)
≤ f(x, u(x), u′(x)) ≤ f(x, u(x), 0) + p(x)u′(x) a.e. x ∈ [a, b].

f(x, u(x), 0)と p(x)が共に有界で，θは超線型的に増大することから u′(x) ∈ L∞(a, b)が従う．

次に，汎関数 J を決める関数 f が xに陽に依存しない場合についての結果を紹介する．

Clarke-Vinterの定理� �
定理 2.25 u ∈ AC[a, b]が強い極小値で，f が xに陽に依存しない連続関数で，ξについ

て凸，uに沿って Nagumo growthをもつならば，uはリプシッツ連続である．� �
証明は [3], p.330を参照．

これまでの議論を振り返ってまとめると，

• C2[a, b]の関数空間はオイラー・ラグランジュ方程式まで簡単に扱えるための自然な空間で

ある．

• 滑らかでない極小値を許すには，関数空間を Lip[a, b]に広げた．この空間では，滑らかで

ない極小値を可能にしながら，必要条件（積分型オイラー・ラグランジュ方程式）が導け

てちゃんとした理論が構築できる．また，もとのC2-級関数につなげるための正則性理論も

ある．

• 最小値の存在を得るには，関数空間をさらに広げて，AC[a, b]を考えると，存在が言えるの

に加えて，追加条件が満たされれば，もとの Lip[a, b]につながる結果がある．

• 研究の過程で，区分的に滑らかな関数に関する理論も考えられたが，AC-関数から区分的に

滑らかな関数への橋がないため不完全である．

演習問題

問題 2.9 1 ≤ p < q ≤ ∞のとき，有界集合 Ω ⊂ Rnに対して，Lq(Ω) ⫋ Lp(Ω)が成り立つこと

を示せ．

問題 2.10 開集合 Ωと p ∈ [1,∞]に対して u ∈ Lp(Ω)とする．p′ を 1
p + 1

p′ = 1となるように
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とる．

⟨Tu, g⟩ =
∫
Ω
u(x)g(x) dx, g ∈ Lp′(Ω)

で定義される TuがLp′(Ω)の双対空間の元であり，∥Tu∥Lp′ (Ω)∗ = ∥u∥Lp(Ω)が成り立つことを示せ．

問題 2.11 ノルム空間X において，次が成り立つことを示せ：

(1) un → uが強収束すれば，∥u∥ = limn→∞ ∥un∥が成り立つ．

(2) un → uが弱収束すれば，∥u∥ ≤ lim infn→∞ ∥un∥が成り立つ．

問題 2.12 ノルム空間X に弱い位相をつけて，X∗∗に位相 σ(X∗∗, X∗)をつけたら，包含写像

J : X → X∗∗が連続であることを示せ．

問題 2.13 Xが回帰的空間であるための必要十分条件は J(BX) = B∗∗であることを示せ．ただ

し，BX はX の単位閉球，B∗∗はX∗∗の単位閉球である．

問題 2.14 回帰的バナッハ空間X の閉部分空間 Lが回帰的空間であることを示せ．

問題 2.15 Sが回帰的バナッハ空間Xの空でない凸な閉部分集合ならば，任意の x ∈ Xに対し

て Sにおいて最も近い点 p ∈ S（つまり，d(x, S) = ∥x− p∥を満たす点）が存在することを示せ．
これより，Sのなかでノルムが最小となる点が存在することを導け．

問題 2.16 ノルム空間X の列 {un}が弱収束すれば，∥un∥X が有界な列であることを示せ．

問題 2.17 部分問題のステップを踏んで，以下の特別な場合の Tonelliの定理の詳細な証明を与

えよ．

Tonelliの定理� �
f(x, u) : [a, b]× R → R, g(x, ξ) : [a, b]× R → Rが連続で，f は下に有界で，gは ξについて

凸で次を満たすとする：

∃r > 1, ∃C > 0 such that g(x, ξ) ≥ C|ξ|r ∀(x, ξ) ∈ [a, b]× R.

このとき，J [u] =
∫ b

a

(
f(x, u(x)) + g(x, u′(x))

)
dxのX = {u ∈ AC([a, b]);u(a) = α, u(b) =

β}における最小化関数が存在する．� �
(1) {u′n}が Lr(a, b)で有界であるような最小化列 {un} ⊂ X が存在することを示す．

(2) {un}が同程度連続だから，部分列（{un}とする）と u ∈ AC([a, b])があって，un → uが一

様収束し，u′n → u′が Lr(a, b)において弱収束することを示す．

(3)
∫ b

a
f(x, u(x)) dx = lim

n→∞

∫ b

a
f(x, un(x)) dxを示す．

(4) 写像 ξ 7→
∫ b
a g(x, ξ(x)) dxが Lr(a, b)で下半連続であることを示す．
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(5)
∫ b

a
g(x, u′(x)) dx ≤ lim inf

n→∞

∫ b

a
g(x, u′n(x)) dxを示し，uがminimizerであると結論する．

問題 2.18 J [u] =

∫ 1

0

(
u2(x) + ((u′(x))2 − 1)2

)
dxは凸性以外，Tonelliの定理のすべての仮定

を満たすが，u(0) = u(1) = 0の境界条件を満たすminimizerが存在しないことを確かめよ．

問題 2.19 J [u] =

∫ 1

0

(
u2(x) + u′(x)[1 + min{u′(x), 0}]

)
dxの境界条件 u(0) = 0, u(1) = 1を満

たすminimizerが存在しないことを確かめ，Tonelliの定理が適用できない理由を明らかにせよ．

問題 2.20 閉集合 S ⊂ Rに対して，変分問題 (2.7)に

u(x) ∈ S, x ∈ [a, b]

という制約条件をつけても，Tonelliの定理がそのまま成り立つことを示せ．ただし，f の強圧性

条件を x ∈ Sに限ってもよい．

問題 2.21 変分問題 (2.7)において，f(x, u, ξ) = f(x, u) + g(ξ)と書けて，f, gが C1-級関数で，

C ≥ 0が存在し，

|g′(ξ)| ≤ C
(
1 + |ξ|+ |g(ξ)|

)
∀ξ ∈ R

が成り立つとき，変分問題の弱い極小値が積分型オイラー・ラグランジュ方程式を満たすことを

示せ．

問題 2.22 部分問題を解くことで次の変分問題を解析せよ：

min

∫ 1

0
eu(x)+(u′(x))2 dx, u ∈ AC[0, 1], u(0) = 0, u(1) = 1.

(1) 直接法を用いて，最小値が存在することを示す．

(2) 最小値が一つに決まることを示す．

(3) 汎関数が Tonelli-Morreyの定理の仮定を満たさないことを確認する．

(4) 変分問題の解がリプシッツ連続であることを示す．

(5) 次の境界値問題の解がただ一つ存在することを導く：

u′′(x) =
1− (u′(x))2

1 + (u′(x))2
, u ∈ C∞([0, 1]), u(0) = 0, u(1) = 1.
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3 多変数関数における最小化

3.1 古典的な理論

この節では，未知関数が多変数関数である変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X = {u ∈ C2(Ω); u− u0 = 0 on ∂Ω} (3.1)

を考える．ここで，Ω ⊂ Rnが有界開集合，関数 u0はその境界 Γ := ∂Ω上で与えられている．関

数 f の変数を依然として x, u, ξと表すが，ここでは (x, u, ξ) ∈ Rn × R× Rnとなる．

まずは，扱いやすい滑らかな設定について調べる．すなわち，X は上記のように C2(Ω)-級関

数の空間（2階偏微分までΩで存在し，連続で，Γまで連続的に拡張できる関数のこと）で，f も

C2-級であるとする．このとき，1変数関数の場合と同じように，最小値の存在は言えないが，必

要条件であるオイラー・ラグランジュ方程式が成り立つことが示せる：

オイラー・ラグランジュ方程式（多変数）� �
定理 3.1 変分問題 (3.1)の弱い極小値 u ∈ C2(Ω)はオイラー・ラグランジュ方程式

div∇ξf(x, u(x),∇u(x)) = fu(x, u(x),∇u(x)) ∀x ∈ Ω (3.2)

を満たす．� �
Proof. 試験関数を φ ∈ C2

0 (Ω)と選ぶ．すなわち，Ωのなかでコンパクトな台をもつC2-級関数で

ある．関数

j(ε) = J [u+ εφ]

が ε = 0で極小値をもつことに注意すると，

j′(0) =

∫
Ω
{fu(x, u(x),∇u(x))φ(x) +∇ξf(x, u(x),∇u(x)) · ∇φ(x)} dx = 0

を得る．φが Ωの境界上で消えることを思い出し，発散定理を適用すると，∫
Ω
{fu(x, u(x),∇u(x))− div∇ξf(x, u(x),∇u(x))}φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C2

0 (Ω)

が従う．{·}の中身が連続関数より，Ω上で恒等的にゼロでなければならないことは，1変数と同

様の背理法で簡単に示される．

1変数関数の議論をフォローするとすれば，次にリプシッツ関数における変分問題を考えるこ
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とになる．しかし，ここではリプシッツ関数に関する 2つの代表的な結果を証明なしで述べて，解

の存在が言える一般の設定に進むことにする．

最初の定理で f が局所リプシッツであることを仮定する．これは，任意の有界集合 S ⊂ R×Rn

に対して k ∈ L1(Ω)が存在して，

|f(x, u1, ξ1)− f(x, u2, ξ2)| ≤ k(x)|(u1, ξ1)− (u2, ξ2)|, ∀(u1, ξ1), (u2, ξ2) ∈ S, a.e.x ∈ Ω

が成り立つ，という意味である．

弱いオイラー・ラグランジュ方程式� �
定理 3.2 u ∈ Lip(Ω)が変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X = {u ∈ Lip(Ω); u− u0 = 0 on ∂Ω} (3.3)

の解で，f が xについて可測で，(u, ξ)について局所リプシッツならば，可積関数 p : Ω →
Rn, q : Ω → Rが存在して，次の 2条件が成立する：(

q(x),p(x)
)
∈ ∂Cf (x, u(x),∇u(x)) a.e.x ∈ Ω (3.4)

∫
Ω
{q(x)φ(x) + p(x) · ∇φ(x)} dx = 0 ∀φ ∈ Lip0(Ω). (3.5)

ただし，Lip0(Ω)は ∂Ω上でゼロとなるリプシッツ関数のことである．� �
上の定理で，∂Cf は以下のように定義される f の (u, ξ)についての一般化勾配である．まず，

Banach空間X におけるリプシッツ関数 f : X → Rの方向 vでの一般化方向微分 f◦(x; v)を定義

する：

f◦(x; v) = lim sup
y→x,t↓0

f(y + tv)− f(y)

t
.

すると，∂Cf(x)は次で定義されるX∗の凸な部分集合である：

ζ ∈ ∂Cf(x) ⇔ f◦(x; v) ≥ ⟨ζ, v⟩ ∀v ∈ X.

したがって，f◦(x; ·)は ∂Cf(x)の支持関数（support function）である．

f が凸で下半連続ならば，∂Cf(x)は f の xにおける劣微分 ∂f(x)と一致する．劣微分は劣勾配の

集合であり，f の xにおける劣勾配とは次を満たす ζ ∈ X∗のことである：

f(y)− f(x) ≥ ⟨ζ, y − x⟩ ∀y ∈ X.

いずれにしても，f が C1-級の場合，定理の ∂Cf はただ 1つのベクトル (fu,∇ξf)の集合となる

ため，q = fu, p = ∇ξf と言える．
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例 3.1

(1) f(x) = |x|のとき，f は凸な 1変数関数なので，一般化勾配と劣微分は一致する．通常の意

味で微分ができないのは点 x = 0のみなので，この点での劣微分を求めればよい．

∂f(0) = {ζ ∈ R; |y| − |0| ≥ ζ(y − 0) ∀y ∈ R} = [−1, 1]

であるので，

∂f(x) = ∂Cf(x) =


−1 (x < 0)

[−1, 1] (x = 0)

1 (x > 0)

x = 0での劣微分が f のグラフを下から支える支持超平面の傾きの集合であることに注意

する．

(2) ノルム空間X におけるノルム関数 f(x) = ∥x∥X のとき，∂Cf(0) = ∂f(0) = B(0, 1)，すな

わち，単位閉球である．

(3) f(x) = −|x|のとき，

∂f(0) = {ζ ∈ R; −|y| − |0| ≥ ζ(y − 0) ∀y ∈ R} = ∅

であるが，一般化勾配は空集合ではない．それを確かめるために，まず一般化方向微分を計

算しておく．t > 0, v > 0に対して，

f(y + tv)− f(y)

t
=


v (y ≤ −tv)
−2y+tv

t (−tv ≤ y ≤ 0)

−v (y ≥ 0)

,

そして，t > 0, v < 0に対して，

f(y + tv)− f(y)

t
=


v (y ≤ 0)
2y+tv

t (0 ≤ y ≤ −tv)
−v (y ≥ −tv)

,

となるので，y → x, t→ 0+とすることで

f◦(x; v) =


v (x < 0)

|v| (x = 0)

−v (x > 0)

を得る．従って，

∂Cf(0) = {ζ ∈ R; f◦(0; v) = |v| ≥ ζv ∀v ∈ R} = [−1, 1].
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もう一つの定理は，境界条件を活用して，関数 f(x, u, ξ)が x, uに依存しない場合に限って，解

の存在を示す．かなり厳しい制約ではあるが，Dirichlet汎関数や極小曲面の汎関数はこの範疇に

入る．

Hilbert-Haarの定理� �
定理 3.3 変分問題 (3.3)において，f(ξ)が凸で，x, uに依存しないとする．境界上の関数

u0が有界傾きの条件（定数 L）を満たすなら，変分問題 (3.3)の解（＝最小化関数）uが存在

し，そのリプシッツ定数は Lである．� �
u0 : Γ → Rが有界傾きの条件（定数 L）を満たすとは，任意の点 x0 ∈ Γに対して，アファイ

ン関数 φ−, φ+ : Rn → R

φ−(x) = ζ−x0
· (x− x0) + u0(x0), φ+(x) = ζ+x0

· (x− x0) + u0(x0),

が存在し，次を満たすという意味である：

∣∣ζ−x0

∣∣ ≤ L,
∣∣ζ+x0

∣∣ ≤ L, φ−(x) ≤ u0(x) ≤ φ+(x) ∀x ∈ Γ.

これは関数 u0だけではなく，境界 Γ（つまり，領域 Ω）に対する条件でもある．

Ωが一様に狭義凸な領域で，u0がC2(Rn)-級関数の Γへの制限ならば，この条件が満たされるこ

とをMirandaによる定理が教えてくれる．

3.2 ソボレフ空間における理論

本節では，多変数関数についての変分問題を扱う．リプシッツ関数においては一般の存在の結

果が得られないので，1変数と同様に許容関数空間を広げる必要がある．1変数の絶対連続関数に

多変数で対応しているのはソボレフ空間W k,p(Ω)である．これは次の補題より裏付けられる．

Lemma� �
つぎの主張は同値である：

(1) u ∈W 1,1(a, b)

(2) 関数 v ∈ AC([a, b])が存在し，u(x) = v(x) a.e. x ∈ (a, b)（このとき u′ = v′）� �
ソボレフ空間W 1,p(Ω)の定義を述べる．Ωを依然として有界領域とする．まずは弱微分の概念

を紹介する．関数 u ∈ Lp(Ω)が Lpで弱微分可能であるとは，w = (w1, . . . , wn) ∈ (Lp(Ω))nが存

在し， ∫
Ω
u(x)

∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω
wi(x)φ(x) dx ∀φ ∈ C∞

0 (Ω), i = 1, . . . , n

が成り立つということである．wiを uの xiについての弱微分とよぶ．

C∞
0 (Ω)が Lp(Ω)の中に稠密だから，弱微分が存在すれば一意である．また，u ∈ C1(Ω)ならば，
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部分積分して，弱微分wiが偏微分 ∂u
∂xi
と一致することがわかる．弱微分の記号は通常の微分と同

じものを用いる．

1 ≤ p ≤ ∞に対して，ソボレフ空間W 1,p(Ω)は Lp(Ω)において弱微分をもつ Lp(Ω)-関数の空

間である．ノルムを以下のように定める：

∥u∥W 1,p(Ω) = ∥u∥Lp(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

例 3.2 f(x) = |x|という 1変数関数の弱微分は

f ′(x) =

{
−1 (x < 0)

+1 (x > 0)

である．これは弱微分の定義から確かめることができる．Lp-空間で議論しているため，x = 0

において f ′を定義しなくても問題ないことに注意する．

しかし，f ′(x)という関数は弱微分できない（f の 2階弱微分が存在しない）．実際，弱微分が存

在すれば，ほとんど至るところで 0でなければならないが，これは弱微分の定義と矛盾する．

ソボレフ空間の性質� �
定理 3.4

• W 1,p(Ω)は Banach空間である．

• p ∈ (1,∞)ならば，W 1,p(Ω)は回帰的である．� �
許容関数をソボレフ空間に広げると，（ある条件が満たされれば）最小値の存在は示せるが，1

変数の場合と比べて，理論は複雑になる．その主な理由には，W 1,pの関数が連続であるとは限ら

ないということがある．そもそも，Lp関数（ひいてはW 1,p関数も）同値類であり，測度ゼロの

集合で値を変えても同じ関数と見なされる．すなわち，「連続ではない」というのは，同値類の中

に連続な代表関数がないという意味である．例えば，次のことが言える：

ソボレフ空間の性質� �
補題 3.5

• u(x) = |x|−αが L1(Ω)に属するのは，α < nのときとそのときのみである．

• u(x) = |x|−αがW 1,p(Ω)に属するのは，α < n−p
p のときとそのときのみである．

よって，n > 1ならば，W 1,1(Ω)は不連続な関数を含む．� �
ソボレフ空間に属する関数は必ずしも連続ではないということは境界条件の指定を困難にする．

すなわち，Lp-関数のΩの境界上の値を好きに変えても同じ関数である．Lp-空間ではこの問題を

解決する方法がないが，W 1,p-空間は弱微分が存在するおかげでより連続に近い関数からなる．こ
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の事実を用いて，W 1,p-関数の境界上の値（いわゆる跡，trace）を一意に定義できる．

しかし，ここではより簡単な方法で境界条件を定義する．すなわち，C∞
0 (Ω)のW 1,p-ノルムで

の閉包を

W 1,p
0 (Ω) =

{
W 1,p- lim

i→∞
ui; ui ∈ C∞

0 (Ω)

}
とおいて，関数 u ∈W 1,p(Ω)が境界上でゼロであることを u ∈W 1,p

0 (Ω)と解釈する．証明は容易

ではないが，これを裏付ける次の事実が示される：Γ = ∂Ωが C1-級で，u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω)な
らば，

u = 0 on Γ ⇔ u ∈W 1,p
0 (Ω).

したがって，以降では u0を Ω全体で定義されるリプシッツ関数であるとして，境界条件を次の

ように表す：

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X = {u ∈W 1,p(Ω); u− u0 ∈W 1,p

0 (Ω)}. (3.6)

3.2.1 基本の具体例：Dirichlet積分

最初に，以下の具体的な最小化問題を扱う．その後，一般的な汎関数について述べる．

Dirichlet積分の最小化問題� �
Ω ⊂ Rnをリプシッツ境界をもつ有界領域として，u0 ∈W 1,2(Ω)とする．

inf
u∈X

J [u], J [u] =
1

2

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx, X = {u ∈W 1,2(Ω); u− u0 ∈W 1,2

0 (Ω)} (3.7)� �
ここで，|∇u|は uの勾配のユークリッド・ノルムである．

Dirichlet積分の最小値の存在� �
定理 3.6 最小化問題 (3.7)はただ一つの最小値 u ∈ X が存在する．この最小値は弱い

Laplace方程式 ∫
Ω
∇u(x) · ∇φ(x) dx = 0 ∀φ ∈W 1,2

0 (Ω) (3.8)

を満たす．

逆に，(3.8)を満たす関数 u ∈ X は (3.7)の最小値である．� �
Proof.

存在は次の三つのステップで示す．
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(a) （コンパクト性）{uk}∞0 を (3.7)の最小化列とする．すなわち，

J [uk] ↘ inf
u∈X

J [u] =: m ≥ 0 as k → ∞.

最小化列の最初の関数 u0を境界条件を決める関数と同じにできる．

次のポアンカレ不等式

∃CP (Ω, p) such that ∥u∥Lp(Ω) ≤ CP ∥∇u∥Lp(Ω) ∀u ∈W 1,p
0 (Ω), p ∈ [1,∞]

より

∥uk∥W 1,2 = ∥uk∥L2 + ∥∇uk∥L2

≤ ∥uk − u0∥L2 + ∥u0∥L2 + ∥∇uk∥L2

≤ CP ∥∇uk −∇u0∥L2 + ∥u0∥L2 + ∥∇uk∥L2

≤ (CP + 1)∥∇uk∥L2 + CP ∥∇u0∥L2 + ∥u0∥L2

≤ (CP + 1)
√

2J [u0] + (CP + 1)∥u0∥W 1,2 .

最後の不等式は汎関数 J の形および {uk}が最小化列であることより従う．これは，関数列
{uk}がW 1,2(Ω)において有界であることなので，Lp(Ω), p ∈ (1,∞)の弱コンパクト性より，

u ∈ X と部分列 {uki}があって，

uki ⇀ u weakly in W 1,2(Ω) as i→ ∞

が言える．正確には，∇uki が L2(Ω)である w ∈ L2(Ω)に弱収束するような部分列 uki を

取り出した上で，この部分列から L2(Ω)で uに弱収束する部分列 ukij をさらに取り出す．

このとき，∇u = wであることを弱微分の定義から示さないといけない．上式では，部分列

の添字を省略している．

極限関数 uが境界条件を満たすことを確かめる．集合Xが凸だから，定理2.15によりXが

強い（W 1,2）位相で閉ならば，弱位相でも閉である．W 1,2
0 (Ω)の定義より，XがW 1,2の位

相について閉であることがすぐに従う．よって，弱収束先がX の元であり，uは境界条件

を満たす．

(b) （下半連続性）汎関数 J が弱下半連続であること，すなわち

uk ⇀ u weakly in W 1,2(Ω) ⇒ lim inf
k→∞

J [uk] ≥ J [u]
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を満たすことを示す（ここで {uk}が一般の列で，最小化列でなくてもよい）．

2J [uk] =

∫
Ω
|∇uk|2 dx =

∫
Ω

{
|∇u|2 + 2∇u · ∇(uk − u) + |∇uk −∇u|2

}
dx

≥
∫
Ω

{
|∇u|2 + 2∇u · ∇(uk − u)

}
dx

に注意すると，

J [uk] ≥ J [u] +

∫
Ω
∇u · ∇(uk − u) dx

が従い，弱収束より右辺の最後の積分が k → ∞の極限で消える．

(c) （結論）(a)と (b)を合わせると，最小化列 {uk}の部分列に対して，

inf
u∈X

J [u] = lim inf
i→∞

J [uki ] ≥ J [u]

が得られたので，uは最小値である．

一意性は汎関数の凸性を用いる．

J [u] = J [v] = m

を満たす u, v ∈ X が存在するとして，u = vでなければならないことを示す．関数 ξ 7→ |ξ|2が凸
だから，w := 1

2(u+ v)とすると，

m ≤ J [w] ≤ 1

2
J [u] +

1

2
J [v] = m

より wもminimizerである．つまり，∫
Ω

[
1

2
|∇u|2 + 1

2
|∇v|2 −

∣∣∣∇u+∇v
2

∣∣∣2] dx = 0.

ξ 7→ |ξ|2が凸より，被積分関数はほとんど至るところでゼロでなければならない．さらに，ξ 7→ |ξ|2

の狭義凸性より∇u = ∇v a.e. in Ωを得る．uと vの ∂Ω上のトレースが一致するので，ポアンカ

レ不等式より u = v a.e. in Ω．

オイラー・ラグランジュ方程式は J [u]と J [u + εφ], φ ∈ W 1,2
0 (Ω), ε ∈ Rとの比較より得られる

（u+ εφ ∈ X であることに注意）．実際，

0 ≤ J [u+ εφ]− J [u] = ε

∫
Ω
∇u · ∇φdx+ ε2J [φ]

が ∀ε ∈ Rについて成り立つことからすぐに (3.8)が従う．

逆に，(3.8)が成り立つとして，u ∈ X の任意の元に対して φ = u− uをとると，

J [u] = J [u+ φ] =
1

2

∫
Ω
|∇u+∇φ|2 dx = J [u] +

∫
Ω
∇u · ∇φdx+ J [φ] ≥ J [u]

より uは最小値である．
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3.2.2 一般の存在定理

直接法の真髄を見るために，一般的な最小化問題

inf
x∈X

F (x), X ⊂ Y . . . Banach空間 (3.9)

を考える．

一般の存在定理� �
次の仮定

(1) X は回帰的な Banach空間 Y の凸な閉集合である

(2) F : Y → R ∪ {∞}は凸で下半連続である，また dom(F ) ∩X ̸= ∅を満たす

(3) すべてのM ∈ Rについて {x ∈ X; F (x) ≤M}は有界である
が満たされれば，問題 (3.9)の最小値が存在する．� �
定理に出てくる下半連続性（lower semicontinuity）は次の性質である：

xn → x in X ⇒ F (x) ≤ lim inf
n→∞

F (xn).

上の式で xnの強い収束を弱収束で置き換えれば，弱下半連続性（weak lower semicontinuity）の

定義になる．また，dom(F )とは F (x) <∞を満たす xの集合である．

Proof.

• X ∩ dom(F ) ̸= ∅より，F (x0) < ∞を満たす x0 ∈ X が存在する．よって，infx∈X F は有

限または−∞である．

• 最小化列 {xn}が存在する．すなわち，f(xn) ↘ infX F が成り立つ．

• F (xn) ≤ F (x0) + 1 ∀n ≥ n0となる n0 ∈ Nが存在するから，仮定 (3)より {xn}は有界集合
である．

• Y が回帰的空間だから，弱コンパクト性より部分列 {xni}があって，xni ⇀ x ∈ Y という

弱収束が言える．

• 集合 X が閉で凸だから，弱い位相でも閉じている．したがって，x ∈ X がわかる．ここ

で定理2.15を用いた．また，エピグラフを考えることでこの定理の系として，次が言える：

F : Y → R ∪ {∞}が凸関数ならば，F が下半連続であることと弱半連続であることが同値
である．

• 上の項目で紹介した系と F の凸性を合わせると，F が弱下半連続であることが従う：

F (x) ≤ lim inf
i→∞

F (xni) = inf
x∈X

F (x).
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よって，xは最小値を与える．

注 Growth condition (3)は以下のいずれの場合に満たされる：

• X 自体が有界である

• F は強圧（coercive）である，すなわち，lim∥x∥→∞ F (x) = ∞

我々が考えているソボレフ空間における変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X = {u ∈W 1,p(Ω); u− u0 ∈W 1,p

0 (Ω)}

の場合，問題のデータがどのような条件を満たせば，この一般的な定理に持ち込むことができる

だろうか．例えば，次の定理がある．

Sobolev空間における存在定理� �
定理 3.7 Ω ⊂ Rnがリプシッツ連続な境界を持つ有界領域だとする．

(1) f : Ω× R× Rn → Rは Carathéodory関数である，つまり，

• x 7→ f(x, u, ξ)はすべての (u, ξ)に対して可測である

• (u, ξ) 7→ f(x, u, ξ)はほとんどすべての x ∈ Ωに対して連続である

(2) ξ 7→ f(x, u, ξ)はすべての (x, u) ∈ Ω× Rについて凸である

(3) p > q ≥ 1を満たす p, q，そしてC1 > 0を満たすC1 ∈ RとC2, C3 ∈ Rが存在し，次が
成り立つ：

f(x, u, ξ) ≥ C1|ξ|p + C2|u|q + C3 ∀(x, u, ξ) ∈ Ω× R× Rn

という条件が満たされれば，最小値 u ∈ X が存在する．

さらに，(u, ξ) 7→ f(x, u, ξ)がすべての x ∈ Ωについて狭義凸ならば，最小値は一意である．� �
注

• 仮定 (1)では f ∈ C(Ω×R×R)としてもよいが，そうすると，右辺がL2-関数であるポアソ

ン方程式 −∆u = h, h ∈ L2(Ω)のような基本的な問題が扱えない（この場合，f(x, u, ξ) =
1
2ξ

2 − h(x)u）．

• 関数 u : Ω → RN がベクトル値関数の場合も同様の定理が成り立つが，仮定 (2)を緩めるこ

とができる．つまり，f が f(x,u, ξ) = F (x,u, ξ,det ξ)と表され，(ξ, δ) 7→ F (x,u, ξ, δ)が

全ての (x,u)に対して凸であれば十分である．例えば，f(x,u, ξ) = |ξ|4 + 16(det ξ)2は ξ

について凸ではないが，F (ξ, δ) = |ξ|4 + 16δ2は (ξ, δ)について凸である．

• 仮定 (3)においては，p > 1が必要である．その反例は極小曲面の問題であるが，n = 1の

ときの f(x, u, ξ) =
√
u2 + ξ2に対するX = {u ∈ W 1,1(0, 1); u(0) = 0, u(1) = 1}における
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最小化問題も解を持たないというより簡単な反例となる．このとき定理の全ての仮定が満た

されるが，(3)の仮定は p = 1でしか満たされない．

J [u] ≥
∫ 1
0 u

′(x) dx = 1より，汎関数の下限は 1以上であるが，un = 0 in [0, 1− 1
n ], un(x) =

nx−(n−1) in [1− 1
n , 1]とすると，J [un] =

1
n

√
1 + n2 → 1 (n→ ∞)より infX J = 1が従う．

しかし，J [u] = 1となる関数 u ∈ Xがあれば，J [u] =
∫ 1
0

√
u2 + (u′)2 dx ≥

∫ 1
0 u

′(x) dx = 1

よりほとんどいたるところで u = 0でなければならず，u(1) = 1と uの連続性と矛盾する．

• 仮定 (3)においては，C1 > 0が必要である．その反例は，n = 1のときの f(x, u, ξ) = xξ2

に対する X = {u ∈ W 1,2(0, 1); u(0) = 1, u(1) = 0}での最小化問題である．このとき，
infX J = 0であるが，J [u] = 0ならば，u′ = 0 a.e.より連続性と境界条件に矛盾する．

• 仮定 (3)においては，p > qが必要である．その反例は，n = 1, λ > πのときの f(x, u, ξ) =

ξ2 − λ2u2に対するX = W 1,2
0 (0, 1)での最小化問題である．このとき，infX J = −∞であ

る．（問題3.4を参照）

• 仮定 (2)も必要である．その反例として，Bolzaの例と呼ばれる問題がある．n = 1のときの

f(x, u, ξ) = (ξ2−1)2+u4に対するX =W 1,4
0 (0, 1)での最小化問題である．このとき，図の

ような関数列をとれば，infX J = 0が示せる．しかし，J [u] = 0ならば，u = 0, |u′| = 1 a.e.

でなければならず，uの連続性と矛盾する．

x

un(x)

1

2n

1

2n

1

n

3

2n

2

n

1

b b b

• f が凸性の条件 (2)を満たさなくても，f の convex envelopeに対する最小化問題のminimizer

の存在が言えるので，このminimizerをもとの問題の一般化したminimizerと考えることが

できる（[6]の 124ページを参照）．

• この定理の他のバージョンは例えば，[3], Theorem 20.30, 20.31を参照されたい．

3.2.3 Euler-Lagrange方程式

オイラー・ラグランジュ方程式に現れる関数 f の微分がある growth条件を満たせば，最小値

の存在を仮定した上で，極小値の満たす Euler-Lagrange方程式を導く．
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オイラー・ラグランジュ方程式� �
定理 3.8 Ω ⊂ Rnをリプシッツな境界をもつ有界領域，p ≥ 1とする．さらに，f(x, u, ξ) ∈

C1(Ω× R× Rn)に対して C が存在し，

|fu(x, u, ξ)|, |fξ(x, u, ξ)| ≤ C
(
1 + |u|p−1 + |ξ|p−1

)
∀(x, u, ξ) ∈ Ω× R× Rn

が成り立つとする．このとき，u0 ∈W 1,p(Ω)に対して，u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω)が変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X = u0 +W 1,p

0 (Ω) (3.10)

の最小値を与えるならば，uは∫
Ω
[fu(x, u,∇u)φ+ fξ(x, u,∇u) · ∇φ] dx = 0 ∀φ ∈W 1,p

0 (Ω)

という弱いオイラー・ラグランジュ方程式を満たす．

さらに，f ∈ C2(Ω×R×Rn)で，u ∈ C2(Ω)ならば，uは強いオイラー・ラグランジュ方程式

n∑
i=1

∂

∂xi
[fξi(x, u,∇u)] = fu(x, u,∇u) ∀x ∈ Ω

を満たす．

逆に，(u, ξ) 7→ f(x, u, ξ)がすべての x ∈ Ωに対して凸で，uが上記のオイラー・ラグラン

ジュ方程式のいずれかの解であれば，uは変分問題 (3.10)の最小値である．� �
証明は，J [u+ εφ]の εについての微分を計算するが，極限と積分の交換で f に対して課した

仮定を駆使して Lebesgueの優収束定理を用いる．

定理の fu, fξに対する仮定はオイラー・ラグランジュ方程式に現れる
∫
fuφ,

∫
fξ∇φの積分が

意味をもつことを保証している．例えば，p > 1のとき p′ = p
p−1 を思い出して，∣∣∣∣∫

Ω
fuφ

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω
|fu|p

′
)1/p′

∥φ∥Lp(Ω) ≤ C

(∫
Ω
(1 + |u|p−1 + |∇u|p−1)

)p/(p−1)

∥φ∥Lp(Ω)

≤ C

∫
Ω
(1 + |u|p + |∇u|p)∥φ∥Lp(Ω) <∞

この仮定をソボレフの埋蔵定理を用いて少し弱めることができる．また，f は xの変数につい

ては可測性のみ仮定してもかまわない．また，f が (u, ξ)についてリプシッツのみの場合，オイ

ラー・ラグランジュ方程式では f の一般化勾配が現れる（[3], Theorem 20.32, 20.33）．

最小値の存在を言うために関数空間を広げたせいで，最小値に関する情報の量が微分可能な設

定より減ってしまう．つまり，最小値がソボレフ空間に属するということしかわからず，その微
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分可能性などの正則性を示そうと思えば，追加で仕事をしないといけない．この部分を扱うのは

正則性理論であるが，ここでは紹介を割愛する．

演習問題

問題 3.1 p ∈ [1,∞)に対して，{ui} ⊂W 1,p(Ω)が次を満たすとする：

• uiが Lp(Ω)で uに弱収束する

• ∂ui
∂xj
が Lp(Ω)で vj に弱収束する（j = 1, . . . , n）

このとき，u ∈W 1,p(Ω)であり，∇u = (v1, . . . , vn)であることを示せ．

問題 3.2 Ω ⊂ Rnが有界領域ならば，Lip(Ω) ⊂ W 1,∞(Ω)を示せ．よって，リプシッツ関数は

すべてのW 1,p(Ω), p ≥ 1に入る．（Ωの境界に対して条件を課せば，逆も示せる．）

問題 3.3 補題3.5を示せ．

問題 3.4 部分問題のステップを踏んで，以下の定理を示せ．

Wirtinger’s inequality� �
a ∈ [0, π]とする．u(0) = u(a) = 0を満たす全ての u ∈ C2([0, a])に対して∫ a

0
u2(x) dx ≤

∫ a

0
(u′(x))2 dx.

ただし，a > πのとき，上の不等式を満たさない関数 uが存在する．� �
(1) 関数 u ≡ 0が変分問題

inf
u∈X

I[u], I[u] =

∫ a

0

[
(u′)2 − u2

]
dx, X =

{
u ∈ C2([0, a]); u(0) = u(a) = 0

}
の停留値を与え，ルジャンドルの条件を満たすことを示す．

(2) I[λu] = λ2I[u] ∀u ∈ X という斉次性を用いて，uが上記の変分問題の弱い local minimizer

であることと global minimizerであることが同値であることを示す．

(3) Cauchy-Schwarzの不等式を用いて，十分小さな aに対して |u(x)|2 ≤
∫ a
0 (u

′(y))2 dyが x ∈
[0, a]について成り立ち，このような aに対して，uが変分問題の解であることを示す．

(4) 十分大きな aに対して，I[u] < 0を満たす関数 u ∈ X が存在するから，このような aに対

して，uはminimizerではないことを示す．

(5) これまでの結果より，aがある値 a∗以上なら，uがminimizerでなくなることが予測できる．

uに対するヤコビ方程式を導き，a∗ = πが共役点であることを示す．

(6) a = πの場合に関する考察を加えて，定理の証明を完成させる．
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問題 3.5 定理3.6を汎関数

J [u] =

∫
Ω

{
1

2
|∇u(x)|2 + 1

2
u2(x)− f(x)u(x)

}
dx (3.11)

に対して拡張せよ．ただし，f ∈ L2(Ω)とする．

問題 3.6 Lax-Milgramの定理を用いて，汎関数 (3.11)の最小値の存在を示せ．

問題 3.7 境界条件がつかない変分問題

inf
u∈X

J [u], J [u] =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, X =W 1,p(Ω) (3.12)

において，f が定理3.7の仮定を満たせば，最小値が存在することを示せ．

また，具体的な問題

n = 2, f(x, u, ξ) =
1

2
(u2 + |ξ|2)− g(x)u

において g : R2 → Rが連続のとき，最小値 uがC2(Ω)に属するならば，次を満たすことを示せ：

−∆u+ u = g in Ω, ∇u · ν = 0 on ∂Ω.

ただし，ν(x)は x ∈ ∂ΩにおけるΩへの単位法線ベクトルである．境界上の式をノイマン境界条

件とよぶ．
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