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• *マークのつく問題は基礎問題（試験のために知っておくとよい問題）です．

例題 1.1* 単振動の方程式

m
d2u

dt2
= −ku

を連立１階微分方程式に書き直せ．

簡単のために，関数の微分を u′(t) = du
dt (t)，u′′(t) = d2u

dt2 (t)というふうに書く．新しい未知関数を u1(t) = u(t),

u2(t) = u′(t) と置く．明らかに，u′
1 = u′ = u2．また，微分方程式より mu′

2 = mu′
2 = mu′′ = −ku = −ku1 が

成り立つので，次の連立１階微分方程式が得られた：

u′
1 = u2

u′
2 = − k

m
u1.

例題 1.2* 関数 x(t) = t+ 1− 0.2et が初期値問題

dx

dt
= x− t, x(0) = 0.8

の解であることを確かめよ．

さらに，微分方程式の方向の場を図示して（コンピュータを用いてもよい），そのなかに上記の解曲線を描け．

x(t)の微分を計算する：
dx

dt
= 1− 0.2et.

また，x−t = 1−0.2etだから，方程式の左辺と右辺は等しい．x(t)に t = 0を代入すれば，x(0) = 0+1−0.2e0 = 0.8

だから，初期条件も満たされる．

点 (t, x)における方向の場の傾斜は (1, dx
dt (t)) = (1, x− t)なので，図は以下のようになる．
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ただし，図の矢印はとくに意味をもたない（短い線分は傾斜のみ表している）．

Matlabを用いて，次のコマンドで図を出力できる：

f = @(t,x) x-t;

t = -4:0.5:4; y = -4:0.5:4;

[T,Y] = meshgrid(t,y);

dT = ones(size(T));

dY = f(T,Y);

N = sqrt(dT.ˆ2+dY.ˆ2);

dT = dT./N; dY = dY./N;

quiver(T,Y,dT,dY)

hold on

fplot(@(t) t+1-0.2*exp(t),’linewidth’,1.3)

axis equal; axis([-4 4 -4 4]);

例題 2.1* ロジスティック方程式を解く：

dx

dt
= (a− bx)x (1)

[関数 f(t, x) = (a− bx)xは任意の長方形領域において連続で，xについてリプシッツ条件を満たすので，任意の

初期値に対してただ一つの解が存在することが言える．]

x ̸= a/bと x ̸= 0のとき，以下の式は同値である．

1

(a− bx)x

dx

dt
= 1

1

a

(
1

x
− b

bx− a

)
dx

dt
= 1

1

a

(∫ 1

x
dx−

∫
b

bx− a
dx
)

=

∫
dt+ C ′′

1

a

(
log |x| − log |bx− a|

)
= t+ C ′′

log

∣∣∣∣ x

bx− a

∣∣∣∣ = at+ C ′

x

bx− a
= ±eat+C′

= ±eC
′
eat = Ceat (C ∈ R, C ̸= 0)

x(1− bCeat) = −aCeat

x(t) =
a

beat − 1
C

eat, C ̸= 0

上では，x ̸= 0と仮定したが，x(t) ≡ 0という定数関数が方程式をみたすことがすぐにわかる．この x ≡ 0とい

う解は，上式において C = 0とおけば実現される．同じように，x ̸= a/bという仮定に対し，x(t) ≡ a/bという

定数関数が方程式をみたす．この x ≡ a/bという解は C → ∞とすれば実現される．よって，− 1
C の代わりに C

を書くと，

x(t) =
a

beat + C
eat, C ∈ R

が一般解である．

初期条件 x(0) = x0 を満たす特殊解を求める．一般解に t = 0を代入して，積分定数 C を定める．

x(0) =
a

b+ C
= x0

C =
a

x0
− b
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一般解に代入すれば，

x(t) =
1

b
ax0(eat − 1) + 1

x0e
at

という解を得る．

シンプルな個体増殖モデルx′ = axの解と比べると，それぞれのモデルの特徴が分かる．x′ = axの解x(t) = x0e
at

は指数的に増加していくのに対し，ロジスティック方程式の解は時間が経てばある一定値（すなわち，a/b）に近

づく．a = 0.5, b = 0.2のときの方向の場と様々な初期値に対する解曲線を以下でプロットした．

例題 2.2 Lotka-Volterra方程式

dx

dt
= (a− by)x (2)

dy

dt
= (−c+ dx)y (3)

を解く．ただし，a, b, c, d > 0とする．

[ベクトル値関数 f(t, x) = ((a− by)x, (−c+ dx)y)は任意の立方体領域において連続で，x, yについてリプシッツ

条件を満たすので，任意の初期値に対してただ一つの解が存在することが言える．]

ここで a, b, c, d > 0と考えるので，捕食者 (predator)と被食者 (prey)のモデルになる．dx/dt ̸= 0と仮定すれ

ば，(3)を (2)で割ると，
dy/dt

dx/dt
=

dy

dx
=

(−c+ dx)y

(a− by)x

を得る（形式的な計算）．これは変数分離型であるので，次のように解ける．∫
a− by

y
dy =

∫
−c+ dx

x
dx+ C

a log |y| − by = −c log |x|+ dx+ C

x, yは生物の量を表しているので，x, y > 0とするのが自然である．よって，

a log y − by + c log x− dx = C.

この左辺を F (x, y)とおくと，連立方程式の解 x(t), y(t)に対して，F (x, y)の値が一定になる．この解は既知の

関数で表すことはできそうにないが，関係式 F (x, y) = C は解の様子を教えてくれる．関係式を満たす (x, y)は

(x, y)-平面上の曲線になる．この曲線が閉曲線であることが証明できる．
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F (x, y) のように与えられた連立微分方程式の解に沿って，値が不変に保たれるような関数を第一積分 (first

integral)という．その値そのものは，初期値のとり方により変化する．

例えば，a = 1, b = 0.5, c = 0.3, d = 0.8 として，第一積分の値 C を −1.5,−1.4,−1.3,−1.2,−1.1,−1とする

と，xy-平面に図示したそれぞれの閉曲線は以下のようになり，被食者が減ると捕食者も減少するなどの相互関係

が読み取れる．

例題 2.3*

x′ =
(x
t

)2
+

2x

t

の一般解を求めよ．

[右辺の関数は，t = 0となるような点を含まない任意の長方形領域において連続で，xについてリプシッツ条件

を満たすので，t = 0以外の解の存在と一意性が言える．t = 0となるような点 (0, x0)を通る解が存在しない可能

性があり，存在したとしても解が複数ある可能性がある．]

x(t) = tu(t)で u(t)を定義すれば，uを用いた方程式は

tu′ + u = u2 + 2u すなわち tu′ = u2 + u

となる．u ̸= 0, u ̸= −1と仮定して，これを積分すると，

log |u| − log |u+ 1| = log |t|+ C ′, C ′ ∈ R.

したがって，
u

u+ 1
= Ct (C = ±eC

′
, C ∈ R, C ̸= 0)

ここで，uをもとの x/tで置き換え，整理すれば，一般解

x(t) =
Ct2

1− Ct
, C ∈ R, C ̸= 0

が得られる．定義域は t ̸= 1
C である．

u2 + u = 0の根 u1
r = 0と u2

r = −1に対応する解は x(t) = 0と x(t) = −tであるが，一般解で C = 0, C → ∞
とそれぞれおいて得られる特殊解である．
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例題 2.4 次の方程式の解き方を示す：

x′ = f
(at+ bx+ p

ct+ dx+ q

)
(4)

この方程式は同次型に直すことができる．

• そのため，変数変換

t = τ + α

x = ξ + β

を施してみる．ここで，τ は tにかわる新しい独立変数，ξは xにかわる新しい未知関数，α, β は任意の定

数である．この α, β の定数を，変換後の方程式が同次形になるように決める．変換後の微分方程式は

dξ

dτ
= f

(aτ + bξ + aα+ bβ + p

cτ + dξ + cα+ dβ + q

)
となる．α, β を

aα+ bβ + p = 0 (5)

cα+ dβ + q = 0

の連立方程式をみたすように決めると
dξ

dτ
= f

(aτ + bξ

cτ + dξ

)
という方程式を得る．これを変形すれば，

dξ

dτ
= f

(a+ b ξ
τ

c+ d ξ
τ

)
となり，同次型である．

• (5)の行列式は= ad−bc = 0のとき，連立方程式 (5)の解が存在しない可能性がある．このとき，(c, d) ̸= (0, 0)

ならば，
at+ bx

ct+ dx
=

adt+ bdx

cbt+ bdx

b

d
=

bct+ bdx

cbt+ bdx

b

d
=

b

d
= k = 定数
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となるので，

u(t) = ct+ dx(t) + q

とおくと

at+ bx+ p =
at+ bx

ct+ dx
(ct+ dx) + p = k(ct+ dx) + p = k(u− q) + p = ku+ p− kq

を得る．さらに，u′(t) = c+ dx′(t) なので，(4)より uに対する方程式は

u′ = c+ df
(ku+ p− kq

u

)
となる．これは変数分離型であるので解ける．

• 最後に，(c, d) = (0, 0)の場合を考える．このとき，方程式は

x′ = f
(a
q
t+

b

q
x+

p

q

)
となり，

u =
a

q
t+

b

q
x+

p

q

とおくことによって

u′ =
a

q
+

b

q
x′ =

a

q
+

b

q
f(u)

という変数分離型の方程式に変換される．

例題 2.5* 微分方程式

tx′ − x log
x

t
= 0

に対し，初期条件

x(1) = 1

を満たす特殊解を求め，解のグラフを描け．

方程式を x′ = x
t log

x
t と書き直すことができる．

[関数 f(t, x) = x
t log

x
t は

x
t > 0が満たされる領域D = (0,∞)× (0,∞) ∪ (−∞, 0)× (−∞, 0)でしか定義されな

い．この領域Dのなかに収まる任意の長方形領域において f は連続で，xについてリプシッツ条件を満たすので，

Dにある任意の初期値に対してただ一つの解が存在することが言える．]

方程式は同次型であるので，新しい未知関数 u(t)を次のように導入することによって解くことができる．

u(t) =
x(t)

t
すなわち x(t) = tu(t)

uに対する方程式を導くために，x′ と u′ の関係を調べる：

x′(t) = u(t) + tu′(t)

これを方程式代入すると，

x′ = u+ tu′ =
x

t
log

x

t
= u lnu
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という uについての変数分離形の方程式を得る．よって，u(log u− 1) ̸= 0ならば，

tu′ = u(log u− 1)∫
1

u(log u− 1)
du =

∫
1

t
dt+ C ′

∫ d
du (log u− 1)

log u− 1
du = log |t|+ C ′

log | log u− 1| = log |t|+ C ′

| log u− 1| = eC
′
|t|

log u− 1 = ±eC
′
t = Ct, C ̸= 0

u = e1+Ct

ここで，uに x/tを戻すと，

x(t) = te1+Ct, C ̸= 0

上で，u(log u − 1) ̸= 0 と仮定したが，この方程式の根は u1
r = 0 と u2

r = e ですから，x(t) = 0 と x(t) = et

が方程式の解の候補となる．前者は方程式に代入できない（極限の意味で解になるとは言えるが）から，無視す

る．後者は C = 0 の場合に対応しているので，方程式の一般解は

x(t) = te1+Ct, C ∈ R

となる．

初期条件 x(1) = 1より積分定数 C を決める．t = 1, x = 1を上式に代入すると，1 = e1+C，つまり C = −1

が従う．よって，

x(t) = te1−t

を得る．

例題 2.6* 次の条件を満たす関数 x(t) を求めよ．

2t+ x− t
dx

dt
= 0

x(1) = 0
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[整理すると，x′ = 2+ x
t となり，関数 f(t, x) = 2+ x

t は t = 0となる点を含まないような任意の長方形領域にお

いて連続で，xについてリプシッツ条件を満たすので，初期条件により与えられる点 (1, 0)を通る解が局所的にた

だ一つ存在することが言える．]

方程式を tで割り整理すると，

x′ = 2 +
x

t

の同次型になるので，u(t) = x(t)/t という新しい未知関数を導入することで解ける．x′ = u+ tu′ なので，

u+ tu′ = 2 + u

u′ =
2

t
u = 2 log |t|+ C

x(t) = 2t log |t|+ Ct

と積分できる．計算の途中で tで割るところがあるが，t = 0という場合を別扱いする必要はない．tは変数であ

るから，その値の範囲は関数 x(t)の定義域のみに影響し，解自体に影響せず，解が求まってからその定義域を確

認すればよい．

初期条件 x(1) = 0 を用いると，C = 0 がわかる．よって， x(t) = 2t log |t| という特殊解が得られる．
しかし，logが t = 0で定義されないので解の定義域を考える必要がある．一つのアプローチは，初期値が与え

られる t = 1という点を含み，logの定義域に収まるような最大の区間を解の定義域にすることである．この場合，

t ∈ (0,∞) となる．

もう一つのアプローチは，

lim
t→0

t log |t| = 0

という事実に注意して，解を連続な関数に拡張する方法である：

x(t) =

{
2t log |t| t ̸= 0

0 t = 0

この関数の定義域は R全体であるが，その微分が x = 0で発散する：

x′(t) = 2(log |t|+ 1)

しかし，微分方程式では微分が tとの積という形でしか出てこないので，微分方程式が上の極限の意味で満たさ

れるというふうに考えることもできる．
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例題 2.7* 微分方程式

x′ = −x cos t+ e− sin t

の一般解を求め，初期条件 x(0) = 0を満たす特殊解を見つけよ．

[右辺の関数は任意の長方形領域において連続で，xについてリプシッツ条件を満たすので，任意の初期値に対し

てただ一つの解が存在することが言える．]

線型方程式の一般形 x′ = p(t)x+ q(t)と比べると，p(t) = − cos t, q(t) = e− sin t である．二通りの解法を紹介

する．

(1) 両辺が積分できるような関数をかける方法：

両辺に e−
∫
p(t) dt = esin t をかけると，

x′esin t = −x cos tesin t + 1

x′esin t + x cos tesin t = 1
d

dt

(
xesin t

)
= 1

よって，方程式が積分できて，

xesin t = t+ C

となる．つまり，一般解は

x(t) = (t+ C)e− sin t, C ∈ R.

(2) 定数変化法：

• まず、同次方程式　 x′ = −x cos t　を解く．∫
dx

x
= −

∫
cos t dt

log |x| = − sin t+ C ′

x(t) = Ce− sin t, C ∈ R

• 定数変化法に基づいて、解を次の形で求める：

x(t) = C(t)e− sin t (6)

この微分は

x′(t) = C ′(t)e− sin t − C(t) cos te− sin t

であるから、方程式に xと x′ を代入すれば、

C ′(t)e− sin t − C(t) cos te− sin t = −C(t) cos te− sin t + e− sin t

となる．これを整理すると、C ′(t) = 1という条件に帰着され、C(t) = t+ C̃ がわかる．これを (6)で

使うと、微分方程式の一般解が得られる：

y(t) = e− sin t(t+ C̃), C̃ ∈ R.

初期条件 x(0) = 0を満たす解を求めるには，一般解の形に t = 0, x = 0を代入して，Cを定めればよい．C = 0

となるので，特殊解は

x(t) = te− sin t.
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例題 2.8* 微分方程式

tx′ = t2 + 3x

の一般解を求めよ．

[ x′ = t+ 3x
t と変形できる．右辺の関数は，t = 0となるような点を含まない任意の長方形領域において連続で，

xについてリプシッツ条件を満たすので，t = 0以外の解の存在と一意性が言える．t = 0となるような点 (0, x0)

を通る解が存在しない可能性があり，存在したとしても解が複数ある可能性がある．]

tで割ると，

x′ =
3

t
x+ t

を得るので，p(t) = 3
t , q(t) = tとした線型方程式である．

e−
∫
p(t) dt = e−

∫
3
t dt = e−3 log |t| = e

log 1
|t|3 =

1

|t|3

より，まず t > 0として，方程式の両辺に 1
t3 をかける．

1

t3
x′ − 3

t4
x =

1

t2

d

dt

(
1

t3
x(t)

)
=

1

t2

1

t3
x = −1

t
+ C, C ∈ R

x(t) = Ct3 − t2, C ∈ R

t < 0のときは両辺の符号が変わるだけで，結果は同じだから，

x(t) = Ct3 − t2, C ∈ R

が一般解であると言える．（実際，微分方程式に代入することで確かめられる．）
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例題 3.1* 微分方程式

(2t− 3x) + (4x− 3t)x′ = 0

の一般解を求めよ．

[関数 f(t, x) = 3x−2t
4x−3t は，x = 3

4 tとなるような点 (t, x)を含まない任意の長方形領域において連続で，xについて

リプシッツ条件を満たすので，直線 x = 3
4 t以外の解の存在と一意性が言える．x0 = 3

4 t0となるような点 (t0, x0)

を通る解が存在しない可能性があり，存在したとしても解が複数ある可能性がある．]

同次型としても解けるが，ここでは (2t− 3x)dt+ (4x− 3t)dx = 0と書いて，全微分型であることを確認する．

P (t, x) = 2t− 3x, Q(t, x) = 4x− 3t

とおくと，∂P/∂x = ∂Q/∂tを確かめればよい．

∂P

∂x
=

∂

∂x
(2t− 3x) = −3

∂Q

∂t
=

∂

∂t
(4x− 3t) = −3

より，この条件が成り立ち，全微分型である．

したがって，解 φ(t, x) = C は式

φ(t, x) =

∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ

より求めることができる．具体的には，∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ =

∫ t

t0

(2τ − 3x) dτ +

∫ x

x0

(4ξ − 3t0) dξ

= t2 − t20 − 3x(t− t0) + 2x2 − 2x2
0 − 3t0(x− x0)

= t2 + 2x2 − 3tx− (t20 + 2x2
0 − 3t0x0)

最後の (t20 + 2x2
0 − 3t0x0)は任意定数だから，これを φ(t, x) = C の C に含めると，解は次のように求まった：

t2 + 2x2 − 3tx = C, C ∈ R.

以下の図での数字は C の値を示している．
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8

8

8

8

12

12

12

12

12

12

16

16

16

16

16

16

20

20

20

20

解曲線が直線 x = 3
4 tと交わるように見えるが，直線上の点では解曲線の微分が発散する．

例題 3.2* 微分方程式

x+ (2t+ x)x′ = 0

を積分因子を用いて解け．

[関数 f(t, x) = −x
2t+x は，x = −2tとなるような点 (t, x)を含まない任意の長方形領域において連続で，xについ

てリプシッツ条件を満たすので，直線 x = −2t以外の解の存在と一意性が言える．x0 = −2t0 となるような点

(t0, x0)を通る解が存在しない可能性があり，存在したとしても解が複数ある可能性がある．]

このとき，P (t, x) = x,Q(t, x) = 2t+ xで，

∂P

∂x
− ∂Q

∂t
= 1− 2 = −1

はゼロではないので全微分型ではない．

積分因子を tだけの関数として求められるか確認する．そのための必要十分条件は

1

Q

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
が tだけの関数であることであるが，この値は − 1

2t+x だから，条件は満たされない．

積分因子が xだけの関数であるための必要十分条件は

− 1

P

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
が xだけの関数であることである．この値は 1

x であるから，条件は満たされ，積分因子 µ(x)は

1

µ

dµ

dx
= − 1

P

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
=

1

x

の解として決まる．つまり，
dµ

dx
=

µ

x

を解けばよく，変数分離などにより，µ(x) = xという解が見つかる．

12



これをもとの微分方程式の両辺にかけると，

x2dt+ (2tx+ x2)dx = 0

という全微分型に帰着できた．したがって，解は φ(t, x) = C,C ∈ Rという形で書け，

φ(t, x) =

∫ t

t0

x2 dτ +

∫ x

x0

(2t0ξ + ξ2) dξ

= (t− t0)x
2 + t0(x

2 − x2
0) +

1

3
(x3 − x3

0)

= tx2 +
1

3
x3 −

(
t0x

2
0 +

1

3
x3
0

)
である．最終的な解の形は

3tx2 + x3 = C, C ∈ R.

直線 x = −2t上の点では解の微分が発散する．

例題 3.3* 微分方程式

x′ = 2tx

を級数解法で解け．

[関数 f(t, x) = 2txは任意の長方形領域において連続で，xについてリプシッツ条件を満たすので，任意の初期

値に対してただ一つの解が存在することが言える．]

解 x(t)を中心 t0 = 0とする級数

x(t) =

∞∑
n=0

ant
n+k

の形で求める．ただし，kは a0 ̸= 0となるような実数であるとする．

この級数を微分方程式に代入すると，

∞∑
n=0

an(n+ k)tn+k−1 =

∞∑
m=0

2amtm+k+1

13



となり，tの同じ冪で整理すれば，

a0kt
k−1 + a1(1 + k)tk +

∞∑
n=0

[an+2(n+ k + 2)− 2an] t
n+k+1 = 0

を得る．これが恒等的に成り立つためには，全ての tの冪の係数がゼロでなければならない．まず，tk−1 の係数

より a0k = 0という条件が従うが，a0 ̸= 0としているので，k = 0である．

次に，tk の係数より a1(1 + k) = a1 = 0（k = 0であることを用いた）．

そして，n ≥ 0に対する tn+k+1 = tn+1 の係数より

an+2 =
2

n+ 2
an, n = 0, 1, . . . .

a1 = 0よりすべての奇数係数 a2m+1 はゼロである．偶数係数については

a2 =
2

2
a0, a4 =

2

4
a2 =

22

4 · 2
a0, a6 =

2

6
a4 =

23

6 · 4 · 2
a0, . . .

を見ると，

a2m =
2m

[2m][2(m− 1)][2(m− 2)] · · · 2
a0 =

2m

2mm!
a0 =

a0
m!

が読み取れる．

よって，級数解は

x(t) = a0

∞∑
m=0

t2m

m!
= a0

∞∑
m=0

(t2)m

m!
= a0e

t2 .

この収束半径は∞だから，得られた関数はすべての t ∈ Rで微分方程式を満たす．
中心が 0と異なる t0 である級数解が必要な場合，

x(t) =

∞∑
n=0

an(t− t0)
n+k

を微分方程式に代入して，

∞∑
n=0

an(n+ k)(t− t0)
n+k−1 =

∞∑
m=0

2tam(t− t0)
m+k,

変数変換 τ = t− t0 を行うとよい．

∞∑
n=0

an(n+ k)τn+k−1 =

∞∑
m=0

2(τ + t0)amτm+k

を得るので，整理して，

a0kτ
k−1 + [a1(1 + k)− 2a0t0]τ

k +

∞∑
n=0

[an+2(n+ k + 2)− 2t0an+1 − 2an] τ
n+k+1 = 0.

それぞれの係数が消えるという条件より，k = 0, a1 = 2a0t0 がわかり，それ以降の係数に対して

an+2 =
2t0

n+ 2
an+1 +

2

n+ 2
an

という漸化式を得る．ここから a2, a3, . . . のすべての係数が一意的に決まる．
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例題 4.1* 微分方程式

x′′ − x′ = 12(x− 2t) + 10

について，次の問に答えよ．

(1) 方程式の一般解を求めよ．

(2) 初期条件 x(0) = 0, x′(0) = 6 を満たす特殊解を求めよ．

方程式を

x′′ − x′ − 12x = −24t+ 10

というふうに書き直すと，2階の定数係数線型微分方程式であることがわかる．

(1) 一般解を求める：

• まず，斉次方程式 x′′ − x′ − 12x = 0を解く．特性方程式は

λ2 − λ− 12 = 0

であり，その根は λ1 = 4, λ2 = −3である．よって，斉次方程式の一般解は

C1e
4t + C2e

−3t, C1, C2 ∈ R

となる．

• 次に，もとの方程式の一つの解 xp(t)を見つける．右辺は線型関数なので，解を xp(t) = αt + β とい

う形で求めることができる．このとき，x′
p(t) = α, x′′

p(t) = 0なので，

x′′
p − x′

p − 12xp = −α− 12αt− 12β = −24t+ 10

上の式を満たす α, β は

α = 2, β = −1

となるから，解は

xp(t) = 2t− 1

というものを求めることができた．

• もとの方程式の一般解は「斉次方程式の一般解＋元の方程式の一つの解」と書けるので

x(t) = C1e
4t + C2e

−3t + 2t− 1, C1, C2 ∈ R

(2) 初期条件を考慮する：　 e0 = 1であるから，初期条件をそれぞれ書くと，

x(0) = C1 + C2 − 1 = 0

x′(0) = 4C1 − 3C2 + 2 = 6

となる．C1, C2 に対する連立方程式を解くと，C1 = 1, C2 = 0を得るので，初期条件を満たす解は

x(t) = e4t + 2t− 1

である．
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例題 4.2* 微分方程式

x′′′ − 2x′′ + x′ − 2x = (8− 6t)e−t

の一般解を求めよ．

定数係数高階線型方程式なので，一般解を斉次方程式の一般解と元の方程式の一つの解の和という形で求める．

• まず，斉次方程式 x′′′ − 2x′′ + x′ − 2x = 0を解く．微分多項式を用いて書くと，

(D3 − 2D2 +D − 2)x = 0

となるので，この因数分解

(D − 2)(D − i)(D + i)x = 0

より，一般解は

(D − 2)X1 = 0, (D − i)X̃2 = 0, (D + i)X̃3 = 0

を満たす関数X1, X̃2, X̃3 の一次結合

X(t) = c1X1(t) + c2X̃2(t) + c3X̃3(t)

で得られる．

X1(t) = e2t, X̃2(t) = e−it, X̃3(t) = eit

であるが，実数解を求めるにはその適切な一次結合をとる：

X2(t) =
1

2
(X̃2(t) + X̃3(t)) =

1

2
(cos t+ i sin t+ cos t− i sin t) = cos t

X3(t) =
1

2i
(X̃2(t)− X̃3(t)) =

1

2i
(cos t+ i sin t− cos t+ i sin t) = sin t

よって，斉次方程式の一般解は

X(t) = C1e
2t + C2 cos t+ C3 sin t, C1, C2, C3 ∈ R

となる．
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• 次に，もとの方程式の一つの解 xp(t)を見つける．三つの方法を紹介する．

解を当てる方法：関数 (at + b)e−t, a, b ∈ Rのすべての微分は同じ形 (a′t + b′)e−t, a′, b′ ∈ Rをとるので，
この形で解 xp を求める：

x′′′
p −2x′′

p+x′
p−2xp = (−at−b+3a)e−t−2(at+b−2a)e−t+(−at−b+a)e−t−2(at+b)e−t = (−6at−6b+8a)e−t

と計算したが，これが (8− 6t)e−t に等しくなるためには，a = 1, b = 0でなければならない．よって，

xp(t) = te−t

は一つの解である．

定数変化法：一つの解を

xp(t) = c1(t)X1(t) + c2(t)X2(t) + c3(t)X3(t)

の形で求める．3階までの微分を計算し，計算が簡単になるよう，自由に課せる 2つの条件を利用して，式

の一部をゼロとおく：

x′
p = c1X

′
1 + c2X

′
2 + c3X

′
3 + c′1X1 + c′2X2 + c′3X3︸ ︷︷ ︸

=0

x′′
p = c1X

′′
1 + c2X

′′
2 + c3X

′′
3 + c′1X

′
1 + c′2X

′
2 + c′3X

′
3︸ ︷︷ ︸

=0

x′′′
p = c1X

′′′
1 + c2X

′′′
2 + c3X

′′′
3 + c′1X

′′
1 + c′2X

′′
2 + c′3X

′′
3

X1, X2, X3 が斉次方程式の解であるということを用いて，

x′′′
p − 2x′′

p + x′
p − 2xp = c′1X

′′
1 + c′2X

′′
2 + c′3X

′′
3 = (8− 6t)e−t

という条件を得るので，まとめると，

c′1X1 + c′2X2 + c′3X3 = 0

c′1X
′
1 + c′2X

′
2 + c′3X

′
3 = 0

c′1X
′′
1 + c′2X

′′
2 + c′3X

′′
3 = (8− 6t)e−t

という c′1, c
′
2, c

′
3 に対する連立方程式を得る．これを解いて，

c′1 =
1

5
(8− 6t)e−3t, c′2 = −(cos t− 2 sin t)e2tc′1, c′3 = −(sin t+ 2 cos t)e2tc′1.

積分して，xp(t) = c1(t)X1(t) + c2(t)X2(t) + c3(t)X3(t)に代入すれば，xp(t) = te−t を得る．

微分多項式の部分分数分解：

1

λ3 − 2λ2 + λ− 2
=

1
5

λ− 2
+

−1+2i
10

λ− i
+

−1−2i
10

λ+ i

と分解できるので，一つの解は

xp(t) =
1
5

D − 2
(8− 6t)e−t +

−1+2i
10

D − i
(8− 6t)e−t +

−1−2i
10

D + i
(8− 6t)e−t

となる．ここで，x1(t) =
1
5

1
D−2 (8− 6t)e−tは (D − 2)x1 = 1

5 (8− 6t)e−tの解 x1を意味する．よって，（こ

の第 1項の計算のみを示す）e−αt(D − α)g = D(e−αtg)だから，

x1(t) =
1

5
e2t
∫ t

t0

e−2t1(8− 6t1)e
−t1 dt1 = · · ·

このような積分を 3つ計算する必要があるが，煩雑なため省略する．
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• もとの方程式の一般解は「斉次方程式の一般解＋元の方程式の一つの解」と書けるので

x(t) = X(t) + xp(t) = C1e
2t + C2 cos t+ C3 sin t+ te−t, C1, C2, C3 ∈ R

例題 5.1* 行列

A =

(
6 −2

5 8

)
に対して etA を求めよ．

Aを対角化するため，その固有値を求める．det(A− λI) = λ2 − 14λ+ 58 = 0を解くと，

λ1 = 7 + 3i, λ2 = 7− 3i

の固有値を得る．λ1に対する固有ベクトル v1を (A− λ1I)v1 = 0より求め，λ2に対する固有ベクトル v2が v1

の複素共役であることに気づくと，

v1 = C

(
−1 + 3i

5

)
, v2 = C

(
−1− 3i

5

)
がわかる．よって，行列 T とDを

T = (v1 v2) =

(
−1 + 3i −1− 3i

5 5

)
, D =

(
λ1 0

0 λ2

)
=

(
7 + 3i 0

0 7− 3i

)
で定義すれば，

A = TDT−1 =

(
−1 + 3i −1− 3i

5 5

)(
7 + 3i 0

0 7− 3i

)(
−i

30

)(
5 1 + 3i

−5 −1 + 3i

)
が成り立つ．

このとき，etA は次のように計算される：

etA = TetDT−1 =

(
−1 + 3i −1− 3i

5 5

)(
e(7+3i)t 0

0 e(7−3i)t

)(
−i

30

)(
5 1 + 3i

−5 −1 + 3i

)

=
−i

6

(
(−1 + 3i)e(7+3i)t + (1 + 3i)e(7−3i)t −2(e(7+3i)t − e(7−3i)t)

5(e(7+3i)t − e(7−3i)t) (1 + 3i)e(7+3i)t + (−1 + 3i)e(7−3i)t

)

=
1

3
e7t

(
3 cos 3t− sin 3t −2 sin 3t

5 sin 3t 3 cos 3t+ sin 3t

)

初期条件 x′(0) = (−0.05, 0.1) に対する x′ = Ax の解 (x1, x2) と，(x1, x2)-平面における方向の場を背景にプロットした 4 つの解
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例題 5.2* 行列の指数関数を求める方法で次の初期値問題を解け：

x′(t) =

−5 −8 4

2 3 −2

6 14 −5

x(t), x(0) =

−2

1

0


係数行列を Aとすると，det(A− λI) = −λ3 − 7λ2 − 15λ− 9 = −(λ+ 1)(λ+ 3)2 だから，固有値は

λ1 = −1, λ2,3 = −3

である．(A− λ1I)v1 = 0を満たすベクトル v1 は

v1 = C

 3

−1

1


であるが，二重の固有値 λ2 = −3に対応する行列は rank (A− λ2I) = 2となるので，固有ベクトル空間が 1次元

である：

v2 = C

−2

1

1

 .

よって，Aのジョルダンの標準形は

A = TJT−1 = T

−1 0 0

0 −3 1

0 0 −3

T−1

である．3本目の一般化固有ベクトル v3を見つけるには (A− λ3I)v3 = v2を解けばよい．v3 = C(−3, 3
2 , 1)

T を

得るので，

T = (v1 v2 v3) =

 3 −2 −3

−1 1 3
2

1 1 1

 , T−1 =

 1 2 0

−5 −12 3

4 10 −2

 .

結局，etA は

etA = TetJT−1 = T

e−t 0 0

0 e−3t te−3t

0 0 e−3t

T−1

=

 3 −2 −3

−1 1 3
2

1 1 1


e−t 0 0

0 e−3t te−3t

0 0 e−3t


 1 2 0

−5 −12 3

4 10 −2



=

3e−t − 2e−3t − 8te−3t 6e−t − 6e−3t − 20te−3t 4te−3t

−e−t + e−3t + 4te−3t −2e−t + 3e−3t + 10te−3t −2te−3t

e−t − e−3t + 4te−3t 2e−t − 2e−3t + 10te−3t e−3t − 2te−3t

 .

また，初期値問題の解は

x(t) = etAx(0) =

−2e−3t − 4te−3t

e−3t + 2te−3t

2te−3t

 =

−2− 4t

1 + 2t

2t

 e−3t.
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例題 6.1* 問題 6.1と同じ行列

A =

(
6 −2

5 8

)
に対して，射影行列の方法を用いて，etA を求めよ．

det(A− λI) = λ2 − 14λ+ 58 = 0を解くと，

λ1 = 7 + 3i, λ2 = 7− 3i

の固有値を得る．単根だから，Aは対角化可能で，そのときの射影行列のためのより簡単な公式が利用できる：

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

1

6i

(
−1 + 3i −2

5 1 + 3i

)

P2 =
1

λ2 − λ1
(A− λ1I) = − 1

6i

(
−1− 3i −2

5 1− 3i

)
よって，

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2

=
e7t

6i

[
(cos 3t+ i sin 3t)

(
−1 + 3i −2

5 1 + 3i

)
+ (cos 3t− i sin 3t)

(
−1− 3i −2

5 1− 3i

)]

=
1

3
e7t

(
3 cos 3t− sin 3t −2 sin 3t

5 sin 3t 3 cos 3t+ sin 3t

)

例題 6.2* 問題 6.2と同じ行列

A =

−5 −8 4

2 3 −2

6 14 −5


に対して，射影行列の方法を用いて，etA を求めよ．

Φ(λ) = det(A− λI) = −λ3 − 7λ2 − 15λ− 9 = −(λ+ 1)(λ+ 3)2 だから，固有値とその重複度は

λ1 = −1, m1 = 1; λ2 = −3, m2 = 2

である．重複度が 2以上の固有値があり，行列は対称ではないので，対角化可能かどうかについて簡単に判断で

きない．1/Φ(λ)の部分分数展開

− 1

(λ+ 1)(λ+ 3)2
=

aλ+ b

(λ+ 3)2
+

c

λ+ 1

が成り立つように a, b, cを求めると，a = 1
4 , b =

5
4 , c = − 1

4 を得るので，展開の両辺に Φ(λ)をかければ，

1 = −1

4
(λ+ 1)(λ+ 5) +

1

4
(λ+ 3)2.

これより射影行列 P1, P2 を計算する：

P1 =
1

4
(A+ 3I)2 =

 3 6 0

−1 −2 0

1 2 0



P2 = −1

4
(A+ I)(A+ 5I) =

−2 −6 0

1 3 0

−1 −2 1

 .
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etA は次のように求める：

etA = eλ1tP1 + eλ2t(I + t(A− λ2I))P2

= e−t

 3 6 0

−1 −2 0

1 2 0

+ e−3t

1− 2t −8t 4t

2t 1 + 9t −2t

6t 14t 1 + t


−2 −6 0

1 3 0

−1 −2 1



=

3e−t − 2e−3t − 8te−3t 6e−t − 6e−3t − 20te−3t 4te−3t

−e−t + e−3t + 4te−3t −2e−t + 3e−3t + 10te−3t −2te−3t

e−t − e−3t + 4te−3t 2e−t − 2e−3t + 10te−3t e−3t − 2te−3t

 .

例題 7.1* 次の微分方程式の解軌道の図を相平面上に描け．

(1) x′ =

(
0 6

−1 5

)
x

(2) x′ =

(
−2.2 0.8

−0.3 −0.8

)
x

(3) x′ =

(
−2.6 2.4

−0.9 1.6

)
x

(4) x′ =

(
1.2 −0.8

0.3 −0.2

)
x

(5) x′ =

(
−1 0

0 −1

)
x

(6) x′ =

(
0.6 1.6

−0.1 1.4

)
x

(7) x′ =

(
−1 −5

1 3

)
x

(8) x′ =

(
4 −4

5 −4

)
x

すべての問題で係数行列を Aとする．また，初期値（t = 0における解の値）を x0 という記号で表す．

(1) x′ =

(
0 6

−1 5

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 − 5λ+ 6だから，固有値は λ1 = 2, λ2 = 3である．また，射

影行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

(
3 −6

1 −2

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

(
−2 6

−1 3

)
.

任意のベクトルx0に対して，P1x0は固有値 λ1に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v1 = (3, 1)T

のスカラー倍)で，P2x0 は固有値 λ2 に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v2 = (2, 1)T のスカ

ラー倍)である．

解の式は

x(t) = e2tP1x0 + e3tP2x0
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と書ける．原点を通り，v1,v2 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)の座標

は ξ(t) = e2t|P1x0|, η(t) = e3t|P2x0|となる．斜交座標軸は v1,v2が正の向きなので，ξ, ηはいつも正の座

標となる．このとき，定数 C > 0があって，η = Cξ3/2 が成り立つ．

これは原点で ξ-軸に接するグラフなので，もとの座標系 x = (x, y)に戻したとき，軌道は原点で対応する

v1 = C(3, 1)T に接することになる．

さらに，x0 = C(2, 1)T のとき，v1 = P1x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P2x0の向きをもつ直線上に乗

る．同様に，x0 = C(3, 1)T のとき，v2 = P2x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P1x0の向きをもつ直線上

に乗る．この直線は下図では赤で表示した．

固有値はどれも正だから，t → ∞のとき，|ξ(t)| → ∞, |η(t)| → ∞で，平衡点である原点は不安定結節点
である．

(2) x′ =

(
−2.2 0.8

−0.3 −0.8

)
xのとき，det(A − λI) = λ2 + 3λ + 2だから，固有値は λ1 = −2, λ2 = −1である．

また，射影行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

(
1.2 −0.8

0.3 −0.2

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

(
−0.2 0.8

−0.3 1.2

)
.

任意のベクトルx0に対して，P1x0は固有値 λ1に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v1 = (4, 1)T

のスカラー倍)で，P2x0 は固有値 λ2 に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v2 = (2, 3)T のスカ

ラー倍)である．

解の式は

x(t) = e−2tP1x0 + e−tP2x0

と書ける．原点を通り，v1,v2 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)の座標

は ξ(t) = e−2t|P1x0|, η(t) = e−t|P2x0|となる．このとき，定数 C > 0があって，η = Cξ1/2 が成り立つ．

ここで，ξ, ηは正の座標に限られるので，下図では原点から始まる曲線一本一本が一つの解軌道に対応する

（原点をまたいで解軌道がつながるわけではない）．また，解軌道は η-軸に対応する v2方向に原点で接する．

さらに，x0 = C(2, 3)T のとき，v1 = P1x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P2x0の向きをもつ直線上に乗

る．同様に，x0 = C(4, 1)T のとき，v2 = P2x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P1x0の向きをもつ直線上

に乗る．この直線は下図では赤で表示した．

固有値はどれも負だから，t → ∞のとき，|ξ(t)| → 0, |η(t)| → 0で，平衡点である原点は安定結節点である．
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(3) x′ =

(
−2.6 2.4

−0.9 1.6

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 + λ− 2だから，固有値は λ1 = −2, λ2 = 1である．また，

射影行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

(
1.2 −0.8

0.3 −0.2

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

(
−0.2 0.8

−0.3 1.2

)
.

任意のベクトルx0に対して，P1x0は固有値 λ1に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v1 = (4, 1)T

のスカラー倍)で，P2x0 は固有値 λ2 に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v2 = (2, 3)T のスカ

ラー倍)である．

解の式は

x(t) = e−2tP1x0 + etP2x0

と書ける．原点を通り，v1,v2 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)の座標

は ξ(t) = e−2t|P1x0|, η(t) = et|P2x0|となる．このとき，定数 C > 0があって，η = Cξ−1/2 が成り立つ．

片方の固有値は正で，もう片方は負だから，t → ∞のとき，|ξ(t)| → 0, |η(t)| → ∞で，x(t)は正の固有値

に対応する固有ベクトル (2, 3)T を向きとする直線に漸近する．また，平衡点である原点は鞍状点である．

さらに，x0 = C(2, 3)T のとき，v1 = P1x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P2x0の向きをもつ直線上に乗

る．同様に，x0 = C(4, 1)T のとき，v2 = P2x0 = (0, 0)T となるので，解軌道は P1x0の向きをもつ直線上

に乗る．この直線は下図では赤で表示した．
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(4) x′ =

(
1.2 −0.8

0.3 −0.2

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 − λだから，固有値は λ1 = 1, λ2 = 0である．また，射影

行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

(
1.2 −0.8

0.3 −0.2

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

(
−0.2 0.8

−0.3 1.2

)
.

任意のベクトルx0に対して，P1x0は固有値 λ1に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v1 = (4, 1)T

のスカラー倍)で，P2x0 は固有値 λ2 に対する固有ベクトルのスカラー倍（すなわち，v2 = (2, 3)T のスカ

ラー倍)である．

解の式は

x(t) = etP1x0 + P2x0

と書ける．原点を通り，v1,v2 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)の座標

は ξ(t) = et|P1x0|, η(t) = |P2x0|となる．このとき，定数 C ≥ 0があって，η = C が成り立つ．つまり，

解軌道は向き P1x0 = C(4, 1)T をもつ直線である．

ゼロでない固有値は正だから，t → ∞のとき，|ξ(t)| → ∞, |η(t)| = constで，x(t)は向き (4, 1)T をもつ直

線上に無限遠方へ向かう．また，Av2 = 0だから，C(2, 3), C ∈ Rのすべての点は平衡点である．解軌道が
このような点から離れていくので，不安定な平衡点である．
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(5) x′ =

(
−1 0

0 −1

)
xのとき，固有値 λ = −1は 2重である．

解は明らかに x(t) = C1e
−t, y(t) = C2e

−t だから，解軌道の式は

y = Cx, C ∈ R

となり，相平面で図示すると，以下のようになる．この場合，固有値が負なので，t → ∞のとき，x(t) → 0

で，原点は安定な平衡点である．

(6) x′ =

(
0.6 1.6

−0.1 1.4

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 1だから，固有値は λ = 1のみで，2重である．

A− λI の階数が 1だから，独立な固有ベクトルが 1本のみ存在する．

射影行列は P = I で，解の式は

x(t) = etx0 + tet(A− I)x0

と書ける．(A − I)x0 = x1 は (A − I)x1 = 0を満たすので，λに対する固有ベクトル v = (4, 1)T のスカ

ラー倍である．

原点を通り，x0,x1 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t) の座標は ξ(t) =

et|x0|, η(t) = tet|x1|となる．このとき，η = |x1|
|x0|ξ log(

ξ
|x0| )が成り立つ．ただし，ξ > 0に限られる．

このグラフは原点で η-軸の負の方向に接するので，(x, y)-座標に戻したとき，解軌道は vの負の方向に接す

ることになる．

固有値が正だから，t → ∞のとき，|ξ(t)| → ∞, |η(t)| → ∞で，|x(t)| → ∞となり，平衡点である原点は
不安定結節点である．
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(7) x′ =

(
−1 −5

1 3

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 − 2λ+2だから，固有値は λ1 = 1− i, λ2 = 1+ i（共役複素

数）である．射影行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

1

2

(
1− 2i −5i

i 1 + 2i

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

1

2

(
1 + 2i 5i

−i 1− 2i

)
.

ここで，P1 = Q+ iRと分解すれば，P2 = Q− iRだから，解の式は

x(t) = e(1−i)tP1x0 + e(1+i)tP2x0 = et
[
(cos t)2Qx0 + (sin t)2Rx0

]
と書ける．

原点を通り，2Qx0 = x0, 2Rx0 = x1 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)

の座標は ξ(t) = et cos t|2Qx0|, η(t) = et sin t|2Rx0|となり，解軌道は対数螺旋である．固有値の実部が正
だから，t → ∞のとき，|x(t)| → ∞となり，平衡点である原点は不安定渦状点である．

(8) x′ =

(
4 −4

5 −4

)
xのとき，det(A− λI) = λ2 + 4だから，固有値は λ1 = −2i, λ2 = 2i（共役純虚数）であ
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る．射影行列は

P1 =
1

λ1 − λ2
(A− λ2I) =

1

4

(
2 + 4i −4i

5i 2− 4i

)
, P2 =

1

λ2 − λ1
(A− λ1I) =

1

4

(
2− 4i 4i

−5i 2 + 4i

)
.

ここで，P1 = Q+ iRと分解すれば，P2 = Q− iRだから，解の式は

x(t) = e−2itP1x0 + e2itP2x0 = (cos 2t)2Qx0 + (sin 2t)2Rx0 = (cos 2t)x0 + (sin 2t)2Rx0

と書ける．

原点を通り，2Qx0 = x0, 2Rx0 = x1 の向きをもつ直線を斜交座標軸にとれば，この座標系における x(t)

の座標は ξ(t) = cos 2t|x0|, η(t) = sin 2t|x1|となり，(ξ/|x0|)2 + (η/|x1|)2 = 1の形だから解軌道は楕円で

ある．

解軌道は周期的で，平衡点である原点は渦心点である．

例題 8.1* 微分方程式の初期値問題

tx′ = x+ 2(1− log |t|), x(1) = −1

について以下の問いに答えよ．

(1) コーシーの定理を用いて，点 t = 1を中心とする区間 t ∈ [1− δ, 1 + δ] (δ > 0)があって，この区間で問題

の解がただ一つ存在することを示せ．

(2) 問い (1)の解を具体的に求めよ．

(3) 上の初期値問題の最大解をすべて求めよ．

(4) 初期条件を x(1) = x0としたとき，解が区間 t ∈ (0,∞)で存在し，(0,∞)において有界であるような x0 ∈ R
をすべて求めよ．
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(1) 方程式を
dx

dt
= f(t, x) :=

x

t
+

2

t
(1− log |t|)

と書き直すと，点 (1,−1)を中心とするある長方形領域D = [1− a, 1 + a]× [−1− b,−1 + b]において f が

連続で，xについてリプシッツ条件を満たせば，コーシーの定理はある区間 t ∈ [1− δ, 1 + δ] (δ > 0)にお

ける問題の唯一の解の存在を保証してくれる．

f(t, x)は (0, x)なる点では発散し，連続ではないが，t ̸= 0なるすべての点 (t, x)で連続だから，Dの定義

における aを 1より小さくとらなければならない．また，リプシッツ条件

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D

が満たされるための十分条件として，偏微分 ∂f/∂xがDにおいて連続である，という条件がある．

∂f

∂x
(t, x) =

1

t

だから，同じく t = 0となる点を避ける必要があるが，xについて制限はない．

よって，例えば，a = 1
2 として，b を任意の正の実数とすれば，連続性の条件とリプシッツ条件は D =

[1 − a, 1 + a] × [−1 − b,−1 + b] において満たされる．すると，コーシーの定理より，δ > 0 があって，

t ∈ [1− δ, 1 + δ]において初期値問題の解はただ一つ存在する．

(2) 線型方程式として解く．斉次方程式 x′ = x
t の一般解は x(t) = Ct（変数分離などで解ける）なので，定数

変化法を用いて，もとの方程式の解を x(t) = C(t)tという形で求める．方程式に代入すると，

t (C ′(t)t+ C(t)) = C(t)t+ 2(1− log |t|)

を得るので，

C ′(t) = 2
1− log |t|

t2
より C(t) = 2

log |t|
t

+ c, c ∈ R.

よって，もとの方程式の一般解は

x(t) = C(t)t = 2 log |t|+ ct, c ∈ R.

初期条件を満たす解は，t = 1を代入して c = −1となるので，

x(t) = 2 log |t| − t.

(3) (2)で求めた解 x(t) = 2 log |t| − tの定義域 [1− δ, 1+ δ]をどこまで延長できるかを考える．t → 0+のとき，

x(t)は −∞に発散するから，t ≤ 0までは延長できない．また，関数 2 log t − tは t ∈ (0,∞)で定義され，

連続だから，最大の定義域は (0,∞)である．

一方，他に最大解がないかについて考える．(1)では，解がある区間 t ∈ [1− δ, 1 + δ] (δ > 0)で一意であ

ることを示したが，この区間以外で他の解と交わり，他の方法で延長できる可能性が残っている．この可能

性を排除するには，区間 t ∈ (0,∞)における方程式の一意性を調べればよい．

(t0, x0)が t0 > 0を満たす任意の点ならば，任意の b > 0に対して右辺関数 f(t, x)はD = [ t02 ,
3t0
2 ]× [x0 −

b, x0 + b]において連続で，xについてリプシッツ条件を満たす．これは問い (1)と同様に示される．コー

シーの定理を適用すれば，このような点 (t0, x0)を通る解がただ一つ存在することが言える．よって，区間

t ∈ (0,∞)において，二つの解が交わることがなく，

x(t) = 2 log t− t, t ∈ (0,∞)

が唯一の最大解である．
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(4) 初期条件を x(1) = x0 を満たす解の一つは

x(t) = 2 log t+ x0t

である．(3)で示したように，t ∈ (0,∞)において解は一意である．よって，上記の解以外に解が存在しな

い．しかし，上記の解は t → 0+のとき，−∞に発散するので，問いの条件を満たすような初期値 x0は存

在しない．
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