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1 はじめに

■常微分方程式（Ordinary Differential Equation = ODE）

定義 1（微分方程式）

x(t)に関する 微分方程式 ：

F
(
t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)

)
= 0 (1)

ここで，F : Rn+1 → R 関数，x : R→ R 関数，x′ = dx
dt，x

(n) = dnx
dtn .

(1)の 階数 　＝　 xの導関数の最高階数 n (1)の 解 　＝　 (1)を満たす関数 x(t) t ... 独立変数，x ... 従属変

数 / 未知関数

例．x′ = (t+ 1)2 − x
このとき，　 F (t, x, x′) = −(t+ 1)2 + x+ x′，1階 ODE． x(t) = t2 + 1 という関数は解である：　 x′ = 2t =

(t+ 1)2 − (t2 + 1)．

■連立微分方程式

上の定義で，x, F をベクトル値関数とすれば， 連立 ODE の定義となる：

F1

(
t, x1, . . . , xk, x

′
1, . . . , x

′
k, . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

F2

(
t, x1, . . . , xk, x

′
1, . . . , x

′
k, . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

...

Fℓ

(
t, x1, . . . , xk, x

′
1, . . . , x

′
k, . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

例（連立微分方程式）

x′ = x− xy
y′ = −y + xy

は x(t), y(t) についての連立 ODE．

■1階化

どの n 階 ODEも，それと同値な 1階連立 ODE に書きなおすことができる．

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0新しい未知関数 x0, . . . , xn−1 を導入
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x0 = x
x1 = x′

x2 = x′′

...
xn−1 = x(n−1)

すると，次の連立 ODEを得る： 

x′0 = x1
x′1 = x2

...
x′n−2 = xn−1

F (t, x0, . . . , xn−2, x
′
n−1) = 0

(2)

例：x′′ + (x′)2 − 1 = 0
x0(t) = x(t)
x1(t) = x′(t)

とおいて，

{
x′0 = x1
x′1 = −x21 + 1

■微分方程式の種類

• 常微分方程式 （ODE = ordinary DE）：独立変数が 1つ（ここでは tとしている），例：上の 3つの例

• 偏微分方程式 （PDE = partial DE）：独立変数が 2つ以上， 例：熱方程式 ∂u
∂t = ∂2u

∂x2 , u(t, x) ... 温度

本講義では ODE（単独も連立も）を扱う．

まずは，1階単独
dx

dt
= f(t, x) (3)

の形で書けるとする．

■方向の場：　 dx
dt = f(t, x) (3)

(3)の解の振る舞いをだいたい把握するのが簡単： x(t)が解で，(t, x)-平面の点 (t0, x0)を通るならば，この点

での x(t)のグラフの傾きは x′(t0) = f(t0, x(t0)) = f(t0, x0)． これは，ODEを解かなくても，右辺を見てわか

る情報．
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(t, x)-平面の各点において，その点を通る解曲線の傾きを示す短い線分（方向は (1, f(t, x))）を引いた図

を 方向の場 （または勾配場）という．

■Matlabの例

x′ = x 解：x(t) = Cet

Matlabコード：houkounoba1.m

x′ = x2

t2 + 2xt 解：x(t) = t2

C−t

5



Matlabコード：houkounoba2.m

■解の存在と一意性

次の初期値問題の解の存在について考える：

dx

dt
= f(t, x) (4)

x(t0) = x0 (5)

■解の存在と一意性：dx
dt = f(t, x) (4), x(t0) = x0 (5)

コーシーの定理

仮定 ：f(t, x) : [a, b]× [c, d]→ R

(A1) f は [a, b]× [c, d]で連続

(A2) f は xについてリプシッツ連続，つまり，K > 0があって，

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ K|x1 − x2| ∀t ∈ [a, b], ∀x1, x2 ∈ [c, d] (6)

主張：任意の (t0, x0) ∈ [a, b]× [c, d]に対し，δ > 0があって，(4)-(5)を t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]において満たす x(t)

がただ一つ存在する．
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注 ：∂f
∂x が [a, b]× [c, d]で連続ならば，定理の仮定 (A2)は満たされる．実際，このとき，|∂f∂x |は [a, b]× [c, d]

で有界であり，この最大値をK とすると，リプシッツの条件が成り立つ．

■レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．（詳しいことは PandAの「手紙 02」を参照すること．）
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常微分方程式（Ordinary Differential Equation = ODE）

定義 1（微分方程式）

x(t)に関する微分方程式：

F
(
t, x(t), x ′(t), . . . , x (n)(t)

)
= 0 (1)

ここで，F : Rn+1 → R 関数，x : R→ R 関数，x ′ = dx
dt，x (n) = dnx

dtn .

(1)の階数　＝　 x の導関数の最高階数 n

(1)の解　＝　 (1)を満たす関数 x(t)
t ... 独立変数，x ... 従属変数 / 未知関数

例．x ′ = (t + 1)2 − x

このとき，　 F (t, x , x ′) = −(t + 1)2 + x + x ′，1階ODE．
x(t) = t2 + 1 という関数は解である：　 x ′ = 2t = (t + 1)2 − (t2 + 1)．
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連立微分方程式
上の定義で，x ,F をベクトル値関数とすれば，連立ODEの定義となる：

F1
(
t, x1, . . . , xk , x

′
1, . . . , x

′
k , . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

F2
(
t, x1, . . . , xk , x

′
1, . . . , x

′
k , . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

...

Fℓ

(
t, x1, . . . , xk , x

′
1, . . . , x

′
k , . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

例（連立微分方程式）

x ′ = x − xy

y ′ = −y + xy

は x(t), y(t) についての連立ODE．
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F1
(
t, x1, . . . , xk , x

′
1, . . . , x

′
k , . . . , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
k

)
= 0

F2
(
t, x1, . . . , xk , x

′
1, . . . , x

′
k , . . . , x

(n)
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(n)
k

)
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1階化
どの n 階ODEも，それと同値な 1階連立ODEに書きなおすことがで
きる．

F (t, x , x ′, . . . , x (n)) = 0

新しい未知関数
x0, . . . , xn−1 を導入

x0 = x
x1 = x ′

x2 = x ′′

...

xn−1 = x (n−1)

すると，次の連立ODEを得る：

x ′0 = x1
x ′1 = x2

...
x ′n−2 = xn−1

F (t, x0, . . . , xn−2, x
′
n−1) = 0

(2)

例：x ′′ + (x ′)2 − 1 = 0

x0(t) = x(t)
x1(t) = x ′(t)

とおいて，
{

x ′0 = x1
x ′1 = −x21 + 1
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微分方程式の種類

常微分方程式（ODE = ordinary DE）：独立変数が 1つ（ここでは t
としている），
例：上の 3つの例

偏微分方程式（PDE = partial DE）：独立変数が 2つ以上，

例：熱方程式 ∂u
∂t = ∂2u

∂x2
, u(t, x) ... 温度

本講義では ODE（単独も連立も）を扱う．

まずは，1階単独
dx

dt
= f (t, x) (3)

の形で書けるとする．
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方向の場：　 dx
dt = f (t, x) (3)

(3)の解の振る舞いをだいたい把握するのが簡単：
x(t)が解で，(t, x)-平面の点 (t0, x0)を通るならば，
この点での x(t)のグラフの傾きは x ′(t0) = f (t0, x(t0)) = f (t0, x0)．
これは，ODEを解かなくても，右辺を見てわかる情報．

(t, x)-平面の各点において，その点を通る解曲線の傾きを示す短い線分
（方向は (1, f (t, x))）を引いた図を方向の場（または勾配場）という．
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Matlabの例

x ′ = x 解：x(t) = Cet

Matlabコード：houkounoba1.m

x ′ = x2

t2
+ 2 x

t 解：x(t) = t2

C−t

Matlabコード：houkounoba2.m
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解の存在と一意性

次の初期値問題の解の存在について考える：

dx

dt
= f (t, x) (4)

x(t0) = x0 (5)

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (2 回目) 2020 年 4 月 15 日 8 / 10



解の存在と一意性：dx
dt = f (t, x) (4), x(t0) = x0 (5)

コーシーの定理

仮定：f (t, x) : [a, b]× [c , d ]→ R
(A1) f は [a, b]× [c , d ]で連続

(A2) f は x についてリプシッツ連続，つまり，K > 0があって，

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ K |x1 − x2| ∀t ∈ [a, b], ∀x1, x2 ∈ [c, d ] (6)

主張：任意の (t0, x0) ∈ [a, b]× [c, d ]に対し，δ > 0があって，(4)-(5)を
t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]において満たす x(t)がただ一つ存在する．

注：∂f
∂x が [a, b]× [c , d ]で連続ならば，定理の仮定 (A2)は満たされる．

実際，このとき，|∂f∂x |は [a, b]× [c, d ]で有界であり，この最大値を K と
すると，リプシッツの条件が成り立つ．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (2 回目) 2020 年 4 月 15 日 9 / 10



レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．
（詳しいことは PandAの「手紙 02」を参照すること．）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (2 回目) 2020 年 4 月 15 日 10 / 10



微分積分学続論 II： 第 3回

Karel Svadlenka

2020年 4月 22日

1 はじめに

■1階常微分方程式（first order ODE）

1階 ODE F (t, x, x′) = 0 に対して 2種類の問題がある：

• 初期値問題 （または，コーシー問題） {
dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0
(1)

• 一般解を求める問題 ODE の一般解とは x(t, c) で書ける関数で，次を満たすもの：

– x(t, c) は全ての c ∈ Rに対して ODEの解である

– ODEの全ての解は x(t, c) の形で書ける

例．tx′ − x = 0

の一般解は x(t) = ct, c ∈ R （すべての解はこれで尽くされる）．

■正規型と非正規型

1階 ODE F (t, x, x′) = 0 を二通り考える：

• 正規型 ：x′ = f(t, x) で書けるもの f がよければ，存在と一意性が言える

• 非正規型 ：それ以外

例．(x′)2 − x′ = 0

(x′ − 1)x′ = 0なので，x′ = 1または x′ = 0を満たす x(t)は全て解：

1



一意性は成立しない．

例．(x′)2 = t− x
t− x < 0となる点 (t, x)を通る実数解は存在しない：

存在は成立しない．

■ODEの求積法

これから 1階の正規型 x′ = f(t, x) の求積法を見ていく，すなわち，四則演算・微分・積分・関数の操作を

用いて解を求める．

1. 変数分離型

2. 同次型

3. 線型

4. 全微分型

5. 積分因子

6. 級数解法

■変数分離型： dx
dt = g(t)h(x)
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解き方 ：h(x) ̸= 0のとき

1

h(x)

dx

dt
= g(t)

初期値問題：
∫ t

t0

x′(t)

h(x(t))
dt =

∫ t

t0

g(t) dt

変数変換 x = x(t), dx = x′(t) dt∫ x(t)

x(t0)

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt∫ x

x0

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt

一般解：
∫

x′(t)

h(x(t))
=

∫
g(t) dt+ C, C ∈ R∫

dx

h(x)
=

∫
g(t) dt+ C, C ∈ R

■変数分離型： dx
dt = g(t)h(x)

解き方 ：h(x) ̸= 0のとき

1

h(x)

dx

dt
= g(t)

初期値問題：
∫ t

t0

x′(t)

h(x(t))
dt =

∫ t

t0

g(t) dt

変数変換 x = x(t), dx = x′(t) dt∫ x(t)

x(t0)

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt∫ x

x0

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt

h(x) = 0を満たす xr ∈ Rがあれば，x(t) = xr（定数関数）は解である．⇒ h(x) = 0 の根 x1r, . . . , x
n
r に対す

る直線 x(t) = xir, i = 1, . . . , n によって全ての解が分離される．

■例：ロジスティック方程式　 dx
dt = ax− bx2 = (a− bx)x

関数 f(t, x) = (a − bx)xは任意の長方形領域で連続，xについてリプシッツ条件を満たすので，任意の初期値
に対してただ一つの解が存在する． x ̸= a/bと x ̸= 0のとき，

1

(a− bx)x
dx

dt
= 1 左辺は =

1

a

(
1

x
− b

bx− a

)
dx

dt

1

a

(∫ 1

x
dx−

∫
b

bx− a
dx
)
=

∫
dt+ C ′′

1

a

(
log |x| − log |bx− a|

)
= t+ C ′′

log

∣∣∣∣ x

bx− a

∣∣∣∣ = at+ C ′

x

bx− a
= ±eat+C

′
= ±eC

′
eat = Ceat (C ̸= 0)

x(t) =
a

beat − 1
C

eat, C ̸= 0

■例：ロジスティック方程式　 dx
dt = ax− bx2 = (a− bx)x

x ̸= a/bと x ̸= 0のとき，

1

(a− bx)x
dx

dt
= 1 ⇔ x(t) =

Caeat

Cbeat − 1
, C ̸= 0
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x(t) = a
b , x(t) = 0 も解．

a = 0.5, b = 0.2のときの解の様子：

■同次型：dx
dt = φ(xt )

判定方法

f(t, x) = φ(xt ) となる φが存在する ⇔ f(λt, λx) は λ に依らない．

Proof:

⇒ f(t, x) = φ(xt )より f(λt, λx) = φ(λxλt ) = φ(xt ), λ に依らない

⇐ f(λt, λx) は λ に依らないことより，（λ = 1 と λ = 1
t として）f(t, x) = f( 1t t,

1
tx) = f(1, xt )．φ(s) =

f(1, s)とすればよい．

解き方 ：新しい未知関数 u(t) = x(t)
t を導入すると，

x′(t) = (tu(t))
′
= u(t) + tu′(t)

よって，ODEに代入すると，

u+ tu′ = φ(u)

u′ =
φ(u)− u

t
. . . 変数分離型として解ける

■同次型：dx
dt = φ(xt )

解き方 ：変数変換 u(t) = x(t)
t により x′ = u+ tu′，

u+ tu′ = φ(u)

u′ =
φ(u)− u

t
. . . 変数分離型として解ける

注：

• ur が φ(u)− u = 0の根ならば，直線 x(t) = urt は解．

• 直線 x = mt上では，x′ = φ(xt ) = φ(m)が一定なので，方向の場も一定で，すべての解曲線と x = mtは

同じ角度で交わっている．

■例：t2 dxdt = x2 + 2tx
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x′ = f(t, x) = (xt )
2 + 2xt と書き換えられる． f は t = 0となるような点を含まない任意の長方形領域で連続，

xについてリプシッツ条件を満たす ⇒ t = 0以外はただ一つの解が存在． 点 (0, x0)を通る解が存在しない / 複

数ある可能性がある．

解く ：x(t) = tu(t)で u(t)を定義して，

tu′ + u = u2 + 2u すなわち tu′ = u2 + u

u ̸= 0, u ̸= −1のとき， ∫
du

u2 + u
=

∫
dt

t
+ C ′

log |u| − log |u+ 1| = log |t|+ C ′, C ′ ∈ R.
u

u+ 1
= Ct (C = ±eC

′
, C ∈ R, C ̸= 0)

ここで，uをもとの x/tで置き換え，整理すれば，一般解

x(t) =
Ct2

1− Ct
, C ∈ R, C ̸= 0 定義域：t ̸= 1

C
.

■例：t2 dxdt = x2 + 2tx

変数変換：　 x(t) = tu(t)⇒
∫

du

u2 + u
=

∫
dt

t
+ C ′

積分して，　 xを戻す⇒ x(t) =
Ct2

1− Ct
, C ∈ R, C ̸= 0

u2 + u = 0の根 u1r = 0, u2r = −1に対応する解は x(t) = 0と x(t) = −t. 一般解で C = 0, C →∞とそれぞ
れおいて得られる特殊解である．

■線型：dx
dt = p(t)x+ q(t)

解き方 1 ：e−
∫
p(t) dt を両辺にかける：

e−
∫
p(t) dt dx

dt
− p(t)e−

∫
p(t) dtx(t)︸ ︷︷ ︸

= d
dt (e−

∫
p(t) dtx(t))

= q(t)e−
∫
p(t) dt

積分して e−
∫
p(t) dtx(t) =

∫
q(t)e−

∫
p(t) dt + C

x(t) = e
∫
p(t) dt

(
C +

∫
q(t)e−

∫
p(t) dt

)
コーシー問題（初期条件 x(t0) = x0）の場合，e

−
∫ t
t0
p(s) ds をかけて， 結果を t0 から tまで積分する．
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■例：x′ = −x cos t+ e− sin t

ここでは，p(t) = − cos t, q(t) = e− sin t.

e−
∫
p(t) dt = esin t を両辺にかける．

x′esin t + x cos tesin t = 1
d

dt

(
x(t)esin t

)
= 1

x(t)esin t = t+ C

x(t) = (t+ C)e− sin t, C ∈ R

■線型：dx
dt = p(t)x+ q(t)

解き方 2 = 定数変化法 は次の観察に基づく：線型 ODEの一般解は定数 C について 1次関数で，C を含む項

は q = 0とした方程式の解である．

(1) q = 0とした方程式を解く： x′(t) = p(t)x

一般解は x(t) = Ce
∫
p(t) dt, C ∈ R.

(2) 定数 C を tの関数とみなし，

x(t) = C(t)e
∫
p(t) dt が元の方程式 x′ = p(t)x+ q(t)

を満たすように C(t)を決める．

ODEに代入すると，

C ′e
∫
p + Cpe

∫
p = pCe

∫
p + q

C ′ = qe−
∫
p

解法 1と同じ形の解を得る．

■線型に帰着できる ODEの例

• ベルヌイ方程式 ：　 dx
dt = p(t)x+ q(t)xα （α ̸= 0, α ̸= 1）

xαで割る： x−α
dx

dt
= p(t)x1−α + q(t)

1

1− α
d

dt

(
x1−α

)
= p(t)x1−α + q(t)

⇒ u = x1−α について線型

• リッカチ方程式 ：　 dx
dt = p(t)x2 + q(t)x+ r(t)

一つの解 x̃(t)（特殊解）が見つかれば，一般解を求めることができる：新しい未知関数 uを x(t) = x̃(t)+u(t)

で定義し，ODEに代入:

x̃′ + u′ = p(x̃+ u)2 + q(x̃+ u) + r

u′ = pu2 + (2px̃+ q)u︸ ︷︷ ︸
α=2 のときのベルヌイ ODE

+(−x̃′ + px̃2 + qx̃+ r)︸ ︷︷ ︸
=0
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■レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．（詳しいことは PandAの「手紙 03」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．
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1階常微分方程式（first order ODE）

1階ODE F (t, x , x ′) = 0 に対して 2種類の問題がある：

初期値問題（または，コーシー問題）{
dx
dt = f (t, x)

x(t0) = x0
(1)

一般解を求める問題
ODE の一般解とは x(t, c) で書ける関数で，次を満たすもの：

▶ x(t, c) は全ての c ∈ Rに対して ODEの解である
▶ ODEの全ての解は x(t, c) の形で書ける

例．tx ′ − x = 0

の一般解は x(t) = ct, c ∈ R
（すべての解はこれで尽くされる）．
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正規型と非正規型
1階ODE F (t, x , x ′) = 0 を二通り考える：

正規型：x ′ = f (t, x) で書けるもの
f がよければ，存在と一意性が言える
非正規型：それ以外

例．(x ′)2 − x ′ = 0

(x ′ − 1)x ′ = 0なので，x ′ = 1また
は x ′ = 0を満たす x(t)は全て解：

一意性は成立しない．

例．(x ′)2 = t − x

t − x < 0となる点 (t, x)を通る
実数解は存在しない：

存在は成立しない．
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ODEの求積法

これから 1階の正規型 x ′ = f (t, x) の求積法を見ていく，すなわち，
四則演算・微分・積分・関数の操作を用いて解を求める．

1 変数分離型
2 同次型
3 線型
4 全微分型
5 積分因子
6 級数解法
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変数分離型： dx
dt = g(t)h(x)

解き方：h(x) ̸= 0のとき

1

h(x)

dx

dt
= g(t)

初期値問題：
∫ t

t0

x ′(t)

h(x(t))
dt =

∫ t

t0

g(t) dt

変数変換 x = x(t), dx = x ′(t) dt∫ x(t)

x(t0)

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt∫ x

x0

dx

h(x)
=

∫ t

t0

g(t) dt

一般解：
∫

x ′(t)

h(x(t))
=

∫
g(t) dt + C , C ∈ R∫

dx

h(x)
=

∫
g(t) dt + C , C ∈ R
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x0

dx

h(x)
=

∫ t

t0
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h(x) = 0を満たす xr ∈ Rがあれば，x(t) = xr（定数関数）は解である．
⇒ h(x) = 0 の根 x1r , . . . , x

n
r に対する直線 x(t) = x ir , i = 1, . . . , n

によって全ての解が分離される．
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例：ロジスティック方程式　 dx
dt = ax − bx2 = (a − bx)x

関数 f (t, x) = (a− bx)x は任意の長方形領域で連続，x についてリプシッ
ツ条件を満たすので，任意の初期値に対してただ一つの解が存在する．
x ̸= a/bと x ̸= 0のとき，

1

(a− bx)x

dx

dt
= 1 左辺は =

1

a

(
1

x
− b

bx − a

)
dx

dt

1

a

(∫ 1

x
dx −

∫
b

bx − a
dx
)

=

∫
dt + C ′′

1

a

(
log |x | − log |bx − a|

)
= t + C ′′

log

∣∣∣∣ x

bx − a

∣∣∣∣ = at + C ′

x

bx − a
= ±eat+C ′

= ±eC ′
eat = Ceat (C ̸= 0)

x(t) =
a

beat − 1
C

eat , C ̸= 0
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例：ロジスティック方程式　 dx
dt = ax − bx2 = (a − bx)x

x ̸= a/bと x ̸= 0のとき，

1

(a− bx)x

dx

dt
= 1 ⇔ x(t) =

Caeat

Cbeat − 1
, C ̸= 0

x(t) = a
b , x(t) = 0 も解．

a = 0.5, b = 0.2のときの解の様子：
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同次型：dx
dt = φ(xt )

判定方法
f (t, x) = φ( xt ) となる φが存在する ⇔ f (λt, λx) は λ に依らない．

Proof:

⇒ f (t, x) = φ( xt )より f (λt, λx) = φ(λxλt ) = φ( xt ), λ に依らない
⇐ f (λt, λx)は λに依らないことより，（λ = 1と λ = 1

t として）
f (t, x) = f (1t t,

1
t x) = f (1, xt )．φ(s) = f (1, s)とすればよい．

解き方：新しい未知関数 u(t) = x(t)
t を導入すると，

x ′(t) = (tu(t))′ = u(t) + tu′(t)

よって，ODEに代入すると，

u + tu′ = φ(u)

u′ =
φ(u)− u

t
. . . 変数分離型として解ける
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t
. . . 変数分離型として解ける

注：

ur が φ(u)− u = 0の根ならば，直線 x(t) = ur t は解．

直線 x = mt 上では，x ′ = φ( xt ) = φ(m)が一定なので，方向の場も
一定で，すべての解曲線と x = mt は同じ角度で交わっている．
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例：t2 dxdt = x2 + 2tx
x ′ = f (t, x) = ( xt )

2 + 2 x
t と書き換えられる．

f は t = 0となるような点を含まない任意の長方形領域で連続，x につい
てリプシッツ条件を満たす ⇒ t = 0以外はただ一つの解が存在．
点 (0, x0)を通る解が存在しない / 複数ある可能性がある．

解く：x(t) = tu(t)で u(t)を定義して，

tu′ + u = u2 + 2u すなわち tu′ = u2 + u

u ̸= 0, u ̸= −1のとき，∫
du

u2 + u
=

∫
dt

t
+ C ′

log |u| − log |u + 1| = log |t|+ C ′, C ′ ∈ R.
u

u + 1
= Ct (C = ±eC ′

, C ∈ R, C ̸= 0)

ここで，uをもとの x/t で置き換え，整理すれば，一般解

x(t) =
Ct2

1− Ct
, C ∈ R, C ̸= 0 定義域：t ̸= 1

C
.
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例：t2 dxdt = x2 + 2tx

変数変換：　 x(t) = tu(t) ⇒
∫

du

u2 + u
=

∫
dt

t
+ C ′

積分して，　 x を戻す ⇒ x(t) =
Ct2

1− Ct
, C ∈ R, C ̸= 0

u2 + u = 0の根 u1r = 0, u2r = −1に対応する解は x(t) = 0と x(t) = −t.
一般解で C = 0, C →∞とそれぞれおいて得られる特殊解である．
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線型：dx
dt = p(t)x + q(t)

解き方 1：e−
∫
p(t) dt を両辺にかける：

e−
∫
p(t) dt dx

dt
− p(t)e−

∫
p(t) dtx(t)︸ ︷︷ ︸

= d
dt (e

−
∫
p(t) dtx(t))

= q(t)e−
∫
p(t) dt

積分して e−
∫
p(t) dtx(t) =

∫
q(t)e−

∫
p(t) dt + C

x(t) = e
∫
p(t) dt

(
C +

∫
q(t)e−

∫
p(t) dt

)

コーシー問題（初期条件 x(t0) = x0）の場合，e
−

∫ t
t0
p(s) ds をかけて，

結果を t0から t まで積分する．
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例：x ′ = −x cos t + e− sin t

ここでは，p(t) = − cos t, q(t) = e− sin t .

e−
∫
p(t) dt = esin t を両辺にかける．

x ′esin t + x cos tesin t = 1
d

dt

(
x(t)esin t

)
= 1

x(t)esin t = t + C

x(t) = (t + C )e− sin t , C ∈ R
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線型：dx
dt = p(t)x + q(t)

解き方 2 = 定数変化法 は次の観察に基づく：線型ODEの一般解は定数
C について 1次関数で，C を含む項は q = 0とした方程式の解である．

(1) q = 0とした方程式を解く： x ′(t) = p(t)x

一般解は x(t) = Ce
∫
p(t) dt , C ∈ R.

(2) 定数 C を t の関数とみなし，

x(t) = C (t)e
∫
p(t) dt が元の方程式 x ′ = p(t)x + q(t)

を満たすように C (t)を決める．

ODEに代入すると，

C ′e
∫
p + Cpe

∫
p = pCe

∫
p + q

C ′ = qe−
∫
p

解法 1と同じ形の解を得る．
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(2) 定数 C を t の関数とみなし，

x(t) = C (t)e
∫
p(t) dt が元の方程式 x ′ = p(t)x + q(t)

を満たすように C (t)を決める．

ODEに代入すると，

C ′e
∫
p + Cpe

∫
p = pCe

∫
p + q

C ′ = qe−
∫
p

解法 1と同じ形の解を得る．
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線型に帰着できるODEの例
ベルヌイ方程式：　 dx

dt = p(t)x + q(t)xα （α ̸= 0, α ̸= 1）

xαで割る： x−α
dx

dt
= p(t)x1−α + q(t)

1

1− α
d

dt

(
x1−α

)
= p(t)x1−α + q(t)

⇒ u = x1−α について線型

リッカチ方程式：　 dx
dt = p(t)x2 + q(t)x + r(t)

一つの解 x̃(t)（特殊解）が見つかれば，一般解を求めることができ
る：新しい未知関数 uを x(t) = x̃(t) + u(t)で定義し，ODEに代入:

x̃ ′ + u′ = p(x̃ + u)2 + q(x̃ + u) + r

u′ = pu2 + (2px̃ + q)u︸ ︷︷ ︸
α=2 のときのベルヌイ ODE

+(−x̃ ′ + px̃2 + qx̃ + r)︸ ︷︷ ︸
=0
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レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．
（詳しいことは PandAの「手紙 03」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．
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微分積分学続論 II： 第 4回

Karel Svadlenka

2020年 4月 29日

■全微分型： P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0

• 2変数関数 φ(t, x)の 全微分 ：dφ =
∂φ

∂t
dt+

∂φ

∂x
dx

d

dt
φ(t, x(t)) =

∂φ

∂t
+
∂φ

∂x

dx

dt

全微分型 ODE：「ある関数 φの全微分=0」の形にできる ODE．つまり，

P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0

の形をしていて，関数 φ(t, x)が存在して，

∂φ

∂t
= P,

∂φ

∂x
= Q (1)

が成り立つ状況．このとき，ODEは P (t, x) +Q(t, x)
dx

dt
= 0 となり， φ(t, x) = C は全ての C ∈ R に対し

て解である （すなわち，φ(t, x) = C から陰関数定理などにより決まる x(t)は解）．

■例：t− xdxdt = 0

全微分の形：

t dt− x dx = 0

P (t, x) = t, Q(t, x) = −x

φ(t, x) = t2

2 −
x2

2 とおくと，
∂φ

∂t
= t = P (t, x),

∂φ

∂x
= −x = Q(t, x)

より，(1)が成立．よって，

t2

2
− x2

2
= C ′ または x2 − t2 = C, C ∈ R

は解（すなわち，x(t) = ±
√
t2 + C は解）．

■判定法と解き方

P (t, x), Q(t, x)が R2 において C2-級とする．

P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0 (2)

が全微分型であるための必要十分条件は
∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (3)

(3)が満たされるとき，(2)の解 φ(t, x) = C は次で与えられる：

φ(t, x) =

∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ. (4)

1



■判定法と解き方

P (t, x), Q(t, x) が R2 において C2-級とする．
P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0 (5)

が全微分型であるための必要十分条件は
∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (6)

(6) が満たされるとき，(5) の解 φ(t, x) = C は次で与えられる：

φ(t, x) =

∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ. (7)

証明 ：必要条件である： (5)が全微分型より，P = ∂φ
∂t , Q = ∂φ

∂x となる φがある．よって，

∂P

∂x
=

∂2φ

∂x∂t
=

∂2φ

∂t∂x
=
∂Q

∂t
.

■判定法と解き方

P (t, x), Q(t, x) が R2 において C2-級とする．P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0 が全微分型であるための必要十分条件は

∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (8)

(8) が満たされるとき，微分方程式の解 φ(t, x) = C は次で与えられる：

φ(t, x) =

∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ. (9)

証明 ：十分条件である：(8)のとき，φを (9)で与えれば，P = ∂φ
∂t , Q = ∂φ

∂x であることを示せばよい．

∂φ

∂t
= P (t, x) 明らか

∂φ

∂x
=

∫ t

t0

∂P

∂x
dt+Q(t0, x) =

∫ t

t0

∂Q

∂t
dt+Q(t0, x) = Q(t, x)

■ベクトル解析の関係する結果

スカラーポテンシャルの存在

ベクトル場 −→v (t, x) = (P (t, x), Q(t, x)) に対してスカラーポテンシャル φ(t, x)（つまり，∇φ = (∂φ∂t ,
∂φ
∂x ) =

−→v ∀(t, x)）が存在するための必要十分条件は

rot−→v =
∂P

∂x
− ∂Q

∂t
= 0.

グリーンの定理
P (t, x), Q(t, x)が C1-級のとき，∮

C

(P dt+Qdx) =

∫∫
D

(
∂Q

∂t
− ∂P

∂x

)
dt dx.
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C

(P dt+Qdx) =
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∂P
∂x = ∂Q

∂t のとき，任意の閉曲線 C について
∮
C
(P dt+Qdx) = 0．よって，

φ(t, x) =

∫
L

∇φ · d−→s =

∫
L

(P,Q) · d−→s =

∫
L

(P dt+Qdx).

は Lのとり方に依らない．

■例：2tx+ (t2 − 2x)dxdt = 0

ここで，P (t, x) = 2tx, Q(t, x) = t2 − 2x である．

∂P

∂x
= 2t =

∂Q

∂t

より全微分型．

φ(t, x) =

∫ t

t0

P (τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ

=

∫ t

t0

2τx dτ +

∫ x

x0

(t20 − 2ξ) dξ

= (t2 − t20)x+ t20(x− x0)− (x2 − x20)
= t2x− x2 − (t20x0 − x20)

■積分因子

定義：積分因子

積分因子とは，P dt+Qdx = 0 にかけることによって全微分型が得られるような関数 µ のこと．

(µP )dt+ (µQ)dx = 0 は全微分型

⇔ ∂(µP )

∂x
=
∂(µQ)

∂t

⇔ P
∂µ

∂x
−Q∂µ

∂t
+ µ

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
= 0 (10)
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Px = ∂P
∂x , Qt =

∂Q
∂t とおくと， P

∂µ

∂x
−Q∂µ

∂t
+ µ (Px −Qt) = 0.

■積分因子：µが求まる場合

(1) µが tのみの関数

(10) ⇔ 1

µ

∂µ

∂t
=
Px −Qt

Q

これを満たす µ(t)が存在するための必要十分条件は

Px −Qt
Q

は t のみの関数

（証明）必要：明らか 十分：Px−Qt
Q は tのみの関数ならば，積分して，

log |µ(t)| =
∫
Px −Qt

Q
dt ⇒ µ(t) = e

∫ Px−Qt
Q dt

(2) µが xのみの関数：必要十分条件は「Px−Qt
P は xのみの関数」

(3) 当てはめ法：ODEの形を見て，積分因子を当てる．

■例：(t+ x2 + 1) dt+ 2x dx = 0

Px −Qt
Q

=
2x− 0

2x
= 1 tのみの関数

⇒ 1

µ

∂µ

∂t
= 1 を解いて µ(t) = Cet

µ(t) = et を ODEの両辺にかけて
et(t+ x2 + 1) dt+ 2xet dx = 0

∂

∂x

(
et(t+ x2 + 1)

)
= 2xet =

∂

∂t
(2xet)

より全微分型．解：φ(t, x) = C．ただし，

φ(t, x) =

∫ t

t0

et(t+ x1 + 2) dt+

∫ x

x0

2xet0 dx

= et(x2 + t)− et0(x2 + t0) + x2et0 − x20et0

= et(x2 + t)− et0(x20 + t0)

解：et(x2 + t) = C

■例：t2x5 dt+ 2t3x4 dx = 0

P,Qが多項式または有理関数のとき， µ(t, x) = tmxn の形で求めるとよい．

ここで，

d(tx2) =
∂

∂t
(tx2) dt+

∂

∂x
(tx2) dx = x2 dt+ 2tx dx

t2x3 d(tx2) = 0 µ(t, x) =
1

t2x3
とする

d(tx2) = 0

tx2 = C
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■積分因子：まとめ

これまでの全ての ODEのタイプは積分因子の方法に帰着できる：

• 変数分離型：x′ = g(t)h(x)

µ(t, x) =
1

h(x)
とすると， g(t) dt− 1

h(x)
dx = 0

• 同次型：u = x
t として，変数分離に帰着

• 線型：µ(t, x) = e−
∫
p(t) dt

■級数解法：　例 x′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうなるように k ∈ Rを決める）．方程式に

代入：

∞∑
n=0

an(n+ k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n+ k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n+ k + 1
an =

α

n+ 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

■例：x′ = α
t x

x =

∞∑
n=0

ant
n+k, a0 ̸= 0

方程式に代入：　
∞∑
n=0

an(n+ k)tn+k−1 =

∞∑
n=0

αant
n+k−1

係数の比較：　
a0k = αa0, an(n+ k) = αan

より k = α, an = 0.
⇒ x(t) = a0t

α
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■例：x′ = α
t2x

解は x(t) = Ce−
α
t：t = 0で解析的ではない ⇒ 級数解は存在しない．

方程式に x(t) =
∑∞
n=0 ant

n+k, a0 ̸= 0 を代入：

∞∑
n=0

an(n+ k)tn+k−1 =

∞∑
m=0

αamt
m+k−2

tk−2 の係数：0 = αa0 ⇒ a0 = 0 矛盾

⇒ x′ が 1
t よりはやく発散する場合は使えない．

中心 t0 ̸= 0ならば，級数解
∑
an(t− t0)n+k が求まる．

■例：x′ = x
1−t

解は x(t) = C
1−t ． x(t) =

∑∞
n=0 ant

n+k, a0 ̸= 0 を (1− t)x′ = xに代入：

∞∑
n=0

(1− t)an(n+ k)tn+k−1 =

∞∑
m=0

αamt
m+k

∞∑
n=0

an(n+ k)tn+k−1 =

∞∑
m=0

αam(m+ k + 1)tm+k

a0k = 0, an+1 = n+k+1
n+k+1an = an より

x(t) = a0

∞∑
n=0

tn =
a0

1− t

収束半径は 1 であるが，|t| > 1 でも解になっている．

■級数解法

定理

p(t), q(t)が t0 で解析的ならば，
x′′(t) + p(t)x′(t) + q(t)x(t) = 0

は二つの独立な解があり，それを

x(t) =

∞∑
n=0

an(t− t0)n

の形で書くことができる． ただし，収束半径は R(x) ≥ min{R(p), R(q)}.

■レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．（詳しいことは PandAの「手紙 04」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．

7



微分積分学続論 II： 第 4回

Karel Svadlenka

京都大学大学院理学研究科 数学教室

2020年 4月 29日

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 1 / 20



全微分型： P(t, x) dt + Q(t, x) dx = 0

2変数関数 φ(t, x)の全微分：dφ =
∂φ

∂t
dt +

∂φ

∂x
dx

d

dt
φ(t, x(t)) =

∂φ

∂t
+
∂φ

∂x

dx

dt

全微分型ODE：「ある関数 φの全微分=0」の形にできるODE．つまり，

P(t, x) dt + Q(t, x) dx = 0

の形をしていて，関数 φ(t, x)が存在して，

∂φ

∂t
= P,

∂φ

∂x
= Q (1)

が成り立つ状況．このとき，ODEは P(t, x) + Q(t, x)
dx

dt
= 0 となり，

φ(t, x) = C は全ての C ∈ R に対して解である
（すなわち，φ(t, x) = C から陰関数定理などにより決まる x(t)は解）．
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例：t − x dx
dt = 0

全微分の形：

t dt − x dx = 0

P(t, x) = t, Q(t, x) = −x

φ(t, x) = t2

2 −
x2

2 とおくと，

∂φ

∂t
= t = P(t, x),

∂φ

∂x
= −x = Q(t, x)

より，(1)が成立．よって，

t2

2
− x2

2
= C ′ または x2 − t2 = C , C ∈ R

は解（すなわち，x(t) = ±
√
t2 + C は解）．
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判定法と解き方

P(t, x),Q(t, x)が R2において C 2-級とする．

P(t, x) dt + Q(t, x) dx = 0 (2)

が全微分型であるための必要十分条件は

∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (3)

(3)が満たされるとき，(2)の解 φ(t, x) = C は次で与えられる：

φ(t, x) =

∫ t

t0

P(τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ. (4)
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判定法と解き方

P(t, x),Q(t, x) が R2 において C2-級とする．

P(t, x) dt + Q(t, x) dx = 0 (5)

が全微分型であるための必要十分条件は

∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (6)

(6) が満たされるとき，(5) の解 φ(t, x) = C は次で与えられる：

φ(t, x) =

∫ t

t0

P(τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ. (7)

証明：必要条件である：

(5)が全微分型より，P = ∂φ
∂t ,Q = ∂φ

∂x となる φがある．よって，

∂P

∂x
=

∂2φ

∂x∂t
=

∂2φ

∂t∂x
=
∂Q

∂t
.
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∫ t
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P(τ, x) dτ +

∫ x
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Q(t0, ξ) dξ. (9)

証明：十分条件である：(8)のとき，φを (9)で与えれば，
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ベクトル解析の関係する結果

スカラーポテンシャルの存在
ベクトル場−→v (t, x) = (P(t, x),Q(t, x)) に対してスカラーポテンシャル
φ(t, x)（つまり，∇φ = (∂φ∂t ,

∂φ
∂x ) =

−→v ∀(t, x)）が存在するための必要十
分条件は

rot−→v =
∂P

∂x
− ∂Q

∂t
= 0.

グリーンの定理

P(t, x),Q(t, x)が C 1-級のとき，∮
C
(P dt + Q dx) =

∫∫
D

(
∂Q

∂t
− ∂P

∂x

)
dt dx .
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ベクトル場 −→v (t, x) = (P(t, x),Q(t, x)) に対してスカラーポテンシャル φ(t, x)（つまり，
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, ∂φ
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−
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グリーンの定理

P(t, x),Q(t, x) が C1-級のとき，∮
C
(P dt + Q dx) =

∫∫
D

(
∂Q

∂t
−
∂P

∂x

)
dt dx .

∂P
∂x = ∂Q

∂t のとき，任意の閉曲線 C について
∮
C (P dt + Q dx) = 0．

よって，

φ(t, x) =

∫
L
∇φ · d−→s =

∫
L
(P,Q) · d−→s =

∫
L
(P dt + Q dx).

は Lのとり方に依らない．
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例：2tx + (t2 − 2x)dxdt = 0

ここで，P(t, x) = 2tx , Q(t, x) = t2 − 2x である．

∂P

∂x
= 2t =

∂Q

∂t

より全微分型．

φ(t, x) =

∫ t

t0

P(τ, x) dτ +

∫ x

x0

Q(t0, ξ) dξ

=

∫ t

t0

2τx dτ +

∫ x

x0

(t20 − 2ξ) dξ

= (t2 − t20 )x + t20 (x − x0)− (x2 − x20 )

= t2x − x2 − (t20x0 − x20 )
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積分因子

定義：積分因子
積分因子とは，P dt +Q dx = 0 にかけることによって全微分型が得られ
るような関数 µ のこと．

(µP)dt + (µQ)dx = 0 は全微分型

⇔ ∂(µP)

∂x
=
∂(µQ)

∂t

⇔ P
∂µ

∂x
− Q

∂µ

∂t
+ µ

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
= 0 (10)

Px = ∂P
∂x ,Qt =

∂Q
∂t とおくと， P

∂µ

∂x
− Q

∂µ

∂t
+ µ (Px − Qt) = 0.
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積分因子：µが求まる場合
(1) µが t のみの関数

(10) ⇔ 1

µ

∂µ

∂t
=

Px − Qt

Q

これを満たす µ(t)が存在するための必要十分条件は

Px − Qt

Q
は t のみの関数

（証明）必要：明らか
十分：Px−Qt

Q は t のみの関数ならば，積分して，

log |µ(t)| =
∫

Px − Qt

Q
dt ⇒ µ(t) = e

∫ Px−Qt
Q

dt

(2) µが x のみの関数：必要十分条件は「Px−Qt
P は x のみの関数」

(3) 当てはめ法：ODEの形を見て，積分因子を当てる．
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例：(t + x2 + 1) dt + 2x dx = 0

Px − Qt

Q
=

2x − 0

2x
= 1 tのみの関数

⇒ 1

µ

∂µ

∂t
= 1 を解いて µ(t) = Cet

µ(t) = et をODEの両辺にかけて

et(t + x2 + 1) dt + 2xet dx = 0

∂

∂x

(
et(t + x2 + 1)

)
= 2xet =

∂

∂t
(2xet)

より全微分型．解：φ(t, x) = C．ただし，

φ(t, x) =

∫ t

t0

et(t + x1 + 2) dt +

∫ x

x0

2xet0 dx

= et(x2 + t)− et0(x2 + t0) + x2et0 − x20 e
t0

= et(x2 + t)− et0(x20 + t0)

解：et(x2 + t) = C
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例：t2x5 dt + 2t3x4 dx = 0

P,Q が多項式または有理関数のとき，
µ(t, x) = tmxnの形で求めるとよい．

ここで，

d(tx2) =
∂

∂t
(tx2) dt +

∂

∂x
(tx2) dx = x2 dt + 2tx dx

t2x3 d(tx2) = 0 µ(t, x) =
1

t2x3
とする

d(tx2) = 0

tx2 = C
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積分因子：まとめ

これまでの全てのODEのタイプは積分因子の方法に帰着できる：

変数分離型：x ′ = g(t)h(x)

µ(t, x) =
1

h(x)
とすると， g(t) dt − 1

h(x)
dx = 0

同次型：u = x
t として，変数分離に帰着

線型：µ(t, x) = e−
∫
p(t) dt
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級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



級数解法：　例 x ′ = αx

中心 t0 = 0の級数 x(t) = tk
∞∑
n=0

ant
n, a0 ̸= 0 の形で解を求める（そうな

るように k ∈ Rを決める）．方程式に代入：
∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 = α

∞∑
m=0

amt
m+k

a0kt
k−1 +

∞∑
n=0

[an+1(n + k + 1)− αan] tn+k = 0

係数=0の条件より a0k = 0 ⇒ k = 0.

an+1 =
α

n + k + 1
an =

α

n + 1
an

a1 =
α

1
a0, a2 =

α

2
a1 =

α2

2!
a0, . . . , an =

αn

n!
a0

⇒ x(t) = a0t
0

∞∑
n=0

αn

n!
tn = a0

∞∑
n=0

(αt)n

n!
= a0e

αt

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 15 / 20



例：x ′ = α
t x

x =
∞∑
n=0

ant
n+k , a0 ̸= 0

方程式に代入：　

∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 =
∞∑
n=0

αant
n+k−1

係数の比較：　
a0k = αa0, an(n + k) = αan

より k = α, an = 0.
⇒ x(t) = a0t

α
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例：x ′ = α
t2x

解は x(t) = Ce−
α
t ：t = 0で解析的ではない ⇒ 級数解は存在しない．

方程式に x(t) =
∑∞

n=0 ant
n+k , a0 ̸= 0 を代入：

∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 =
∞∑

m=0

αamt
m+k−2

tk−2の係数：0 = αa0 ⇒ a0 = 0 矛盾

⇒ x ′ が 1
t よりはやく発散する場合は使えない．

中心 t0 ̸= 0ならば，級数解
∑

an(t − t0)
n+k が求まる．
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t ：t = 0で解析的ではない ⇒ 級数解は存在しない．

方程式に x(t) =
∑∞

n=0 ant
n+k , a0 ̸= 0 を代入：
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n=0

an(n + k)tn+k−1 =
∞∑
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αamt
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tk−2の係数：0 = αa0 ⇒ a0 = 0 矛盾

⇒ x ′ が 1
t よりはやく発散する場合は使えない．

中心 t0 ̸= 0ならば，級数解
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例：x ′ = x
1−t

解は x(t) = C
1−t ．

x(t) =
∑∞

n=0 ant
n+k , a0 ̸= 0 を (1− t)x ′ = x に代入：

∞∑
n=0

(1− t)an(n + k)tn+k−1 =
∞∑

m=0

αamt
m+k

∞∑
n=0

an(n + k)tn+k−1 =
∞∑

m=0

αam(m + k + 1)tm+k

a0k = 0, an+1 =
n+k+1
n+k+1an = anより

x(t) = a0

∞∑
n=0

tn =
a0

1− t

収束半径は 1 であるが，|t| > 1 でも解になっている．
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級数解法

定理
p(t), q(t)が t0で解析的ならば，

x ′′(t) + p(t)x ′(t) + q(t)x(t) = 0

は二つの独立な解があり，それを

x(t) =
∞∑
n=0

an(t − t0)
n

の形で書くことができる．
ただし，収束半径は R(x) ≥ min{R(p),R(q)}.

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 19 / 20



レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．
（詳しいことは PandAの「手紙 04」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (4 回目) 2020 年 4 月 29 日 20 / 20



微分積分学続論 II： 第 5回

Karel Svadlenka

2020年 5月 8日

■定数係数高階線型 ODE

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f(t) (1)

≈ = 0 (2)

(2): 斉次方程式（homogeneous equation） (1): 非斉次方程式（f ̸≡ 0）

注：a0, a1, . . . , an ∈ R，a0 ̸= 0 ならば a1 = 1 としてよい（a0 でわる）．以降ではそうする．

線型 とは：(1)の左辺を L(x) （作用素）とおくと，

L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y) ∀α, β ∈ R ∀x, y Cn-級関数

つまり，xと y が (2)の解ならば，その任意の線型結合 αx+ βy も解．

■定数係数高階線型 ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f(t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む ⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

– 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)

– 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理

f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I◦ ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

■定数係数高階線型 ODE：コメント&観察

例 境界条件のとき，存在・一意性が成り立たない

x′′ + x = 0 一般解は x(t) = C1 cos t+ C2 sin t

(BV1) x(0) = 0, x(π) = 0 条件 1より C1 = 0，条件 2はすべての C2 で成立 ⇒ x(t) = C2 sin t, C2 ∈ R
無限個の解

1



(BV2) x(0) = 0, x(π2 ) = 0 条件 1より C1 = 0，条件 2より C2 = 0 ⇒ x(t) = 0 が唯一の解

(BV3) x(0) = 0, x(π) = 1 条件 1より C1 = 0，条件 2は C2 sinπ = 1 ⇒ 解は存在しない

■定数係数高階線型 ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f(t) (4)

(C) 1階化：y0(t) = x(t), y1(t) = x′(t), . . . , yn−1(t) = x(n−1)(t)とおく

y′0 = y1
y′1 = y2

.

.

.

y′n−2 = yn−1

y′n−1 = f − any0 − . . . a1yn−1



y′0
y′1
.
.
.

y′n−2
y′n−1


︸ ︷︷ ︸

y′

=



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.
0 0 · · · · · · · · · 1

−an −an−1 · · · · · · · · · −a1


︸ ︷︷ ︸

A



y0
y1

.

.

.
yn−2
yn−1


︸ ︷︷ ︸

y

+



0
0

.

.

.
0
f


︸ ︷︷ ︸
f

y′ = Ay + F

⇒ 1階線型連立 ODEの特別なケース (B),(D)の理論は一般の A(t)でも成り立つが，この特別なケース

の方が解きやすい．

■定数係数高階線型 ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · · + an−1

dx

dt
+ anx = f(t) (5)

≈ = 0 (6)

(D) 解の構造

定理（(5)の一般解）

(5)の一般解 x(t)は，(6)の一般解 X(t)と (5)の一つの解 xp(t)の和で表される：
x(t) = X(t) + xp(t).

定理（(6)の一般解）

1次独立な n個の Cn-級の解 X1(t), . . . , Xn(t)があって，(6)のすべての解はそれらの 1次結合で一意的

に表される：
X(t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t).

注：a0(t), . . . , an(t) が連続で，a0(t) ̸= 0 のときも成立．

■定数係数高階線型 ODE

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f(t) (7)

解き方 （(7)の一般解を求める）:(D)より従う

2



• まず，斉次 ODEの n個の 1次独立な解を見つける → X1, . . . , Xn

• 次に，非斉次 ODEの一つの解を見つける → xp

⇒ 一般解は x(t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t) + xp(t), C1, . . . , Cn ∈ R

注：X1, . . . , Xn が I 上で 1次独立であるとは

C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t) ≡ 0 on I ⇒ C1 = · · · = Cn = 0

■まず，2階 ODEを考える：x′′ + a1x
′ + a2x = f(t)

斉次 ODE： x′′ + a1x
′ + a2x = 0 (8)

x = eλt と置いてみる： (λ2 + a1λ+ a2)e
λt = 0

⇒ λ が λ2 + a1λ+ a2 = 0 (9)

の根ならば，x(t) = eλt は (11)の解． (9) ... 特性方程式

(a) 根 λ1 ̸= λ2 実数のとき，(11)の一般解は

X(t) = C1 e
λ1t︸︷︷︸

X1(t)

+C2 e
λ2t︸︷︷︸

X2(t)

(b) α = λ1 = λ2 ∈ R 重根のとき

■まず，2階 ODEを考える：x′′ + a1x
′ + a2x = f(t)

斉次 ODE： x′′ + a1x
′ + a2x = 0 (10)

(b) α = λ1 = λ2 ∈ R 重根のとき

x′′ − 2αx′ + α2x = 0 e−αtを両辺にかける

x′′e−αt − 2αx′e−αt + α2xe−αt = 0

(xe−αt)′′ = 0

xe−αt = C1 + C2t

x(t) = C1 e
αt︸︷︷︸
X1

+C2 te
αt︸︷︷︸
X2

■まず，2階 ODEを考える：x′′ + a1x
′ + a2x = f(t)

斉次 ODE： x′′ + a1x
′ + a2x = 0 (11)

(c) λ1,2 = α± iβ, β ̸= 0 のとき x(t) = C1e
(α+iβ)t + C2e

(α−iβ)t は一般解

3



実数解がほしいとき，X1(t) = e(α+iβ)t と X2(t) = e(α−iβ)t の 1次結合を考える：

X1 = e(α+iβ)t = eαt(cosβt+ i sinβt)

X2 = e(α−iβ)t = eαt(cosβt− i sinβt)

⇒
1
2 (X1 +X2) = eαt cosβt
1
2i (X1 −X2) = eαt sinβt

}
1次独立な実数解

■まず，2階 ODEを考える：x′′ + a1x
′ + a2x = f(t) (*)

あとは，非斉次方程式の一つの解を見つければよい．

3つの方法

• 定数変化法：C1X1(t) +C2X2(t) の C1, C2 を t の関数と見て， xp(t) = C1(t)X1(t) +C2(t)X2(t) が (*)

を満たすよう，C1(t), C2(t) を決める

• コーシーの補題に基づく方法
• 当てはめ法（undetermined coefficients）：例えば，

f(t) = C のとき， xp = D の形で求めることができる
= Cekt Dekt

= C1 + C2t D1 +D2t
= C1 + C2t+ C3t

2 D1 +D2t+D3t
2

■例： x′′ + 3x′ + 2x = e2t の一般解を求める

• 斉次 ODE x′′ + 3x′ + 2x = 0 の一般解： λ2 + 3λ+ 2 = 0 の根は λ1 = −1, λ2 = −2 より

X(t) = C1e
−t + C2e

−2t, C1, C2 ∈ R

• 非斉次 ODEの一つの解：xp(t) = ae2t の形で求めるODEに代入： x′′p+3x′p+2xp = (4a+6a+2a)e2t =

12ae2t ⇒ a = 1
12

答え ：一般解は

x(t) = X(t) + xp(t) = C1e
−t + C2e

−2t +
1

12
e2t, C1, C2 ∈ R

■一般の階数の ODEを考える

演算子 D = d
dt を用いて書き直すと便利：

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f(t)

Dnx+ a1D
n−1x+ · · ·+ anx = f(t)

P (D)x = (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an︸ ︷︷ ︸

微分多項式

)x = f(t)

普通の多項式のように，和・差・積の計算ができる．

いくつかの例：

(1) (D − α)x = 0

4



■一般の階数の ODEを考える

いくつかの例：

(1) (D − α)x = 0 dx
dt − αx = 0 だから x = Ceαt

別の見方：e−αt をかける：

e−αt(D − α)x = 0

D
(
e−αtx

)
= 0 ⇒ e−αtx = C

D(e
−αt

x) = −αe−αtx+ e
−αt

Dx = e
−αt

(D − α)x

これは一般化できる：
P (D)

(
e−αtx

)
= e−αtP (D − α)x

（Dn(e−αtx)に対して示せばよい）

■一般の階数の ODEを考える

いくつかの例：

(2) (D − α)nx = 0

e−αt(D − α)nx = 0

Dn
(
e−αtx

)
= 0 ⇒ e−αtx = C1 + C2t+ · · ·+ Cnt

n−1

x(t) =
(
C1 + C2t+ · · ·+ Cnt

n−1
)
eαt

2階の (b) のケースに対応：(D − α)2x = x′′ − 2αx′ + α2x = 0

■一般の階数の ODEを考える

(3) (D − λ1)(D − λ2)x = 0, λ1 ̸= λ2 （2階の (a)のケース）

任意の関数 x に対して， x =
D − λ1

λ2 − λ1

x︸ ︷︷ ︸
x2

+
D − λ2

λ1 − λ2

x︸ ︷︷ ︸
x1xがODEの解なら，

(D − λ1)x1 =
1

λ1 − λ2

(D − λ1)(D − λ2)x = 0

(D − λ2)x2 =
1

λ2 − λ1

(D − λ1)(D − λ2)x = 0

よって，　 x(t) = x1 + x2 = C1e
λ1t + C2e

λ2t

定理（一般化）

P,Q を互いに素な多項式とする．そのとき，ODE

P (D)Q(D)x = 0

の解 x(t) は次の形で一意的に分解される：

x(t) = x1(t) + x2(t), P (D)x1 = 0, Q(D)x2 = 0.

注：互いに素な多項式：最大公約元が定数；証明はテキスト 61頁を参照
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■定数係数高階線型 ODE

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0 （一般の斉次 ODE）

■レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．（詳しいことは PandAの「手紙 05」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．
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定数係数高階線型ODE

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (1)

≈ = 0 (2)

(2): 斉次方程式（homogeneous equation）
(1): 非斉次方程式（f ̸≡ 0）

注：a0, a1, . . . , an ∈ R，a0 ̸= 0 ならば a1 = 1 としてよい（a0 でわる）．以降ではそうする．

線型とは：(1)の左辺を L(x) （作用素）とおくと，

L(αx + βy) = αL(x) + βL(y) ∀α, β ∈ R ∀x , y C n-級関数

つまり，x と y が (2)の解ならば，その任意の線型結合 αx + βy も解．
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定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (3)

(A) n階のため，一般解は n個の積分定数を含む
⇒ 解を一つだけ決めるには n個の追加条件が必要

▶ 初期条件：x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1 (IV)
▶ 境界条件：x(t0) = x0, x(t1) = x1, . . . , x(tn−1) = xn−1 (BV)

(B) 解の存在・一意性

存在定理
f が区間 I 上で連続で t0 ∈ I ◦ならば，(3) & (IV) の解は I 上でただ一つ
存在する．

注：a0, a1, . . . , an が t の関数で，I 上で連続，a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ I のときも成り立つ．

一方，(3) & (BV) に対して，同じことが言えない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 3 / 18



定数係数高階線型ODE：コメント&観察

例 境界条件のとき，存在・一意性が成り立たない

x ′′ + x = 0 一般解は x(t) = C1 cos t + C2 sin t

(BV1) x(0) = 0, x(π) = 0

条件 1より C1 = 0，条件 2はすべての C2 で成立
⇒ x(t) = C2 sin t, C2 ∈ R 無限個の解

(BV2) x(0) = 0, x(π2 ) = 0

条件 1より C1 = 0，条件 2より C2 = 0
⇒ x(t) = 0 が唯一の解

(BV3) x(0) = 0, x(π) = 1

条件 1より C1 = 0，条件 2は C2 sinπ = 1
⇒ 解は存在しない
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定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (4)

(C) 1階化：y0(t) = x(t), y1(t) = x ′(t), . . . , yn−1(t) = x (n−1)(t)とおく



y′0 = y1
y′1 = y2

.

.

.
y′n−2 = yn−1

y′n−1 = f − any0 − . . . a1yn−1



y′0
y′1
.
.
.

y′n−2
y′n−1


︸ ︷︷ ︸

y′

=



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.
0 0 · · · · · · · · · 1

−an −an−1 · · · · · · · · · −a1


︸ ︷︷ ︸

A



y0
y1
.
.
.

yn−2
yn−1


︸ ︷︷ ︸

y

+



0
0

.

.

.
0
f


︸ ︷︷ ︸

f

y ′ = Ay + F

⇒ 1階線型連立ODEの特別なケース
(B),(D)の理論は一般の A(t)でも成り立つが，この特別なケースの
方が解きやすい．
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定数係数高階線型ODE：コメント&観察

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (5)

≈ = 0 (6)

(D) 解の構造

定理（(5)の一般解）

(5)の一般解 x(t)は，(6)の一般解 X (t)と (5)の一つの解 xp(t)の和で表
される：

x(t) = X (t) + xp(t).

定理（(6)の一般解）

1次独立な n個の Cn-級の解 X1(t), . . . ,Xn(t)があって，(6)のすべての解
はそれらの 1次結合で一意的に表される：

X (t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t).

注：a0(t), . . . , an(t) が連続で，a0(t) ̸= 0 のときも成立．
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定数係数高階線型ODE

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t) (7)

解き方（(7)の一般解を求める）:(D)より従う

まず，斉次ODEの n個の 1次独立な解を見つける → X1, . . . ,Xn

次に，非斉次ODEの一つの解を見つける → xp

⇒ 一般解は x(t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t) + xp(t), C1, . . . ,Cn ∈ R

注：X1, . . . ,Xn が I 上で 1次独立であるとは

C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t) ≡ 0 on I ⇒ C1 = · · · = Cn = 0
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まず，2階ODEを考える：x ′′ + a1x
′ + a2x = f (t)

斉次ODE： x ′′ + a1x
′ + a2x = 0 (8)

x = eλt と置いてみる： (λ2 + a1λ+ a2)e
λt = 0

⇒ λ が λ2 + a1λ+ a2 = 0 (9)

の根ならば，x(t) = eλt は (11)の解． (9) ... 特性方程式

(a) 根 λ1 ̸= λ2 実数のとき，(11)の一般解は

X (t) = C1 e
λ1t︸︷︷︸

X1(t)

+C2 e
λ2t︸︷︷︸

X2(t)

(b) α = λ1 = λ2 ∈ R 重根のとき
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⇒ λ が λ2 + a1λ+ a2 = 0 (9)

の根ならば，x(t) = eλt は (11)の解． (9) ... 特性方程式

(a) 根 λ1 ̸= λ2 実数のとき，(11)の一般解は

X (t) = C1 e
λ1t︸︷︷︸

X1(t)

+C2 e
λ2t︸︷︷︸

X2(t)

(b) α = λ1 = λ2 ∈ R 重根のとき
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まず，2階ODEを考える：x ′′ + a1x
′ + a2x = f (t)

斉次ODE： x ′′ + a1x
′ + a2x = 0 (11)

(c) λ1,2 = α± iβ, β ̸= 0 のとき

x(t) = C1e
(α+iβ)t + C2e

(α−iβ)t は一般解

実数解がほしいとき，X1(t) = e(α+iβ)t と X2(t) = e(α−iβ)t の
1次結合を考える：

X1 = e(α+iβ)t = eαt(cosβt + i sinβt)

X2 = e(α−iβ)t = eαt(cosβt − i sinβt)

⇒
1
2(X1 + X2) = eαt cosβt
1
2i (X1 − X2) = eαt sinβt

}
1次独立な実数解
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まず，2階ODEを考える：x ′′ + a1x
′ + a2x = f (t) (*)

あとは，非斉次方程式の一つの解を見つければよい．

3つの方法

定数変化法：C1X1(t) + C2X2(t) の C1,C2 を t の関数と見て，
xp(t) = C1(t)X1(t) + C2(t)X2(t) が (*) を満たすよう，C1(t),C2(t)
を決める

コーシーの補題に基づく方法

当てはめ法（undetermined coefficients）：例えば，

f (t) = C のとき， xp = D の形で求めることができる
= Cekt Dekt

= C1 + C2t D1 + D2t
= C1 + C2t + C3t

2 D1 + D2t + D3t
2
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例： x ′′ + 3x ′ + 2x = e2t の一般解を求める

斉次ODE x ′′ + 3x ′ + 2x = 0 の一般解：
λ2 + 3λ+ 2 = 0 の根は λ1 = −1, λ2 = −2 より

X (t) = C1e
−t + C2e

−2t , C1,C2 ∈ R

非斉次ODEの一つの解：xp(t) = ae2t の形で求める
ODEに代入：
x ′′p + 3x ′p + 2xp = (4a+ 6a+ 2a)e2t = 12ae2t ⇒ a = 1

12

答え：一般解は

x(t) = X (t) + xp(t) = C1e
−t + C2e

−2t +
1

12
e2t , C1,C2 ∈ R
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一般の階数のODEを考える

演算子 D = d
dt を用いて書き直すと便利：

a0
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx

dt
+ anx = f (t)

Dnx + a1D
n−1x + · · ·+ anx = f (t)

P(D)x = (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an︸ ︷︷ ︸

微分多項式

)x = f (t)

普通の多項式のように，和・差・積の計算ができる．

いくつかの例：

(1) (D − α)x = 0
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一般の階数のODEを考える

いくつかの例：

(1) (D − α)x = 0
dx
dt − αx = 0 だから x = Ceαt

別の見方：e−αt をかける：

e−αt(D − α)x = 0

D
(
e−αtx

)
= 0 ⇒ e−αtx = C

D(e−αtx) = −αe−αtx + e−αtDx = e−αt(D − α)x

これは一般化できる：

P(D)
(
e−αtx

)
= e−αtP(D − α)x

（Dn(e−αtx)に対して示せばよい）
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一般の階数のODEを考える

いくつかの例：

(2) (D − α)nx = 0

e−αt(D − α)nx = 0

Dn
(
e−αtx

)
= 0 ⇒ e−αtx = C1 + C2t + · · ·+ Cnt

n−1

x(t) =
(
C1 + C2t + · · ·+ Cnt

n−1
)
eαt

2階の (b) のケースに対応：(D − α)2x = x ′′ − 2αx ′ + α2x = 0
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一般の階数のODEを考える
(3) (D − λ1)(D − λ2)x = 0, λ1 ̸= λ2 （2階の (a)のケース）

任意の関数 x に対して， x =
D − λ1

λ2 − λ1
x︸ ︷︷ ︸

x2

+
D − λ2

λ1 − λ2
x︸ ︷︷ ︸

x1x がODEの解なら，

(D − λ1)x1 =
1

λ1 − λ2
(D − λ1)(D − λ2)x = 0

(D − λ2)x2 =
1

λ2 − λ1
(D − λ1)(D − λ2)x = 0

よって，　 x(t) = x1 + x2 = C1e
λ1t + C2e

λ2t

定理（一般化）
P,Q を互いに素な多項式とする．そのとき，ODE

P(D)Q(D)x = 0

の解 x(t) は次の形で一意的に分解される：

x(t) = x1(t) + x2(t), P(D)x1 = 0, Q(D)x2 = 0.

注：互いに素な多項式：最大公約元が定数；証明はテキスト 61頁を参照
Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 16 / 18
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定数係数高階線型ODE

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0 （一般の斉次ODE）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 17 / 18



レポート

今回の講義のレポート問題を解いて，提出して下さい．
（詳しいことは PandAの「手紙 05」を参照すること．）

「解答付き問題」のファイルで他の例題を紹介しています．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (5 回目) 2020 年 5 月 8 日 18 / 18



微分積分学続論 II： 第 6回

Karel Svadlenka

2020年 5月 14日

■定数係数高階線型 ODE：いくつかの例

(1) (D − α)x = 0： e−αt をかける　 演算子 D = d
dt

P (D)
(
e−αtx

)
= e−αtP (D − α)x

(2) (D − α)nx = 0： e−αt(D − α)nx = Dn (e−αtx) = 0 ⇒ e−αtx = C1 + C2t+ · · ·+ Cnt
n−1

(3) (D − λ1)(D − λ2)x = 0, λ1 ̸= λ2

P,Q を互いに素な多項式とする．そのとき，ODE

P (D)Q(D)x = 0

の解 x(t) は次の形で一意的に分解される：

x(t) = x1(t) + x2(t), P (D)x1 = 0, Q(D)x2 = 0.

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0

■定数係数高階線型 ODE

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an の因数分解：

P (λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr)mr (λ1, . . . , λr互いに素な複素数)

定理を P1(λ) = (λ−λ1)m1 · · · (λ−λr−1)
mr−1 , Q1(λ) = (λ−λr)mr に適用⇒解は P1(D)x1 = 0とQ1(D)x2 = 0

の解の和で一意的に決まる．

これを繰り返すことで，方程式の解は

x = x1 + · · ·+ xr, ただし (D − λ1)m1x1 = 0, . . . , (D − λr)mrxr = 0

x = (C1
1 + C1

2 t+ · · ·+ C1
mt

m1−1)eλ1t + · · ·+ (Cr1 + Cr2 t+ · · ·+ Crmr t
mr−1)eλrt

複素根が現れる場合，2階 ODEのように，e(α+iβ)t, e(α−iβ)t を eαt cosβt, eαt sinβt で書きかえればよい．（重複

度も等しいから OK）

■例：x′′′ − 3x′′ + x′ + 5x = 0

D3 − 3D2 +D + 5 = (D + 1)(D − 2− i)(D − 2 + i)

λ1 = −1, λ2 = 2 + i, λ3 = 2− i

1



3つの独立な解： e−t, e(2+i)t, e(2−i)t

3つの独立な実数解： e−t, e2t cos t, e2t sin t

一般解： x(t) = C1e
−t + C2e

2t cos t+ C3e
2t sin t, C1, C2, C3 ∈ R

■非斉次 ODE

一つの解を見つければよい

(1) 定数変化法

(2) ” 1
P (D)”の部分分数展開

(3) 解の形を当てる

■(1) 定数変化法

(Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = f(t)

• 斉次 ODEの一般解を求める：X(t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t)

• C1, . . . , Cnを tの関数と見て，C1(t)X1(t)+ · · ·+Cn(t)Xn(t)が非斉次ODEの解になるようにC1, . . . , Cn

を決める．

注 ：自由度が n個あるから，C1, . . . , Cn が求まりやすいように， (n− 1)個の条件を追加できる．

注 ：ak が tの関数でも有効

■(1) 定数変化法
例 2階ODE x′′ + a1x

′ + a2x = f(t) 一つの解を xp(t) = C1(t)X1(t) +C2(t)X2(t) の形で求める（た
だし，X1, X2は x′′ + a1x

′ + a2x = 0 の解）

x
′
p = C

′
1X1 + C

′
2X2︸ ︷︷ ︸

=0 となる条件をつける (*)

+C1X
′
1 + C2X

′
2

x
′′
p = C

′
1X

′
1 + C

′
2X

′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2

2つの条件：
• xp が ODE を満たす：x′′

p + a1x
′
p + a2xp = f

C
′
1X

′
1 + C

′
2X

′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2 + a1(C1X

′
1 + C2X

′
2) + a2(C1X1 + C2X2)︸ ︷︷ ︸

=0

= f

• (*) の条件：C′
1X1 + C′

2X2 = 0

注：一般の場合はテキスト 57頁

■例： x′′ + 3x′ + 2x = e2t

• 斉次 ODEの解：X1(t) = e−t, X2(t) = e−2t

• 一つの解を xp(t) = C1(t)e
−t + C2(t)e

−2t の形で求める

2



C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 = −C ′

1e
−t − 2C ′

2e
−2t = e2t

C ′
1X1 + C ′

2X2 = C ′
1e

−t −+C ′
2e

−2t = 0

より

C ′
1 = e3t C1(t) =

1

3
e3t

C ′
2 = −e4tC2(t) = −

1

4
e−4t

xp(t) =
1

3
e3te−t − 1

4
e4te−2t =

1

12
e2t

■(2) ” 1
P (D)”の部分分数展開

P (D)x = f のODEで P (λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr)mr と因数分解する．

1

P (λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)m1
+

h2(λ)

(λ− λ2)m2
+ · · · +

hr(λ)

(λ− λr)mr

となる h1, . . . , hr が存在する（一意），hk ... 高々 (mk − 1)次多項式．

x(t) = ”
1

P (D)
”f(t) = h1(D)

1

(D − λ1)m1
f(t) + · · ·+ hr(D)

1

(D − λr)mr
f(t)

が P (D)x = f を満たすことが示せる（テキスト 65頁）．

ただし，
1

(D − λi)mi
f(t) は (D − λi)miy = f(t) の解 y である： 両辺に e−λitをかけて，

e
−λit(D − λi)

miy = e
−λitf(t)

D
mi (e

−λity) = e
−λitf(t)

y(t) = e
λit

∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tmi−1

t0︸ ︷︷ ︸
mi回積分

e
−λitmi f(tmi ) dtmi dtmi−1 . . . dt1

■(2) ” 1
P (D)”の部分分数展開

このm回積分を 1回の積分で書く：

コーシーの補題 ∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tm−1

t0

g(tm) dtm dtm−1 . . . dt1 =

∫ t

t0

(t− s)m−1

(m− 1)!
g(s) ds

証明：帰納法

例 x′′ + 3x′ + 2x = e2t P (λ) = λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 2)(λ+ 1)

1

P (λ)
=

−1

λ+ 2
+

1

λ+ 1
, h1(D) = −1, h2(D) = 1

xp(t) = (−1) 1

D + 2
e2t︸ ︷︷ ︸

e−2t
∫ t
t0
e2t1e2t1 dt1

+
1

D + 1
e2t︸ ︷︷ ︸

e−t
∫ t
t0
et1e2t1 dt1

=
1

12
e2t + C1e

−t + C2e
−2t

3



■解の形を当てる（係数の値を除いて）

前の 2つの方法では計算が大変だから，右辺 f が多項式，指数関数，sin, cosの組み合わせのときは当てはめ法

を用いる．

例 Dnx+ a1D
n−1x+ · · ·+ an−1Dx+ anx = C （定数）

• an ̸= 0 ならば x(t) = C
an
（定数関数）は解

• an = 0, an−1 ̸= 0 ならば x(t) = C
an−1

t は解

...

■解の形を当てる

例 P (D)x = tm 具体例でアイデアを見る：−x′′ + x = t5

(1−D2)x = t5

(1−D2)(1 +D2 +D4 + · · ·+D2k) = 1−D2k+2

(1−D2)(1 +D2 +D4 + · · ·+D2k)t5 = (1−D2k+2)t5

k = 2 とすると，
(1−D2) (1 +D2 +D4)t5︸ ︷︷ ︸

ODE の解

= (1−D6)t5 = t5

より，xp(t) = (1 +D2 +D4)t5 = t5 + 20t3 + 120t は一つの解．

■解の形を当てる

例 P (D)x = tm

• P (0) ̸= 0のとき：P (0) = 1としてよい

⇒ P (λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Qは多項式）
(1− λQ(λ))(1 + λQ(λ) + λ2Q2(λ) + · · ·+ λmQm(λ)) = 1− λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1−DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P (D)

(1 +DQ(D) + · · ·+DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 +DQ(D) + · · ·+DmQm(D))tm は一つの解

• P (0) = 0のとき ： P (D)x = P̃ (D)(Dqx), P̃ (0) ̸= 0 となる P̃ , q ∈ Nがある．

⇒ P̃ (D)y = tm を解いて，y(t)を q 回積分すればよい

4



■解の形を当てる

例 x′′′ + x′ = t2

(D2 + 1)(Dx︸︷︷︸
=y

) = t2

1 +D2 = 1−D( −D︸︷︷︸
=Q(D)

)

(1 +D2)(1−D2 +D4)t2 = (1 +D6)t2 = t2

⇒ y = (1−D2 +D4)t2 = t2 − 2 ⇒ x =
1

3
t3 − 2t

5
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定数係数高階線型ODE：いくつかの例

(1) (D − α)x = 0： e−αt をかける　 演算子 D = d
dt

P(D)
(
e−αtx

)
= e−αtP(D − α)x

(2) (D − α)nx = 0： e−αt(D − α)nx = Dn (e−αtx) = 0

⇒ e−αtx = C1 + C2t + · · ·+ Cnt
n−1

(3) (D − λ1)(D − λ2)x = 0, λ1 ̸= λ2

P,Q を互いに素な多項式とする．そのとき，ODE

P(D)Q(D)x = 0

の解 x(t) は次の形で一意的に分解される：
x(t) = x1(t) + x2(t), P(D)x1 = 0, Q(D)x2 = 0.

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 2 / 14
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P(D)
(
e−αtx

)
= e−αtP(D − α)x

(2) (D − α)nx = 0： e−αt(D − α)nx = Dn (e−αtx) = 0

⇒ e−αtx = C1 + C2t + · · ·+ Cnt
n−1

(3) (D − λ1)(D − λ2)x = 0, λ1 ̸= λ2

P,Q を互いに素な多項式とする．そのとき，ODE

P(D)Q(D)x = 0

の解 x(t) は次の形で一意的に分解される：
x(t) = x1(t) + x2(t), P(D)x1 = 0, Q(D)x2 = 0.

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0
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定数係数高階線型ODE

(4) (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0

P(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an の因数分解：

P(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr )mr (λ1, . . . , λr互いに素な複素数)

定理を P1(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr−1)
mr−1 , Q1(λ) = (λ− λr )mr に適用

⇒ 解は P1(D)x1 = 0 と Q1(D)x2 = 0 の解の和で一意的に決まる．

これを繰り返すことで，方程式の解は

x = x1 + · · ·+ xr , ただし (D − λ1)m1x1 = 0, . . . , (D − λr )mr xr = 0

x = (C 1
1 +C 1

2 t+ · · ·+C 1
mt

m1−1)eλ1t+ · · ·+(C r
1+C r

2 t+ · · ·+C r
mr
tmr−1)eλr t

複素根が現れる場合，2階ODEのように，e(α+iβ)t , e(α−iβ)t を
eαt cosβt, eαt sinβt で書きかえればよい．（重複度も等しいから OK）
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例：x ′′′ − 3x ′′ + x ′ + 5x = 0

D3 − 3D2 + D + 5 = (D + 1)(D − 2− i)(D − 2 + i)

λ1 = −1, λ2 = 2 + i , λ3 = 2− i

3つの独立な解： e−t , e(2+i)t , e(2−i)t

3つの独立な実数解： e−t , e2t cos t, e2t sin t

一般解： x(t) = C1e
−t + C2e

2t cos t + C3e
2t sin t, C1,C2,C3 ∈ R
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非斉次ODE

一つの解を見つければよい

(1) 定数変化法

(2) ” 1
P(D)”の部分分数展開

(3) 解の形を当てる
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(1) 定数変化法

(Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = f (t)

斉次ODEの一般解を求める：X (t) = C1X1(t) + · · ·+ CnXn(t)

C1, . . . ,Cnを t の関数と見て，C1(t)X1(t) + · · ·+ Cn(t)Xn(t)が
非斉次ODEの解になるように C1, . . . ,Cnを決める．

注：自由度が n個あるから，C1, . . . ,Cnが求まりやすいように，
(n − 1)個の条件を追加できる．

注：ak が t の関数でも有効
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(1) 定数変化法

例 2階ODE x ′′ + a1x
′ + a2x = f (t)

一つの解を xp(t) = C1(t)X1(t) + C2(t)X2(t) の形で求める
（ただし，X1,X2は x ′′ + a1x

′ + a2x = 0 の解）

x ′p = C ′
1X1 + C ′

2X2︸ ︷︷ ︸
=0 となる条件をつける (*)

+C1X
′
1 + C2X

′
2

x ′′p = C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2

2つの条件：
xp が ODE を満たす：x ′′p + a1x ′p + a2xp = f

C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2 + a1(C1X

′
1 + C2X

′
2) + a2(C1X1 + C2X2)︸ ︷︷ ︸

=0

= f

(*) の条件：C ′
1X1 + C ′

2X2 = 0

注：一般の場合はテキスト 57頁
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′ + a2x = 0 の解）

x ′p = C ′
1X1 + C ′

2X2︸ ︷︷ ︸
=0 となる条件をつける (*)

+C1X
′
1 + C2X

′
2

x ′′p = C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2

2つの条件：
xp が ODE を満たす：x ′′p + a1x ′p + a2xp = f

C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 + C1X

′′
1 + C2X

′′
2 + a1(C1X

′
1 + C2X

′
2) + a2(C1X1 + C2X2)︸ ︷︷ ︸

=0

= f

(*) の条件：C ′
1X1 + C ′

2X2 = 0

注：一般の場合はテキスト 57頁
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例： x ′′ + 3x ′ + 2x = e2t

斉次ODEの解：X1(t) = e−t ,X2(t) = e−2t

一つの解を xp(t) = C1(t)e
−t + C2(t)e

−2t の形で求める

C ′
1X

′
1 + C ′

2X
′
2 = −C ′

1e
−t − 2C ′

2e
−2t = e2t

C ′
1X1 + C ′

2X2 = C ′
1e

−t −+C ′
2e

−2t = 0

より

C ′
1 = e3t C1(t) =

1

3
e3t

C ′
2 = −e4t C2(t) = −

1

4
e−4t

xp(t) =
1

3
e3te−t − 1

4
e4te−2t =

1

12
e2t
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(2) ” 1
P(D)”の部分分数展開

P(D)x = f のODEで P(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr )mr と因数分解する．

1

P(λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)m1
+

h2(λ)

(λ− λ2)m2
+ · · ·+

hr (λ)

(λ− λr )mr

となる h1, . . . , hr が存在する（一意），hk ... 高々(mk − 1)次多項式．

x(t) = ”
1

P(D)
”f (t) = h1(D)

1

(D − λ1)m1
f (t)+ · · ·+hr (D)

1

(D − λr )mr
f (t)

が P(D)x = f を満たすことが示せる（テキスト 65頁）．

ただし，
1

(D − λi )mi
f (t) は (D − λi )mi y = f (t) の解 y である：

両辺に e−λi t をかけて，

e−λi t(D − λi )
mi y = e−λi t f (t)

Dmi (e−λi ty) = e−λi t f (t)

y(t) = eλi t
∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tmi−1

t0︸ ︷︷ ︸
mi回積分

e−λi tmi f (tmi ) dtmi dtmi−1 . . . dt1
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(2) ” 1
P(D)”の部分分数展開

このm回積分を 1回の積分で書く：

コーシーの補題

∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tm−1

t0

g(tm) dtm dtm−1 . . . dt1 =

∫ t

t0

(t − s)m−1

(m − 1)!
g(s) ds

証明：帰納法

例 x ′′ + 3x ′ + 2x = e2t

P(λ) = λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 2)(λ+ 1)

1

P(λ)
=

−1

λ+ 2
+

1

λ+ 1
, h1(D) = −1, h2(D) = 1

xp(t) = (−1) 1

D + 2
e2t︸ ︷︷ ︸

e−2t
∫ t
t0
e2t1e2t1 dt1

+
1

D + 1
e2t︸ ︷︷ ︸

e−t
∫ t
t0
et1e2t1 dt1

=
1

12
e2t + C1e

−t + C2e
−2t
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解の形を当てる（係数の値を除いて）

前の 2つの方法では計算が大変だから，右辺 f が多項式，指数関数，
sin, cosの組み合わせのときは当てはめ法を用いる．

例 Dnx + a1D
n−1x + · · ·+ an−1Dx + anx = C （定数）

an ̸= 0 ならば x(t) = C
an
（定数関数）は解

an = 0, an−1 ̸= 0 ならば x(t) = C
an−1

t は解

...
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解の形を当てる

例 P(D)x = tm

具体例でアイデアを見る：−x ′′ + x = t5

(1− D2)x = t5

(1− D2)(1 + D2 + D4 + · · ·+ D2k) = 1− D2k+2

(1− D2)(1 + D2 + D4 + · · ·+ D2k)t5 = (1− D2k+2)t5

k = 2 とすると，

(1− D2) (1 + D2 + D4)t5︸ ︷︷ ︸
ODE の解

= (1− D6)t5 = t5

より，xp(t) = (1 + D2 + D4)t5 = t5 + 20t3 + 120t は一つの解．
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解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる
例 P(D)x = tm

P(0) ̸= 0のとき：P(0) = 1としてよい

⇒ P(λ) = 1− λQ(λ) と書ける（Q は多項式）

(1−λQ(λ))(1+λQ(λ)+λ2Q2(λ)+· · ·+λmQm(λ)) = 1−λm+1Qm+1(λ)

より（λを D で置き換えて）

(1− DQ(D))︸ ︷︷ ︸
P(D)

(1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm = tm

（Dm+1Qm+1(D)tm = 0より）．よって，

xp(t) = (1 + DQ(D) + · · ·+ DmQm(D))tm は一つの解

P(0) = 0のとき ：

P(D)x = P̃(D)(Dqx), P̃(0) ̸= 0 となる P̃, q ∈ Nがある．

⇒ P̃(D)y = tm を解いて，y(t)を q回積分すればよい

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (6 回目) 2020 年 5 月 14 日 13 / 14



解の形を当てる

例 x ′′′ + x ′ = t2

(D2 + 1)( Dx︸︷︷︸
=y

) = t2

1 + D2 = 1− D( −D︸︷︷︸
=Q(D)

)

(1 + D2)(1− D2 + D4)t2 = (1 + D6)t2 = t2

⇒ y = (1− D2 + D4)t2 = t2 − 2 ⇒ x =
1

3
t3 − 2t
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微分積分学続論 II： 第 7回

Karel Svadlenka

2020年 5月 27日

■定数係数連立 1階線型 ODE

(∗)


x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n

x′ = Ax

x(t0) = x0

と書ける． ただし，x =


x1
...

xn

 .

定数係数高階線型 ODEはこの特別な場合．

前から知っていること：(*) & (IV) は R上でただ一つの解が存在する． 注：A(t)が I 上で連続 ⇒ I での存

在・一意性が成立

■定数係数連立 1階 ODE

x′ = Ax

x(t0) = x0

単独 ODEとの類似： {
x′ = ax
x(t0) = x0

の解は e(t−t0)ax0

⇒ (*) & (IV) の解は e(t−t0)Ax0 ?

行列の指数関数をちゃんと定義すれば，これは正しい．

■行列の指数関数

定義：行列の指数関数

1



n次正方行列 Aと t ∈ Rに対し，

etA =

∞∑
k=0

tk

k!︸︷︷︸
スカラー ∈R

Ak︸︷︷︸
行列

(1)

を 行列 Aの指数関数 という．

注： tk

k! というスカラーを Ak = A ·A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k 回

の各成分にかける． ただし， A0 = I（単位行列）．

■行列の指数関数

定理（etA の収束）

(1)は任意の Aと tについて収束する． よって，etA の各成分は tの解析関数である． 即ち，各成分の任意の t0

でのテーラー展開は R上でその成分と一致する．

証明 : µ = maxi,j=1,...,n |aij | とおく．成分ごとに見る：

Ak の成分を a
(k)
ij とすると， |a(k)ij | ≤ (nµ)k, k = 0, 1, 2, . . .

帰納法で示す：k = 1で正しい∣∣∣a(k+1)
ij

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
n∑
ℓ=1

a
(k)
iℓ aℓj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
ℓ=1

(nµ)kmax
ℓ,j
|aℓj | = (nµ)k+1

これをもちいて，etA の成分：
∞∑
k=0

∣∣∣∣ tkk!a(k)ij

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

|t|k(nµ)k

k!
= e|t|nµ

⇒ etA は絶対収束．

■定数係数連立 1階 ODEと行列の指数関数

定理（x′ = Axの解）

x(t) = e(t−t0)Ax0 は (*) & (IV) の唯一の解である．

証明 ：解析関数の性質より，(1)の級数が項ごと微分できて，

d

dt
(etA) =

∞∑
k=1

ktk−1

k!
Ak = A

∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak−1 = AetA.

(IV) は明らか： x(t0) = e0Ax0 = Ix0 = x0

■定数係数連立 1階 ODEと行列の指数関数

別証明：t ∈ [−T, T ]に限定すれば，
∑∞
k=0 |

tk

k!a
(k)
ij | ≤ enµT ⇒ WeierstrassのM 判定法より，級数は [−T, T ]

で一様収束．

sM (t) =

M∑
k=0

tk

k!
Ak = I + tA+

t2

2!
A2 + · · ·+ tM

M !
AM とおく

d

dt
sM (t) = A+ tA2 +

t2

2!
A3 + · · ·+ tM−1

(M − 1)!
AM

= A

(
I + tA+

t2

2!
A2 + · · ·+ tM−1

(M − 1)!
AM−1

)
= AsM−1(t)

2



積分して， sM (t) − sM (t0) =

∫ t

t0

AsM−1(τ) dτ M → ∞（一様収束！）より etA − et0A =

∫ t

t0

AeτA dτ

微分して，
d

dt
etA = AetA.

■例：

{
x′1 = x2

x′2 = −x1
の一般解を求める (

x′1
x′2

)
=

(
0 1
−1 0

)(
x1
x2

)

A2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −I A2k+1 = (−1)k+1A

A2k = (−1)kI

etA =

(
1− t2

2!
+
t4

4!
− · · ·

)
I +

(
t− t3

3!
+
t5

5!
− · · ·

)
A

= cos t I + sin t A =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
一般解は

x(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
C1

C2

)
x1(t) = C1 cos t+ C2 sin t
x2(t) = −C1 sin t+ C2 cos t

■行列の指数関数：注意

(1) eA はすべての Aに対して正則行列である． etA の列が x′ = Ax の独立な解だから（t = 1とする）．

より詳しく： e
tA


1
0
0

.

.

.
0

 , e
tA


0
1
0

.

.

.
0

 , . . . , e
tA


0
0

.

.

.
0
1

 は etA の列で，異なる初期値に対する x′ = Ax の解である．

eA の列 R1, . . . , Rn が 1 次従属ならば，Rn = C1R1 + · · · + Cn−1Rn−1（例えば）とできる．このとき，

e
tA


C1

C2

.

.

.
Cn−1

0

 , e
tA


0
0

.

.

.
0
1

の二つの異なる解は t = 1で交わってしまう（一意性に矛盾）．

■行列の指数関数：注意

(2) eAeB = eA+B = eBeA は一般には成り立たないが，Aと B が可換のとき（AB = BA）は成り立つ．

証明 ：F1(t) = etAetB , F2(t) = et(A+B) とおくと，

F ′
1(t) = AetAetB + etABetB = (A+B)etAetB = (A+B)F1(t), F1(0) = I

（AkB = Ak−1BA = · · · = BAk, BetA = B
∑

tk

k!A
k = etAB より）

同様に F ′
2(t) = (A+B)F2(t), F2(0) = I

x′(t) = (A+B)x(t) の解の一意性より F1(t) = F2(t)．t = 1とする．

■etA を実際に計算する

3



(1) A =


λ1 0

. . .

0 λn

 対角行列のとき Ak =


λk1 0

. . .

0 λkn

 より

etA =


∑

tk

k!λ
k
1 0

. . .

0
∑

tk

k!λ
k
n

 =

e
λ1t 0

. . .

0 eλnt


■etA を実際に計算する

(2) A が対角化可能なとき，正則行列 T があって，

A = TDT−1, D . . .対角行列

Ak = (TDT−1)(TDT−1) · · · (TDT−1) = TDkT−1 より

etA =
∑ tk

k!
TDkT−1 = T

(∑ tk

k!
Dk

)
T−1 = T

eλ1t 0

. . .

0 eλnt

T−1

⇒ A の固有値と固有ベクトルを求めれば，計算できる．

■etA を実際に計算する

(3) 一般の A：A = TJT−1, J . . . ジョルダンの標準形

J =

J1 0
. . .

0 Jr

 , Jj =


λj 1 0

. . .
. . .

. . . 1
0 λj

 , j = 1, . . . , r

etA = T

(∑ tk

k!
Jk
)
T−1 = T


∑

tk

k!J
k
1 0

. . .

0
∑

tk

k!J
k
r

T−1

= T

e
tJ1 0

. . .

0 etJr

T−1

■etA を実際に計算する

補題

A =

A1 0
. . .

0 Ar

 , ならば eA =

e
A1 0

. . .

0 eAr



証明 ：

A2 =

A
2
1 0

. . .

0 A2
r

 , eA = I + tA+
t2

2!
A2 + · · ·

4



■etA を実際に計算する
あとは，etJj を求めればよい．次のODEの解に関係する：

x
′
= Jjx



x′
1 = λjx1 + x2

x′
2 = λjx2 + x3

.

.

.
x′
i−1 = λjxi−1 + xi
x′
i = λjxi

解は



xi = Cie
λjt

xi−1 = (Ci−1 + Cit)e
λjt

.

.

.

x1 =
(
C1 + C2t+ · · · + Ci

ti−1

(i−1)!

)
eλjt

よって， etJj =


1 t t2

2! . . . ti−1

(i−1)!

0 1 t . . . ti−2

(i−2)!

. . .

0 . . . . . . 0 1

 eλjt

■例：A =

(
5
3 − 1

3
1
3

7
3

)
det(A− λI) = λ2 − 4λ+ 4 ⇒ λ1,2 = 2

A− 2I =

(
− 1

3 − 1
3

1
3

1
3

)

rank = 1 ⇒ 固有ベクトルは一本だけ：　 v1 = c

(
−1
1

)
一般化固有ベクトル：(A − 2I)v2 = v1 より　

v2 = c

(
2

1

)
ジョルダン標準形：J =

(
2 1

0 2

)
, etJ =

(
e2t te2t

0 e2t

)

etA = TetJT−1 =

(
−1 2
1 1

)(
e2t te2t

0 e2t

)(
− 1

3
2
3

1
3

1
3

)
=

1

3
e2t

(
−t+ 3 t

t t+ 3

)

5



微分積分学続論 II： 第 7回

Karel Svadlenka

京都大学大学院理学研究科 数学教室

2020年 5月 27日

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (7 回目) 2020 年 5 月 27 日 1 / 16



定数係数連立 1階線型ODE

(∗)


x ′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x ′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x ′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01 , . . . , xn(t0) = x0n

x ′ = Ax
x(t0) = x0

と書ける．

ただし，x =

x1
...
xn

 .

定数係数高階線型ODEはこの特別な場合．

前から知っていること：(*) & (IV) は R上でただ一つの解が存在する．
注：A(t)が I 上で連続 ⇒ I での存在・一意性が成立
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定数係数連立 1階ODE

x ′ = Ax
x(t0) = x0

単独ODEとの類似：{
x ′ = ax
x(t0) = x0

の解は e(t−t0)ax0

⇒ (*) & (IV) の解は e(t−t0)Ax0 ?

行列の指数関数をちゃんと定義すれば，これは正しい．
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行列の指数関数

定義：行列の指数関数
n次正方行列 Aと t ∈ Rに対し，

etA =
∞∑
k=0

tk

k!︸︷︷︸
スカラー ∈R

Ak︸︷︷︸
行列

(1)

を行列 Aの指数関数という．

注： tk

k! というスカラーを Ak = A · A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k 回

の各成分にかける．

ただし， A0 = I（単位行列）．
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行列の指数関数

定理（etAの収束）
(1)は任意の Aと t について収束する．
よって，etAの各成分は t の解析関数である．
即ち，各成分の任意の t0でのテーラー展開はR上でその成分と一致する．

証明 : µ = maxi ,j=1,...,n |aij | とおく．成分ごとに見る：

Ak の成分を a
(k)
ij とすると， |a(k)ij | ≤ (nµ)k , k = 0, 1, 2, . . .

帰納法で示す：k = 1で正しい∣∣∣a(k+1)
ij

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
n∑
ℓ=1

a
(k)
iℓ aℓj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
ℓ=1

(nµ)k max
ℓ,j
|aℓj | = (nµ)k+1

これをもちいて，etA の成分：
∞∑
k=0

∣∣∣∣ tkk!a(k)ij

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

|t|k(nµ)k

k!
= e |t|nµ

⇒ etA は絶対収束．
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行列の指数関数
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定数係数連立 1階ODEと行列の指数関数

定理（x ′ = Ax の解）

x(t) = e(t−t0)Ax0 は (*) & (IV) の唯一の解である．

証明：解析関数の性質より，(1)の級数が項ごと微分できて，

d

dt
(etA) =

∞∑
k=1

ktk−1

k!
Ak = A

∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak−1 = AetA.

(IV) は明らか： x(t0) = e0Ax0 = Ix0 = x0
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定数係数連立 1階ODEと行列の指数関数
別証明：t ∈ [−T ,T ]に限定すれば，

∑∞
k=0 |

tk

k!a
(k)
ij | ≤ enµT ⇒

WeierstrassのM 判定法より，級数は [−T ,T ]で一様収束．

sM(t) =
M∑
k=0

tk

k!
Ak = I + tA+

t2

2!
A2 + · · ·+ tM

M!
AM とおく

d

dt
sM(t) = A+ tA2 +

t2

2!
A3 + · · ·+ tM−1

(M − 1)!
AM

= A

(
I + tA+

t2

2!
A2 + · · ·+ tM−1

(M − 1)!
AM−1

)
= AsM−1(t)

積分して， sM(t)− sM(t0) =

∫ t

t0

AsM−1(τ) dτ

M →∞（一様収束！）より etA − et0A =

∫ t

t0

AeτA dτ

微分して，
d

dt
etA = AetA.
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例：
{

x ′1 = x2
x ′2 = −x1

の一般解を求める

(
x ′1
x ′2

)
=

(
0 1
−1 0

)(
x1
x2

)

A2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −I A2k+1 = (−1)k+1A

A2k = (−1)k I

etA =

(
1− t2

2!
+

t4

4!
− · · ·

)
I +

(
t − t3

3!
+

t5

5!
− · · ·

)
A

= cos t I + sin t A =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
一般解は

x(t) =
(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
C1

C2

)
x1(t) = C1 cos t + C2 sin t
x2(t) = −C1 sin t + C2 cos t
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行列の指数関数：注意

(1) eA はすべての Aに対して正則行列である．
etAの列が x ′ = Ax の独立な解だから（t = 1とする）．

より詳しく：

etA


1
0
0
...
0

 , etA


0
1
0
...
0

 , . . . , etA


0
0
...
0
1

 は etAの列で，異なる初期値に対する

x ′ = Ax の解である．
eAの列 R1, . . . ,Rnが 1次従属ならば，Rn = C1R1 + · · ·+ Cn−1Rn−1

（例えば）とできる．このとき，etA


C1

C2

...
Cn−1

0

 , etA


0
0
...
0
1

の二つの異なる解
は t = 1で交わってしまう（一意性に矛盾）．
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行列の指数関数：注意
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行列の指数関数：注意

(2) eAeB = eA+B = eBeAは一般には成り立たないが，Aと B が可換の
とき（AB = BA）は成り立つ．

証明：F1(t) = etAetB ,F2(t) = et(A+B)とおくと，

F ′
1(t) = AetAetB+etABetB = (A+B)etAetB = (A+B)F1(t), F1(0) = I

（AkB = Ak−1BA = · · · = BAk , BetA = B
∑ tk

k!A
k = etAB より）

同様に F ′
2(t) = (A+ B)F2(t), F2(0) = I

x ′(t) = (A+B)x(t) の解の一意性より F1(t) = F2(t)．t = 1とする．
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etAを実際に計算する

(1) A =

λ1 0
. . .

0 λn

 対角行列のとき Ak =

λ
k
1 0

. . .

0 λkn

 より

etA =


∑ tk

k!λ
k
1 0

. . .

0
∑ tk

k!λ
k
n

 =

eλ1t 0
. . .

0 eλnt


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etAを実際に計算する

(2) A が対角化可能なとき，正則行列 T があって，

A = TDT−1, D . . .対角行列

Ak = (TDT−1)(TDT−1) · · · (TDT−1) = TDkT−1 より

etA =
∑ tk

k!
TDkT−1 = T

(∑ tk

k!
Dk

)
T−1 = T

eλ1t 0
. . .

0 eλnt

T−1

⇒ A の固有値と固有ベクトルを求めれば，計算できる．
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etAを実際に計算する

(3) 一般の A：A = TJT−1, J . . . ジョルダンの標準形

J =

J1 0
. . .

0 Jr

 , Jj =


λj 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 λj

 , j = 1, . . . , r

etA = T

(∑ tk

k!
Jk
)
T−1 = T


∑ tk

k!J
k
1 0

. . .

0
∑ tk

k!J
k
r

T−1

= T

etJ1 0
. . .

0 etJr

T−1
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etAを実際に計算する

補題

A =

A1 0
. . .

0 Ar

 , ならば eA =

eA1 0
. . .

0 eAr



証明：

A2 =

A2
1 0

. . .

0 A2
r

 , eA = I + tA+
t2

2!
A2 + · · ·
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etAを実際に計算する

あとは，etJj を求めればよい．次のODEの解に関係する：

x ′ = Jjx



x ′1 = λjx1 + x2
x ′2 = λjx2 + x3

...
x ′i−1 = λjxi−1 + xi
x ′i = λjxi

解は


xi = Cie

λj t

xi−1 = (Ci−1 + Ci t)e
λj t

...

x1 =
(
C1 + C2t + · · ·+ Ci

t i−1

(i−1)!

)
eλj t

よって， etJj =


1 t t2

2! . . . t i−1

(i−1)!

0 1 t . . . t i−2

(i−2)!
. . .

0 . . . . . . 0 1

 eλj t
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例：A =

(
5
3 −

1
3

1
3

7
3

)
det(A− λI ) = λ2 − 4λ+ 4 ⇒ λ1,2 = 2

A− 2I =

(
−1

3 −1
3

1
3

1
3

)

rank = 1 ⇒ 固有ベクトルは一本だけ：　 v1 = c

(
−1
1

)
一般化固有ベクトル：(A− 2I )v2 = v1 より　 v2 = c

(
2
1

)
ジョルダン標準形：J =

(
2 1
0 2

)
, etJ =

(
e2t te2t

0 e2t

)

etA = TetJT−1 =

(
−1 2
1 1

)(
e2t te2t

0 e2t

)(
− 1

3
2
3

1
3

1
3

)
=

1

3
e2t
(
−t + 3 t

t t + 3

)
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3 −
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3
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3
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A− 2I =
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1
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3
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1

)
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微分積分学続論 II： 第 8回

Karel Svadlenka

2020年 6月 3日

■定数係数連立 1階線型 ODE

(∗)


x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n

(∗)
{

x′ = Ax
x(t0) = x0 ただし， x =

x1...
xn

 .

• 前回は行列の指数関数を用いて解いた
• 今回は 射影行列の方法 で解く（行列のスペクトル分解）

■線形代数のおさらい

A . . . n× n 行列
A の固有値 Ax = λ︸︷︷︸

固有値

x︸︷︷︸
固有ベクトル

, x ̸= 0

(A− λI)x = 0 とも書けるので，λ は
Φ(λ) = det(A− λI) = 0

という多項式の根である．

Φ の根（とその重複度）を λ1(m1), . . . , λr(mr) とする．

Φ(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr)mr

■一般固有空間

λi の 一般（広義）固有空間 ：
Gλi = {x ∈ Cn; (A− λiI)mix = 0}

• Gλi に λi に対する固有ベクトルが含まれる

• Gλi は線型部分空間である
• Gλi の次元は mi

1



• つぎが成り立つ：
Cn = Gλ1

⊕Gλ2
⊕ · · · ⊕Gλr

ここで，⊕ は直和 を意味する．すなわち，V,W が二つの部分空間のとき，S = V ⊕W とは

– V ∩W = {0}
– S = {v + w; v ∈ V, w ∈W}

■一般固有空間：例

n = 3 のとき

x x

yy

z z

Gλ1

Gλ2

0 0

Gλ1

Gλ2

Gλ3

■射影行列

任意の点 x ∈ Cn の Gλ1 , . . . , Gλr への射影 P1x, . . . , Prx を考える． ここで，P1, . . . , Pr は次を満たす n×n
行列：　

2



x

y

z Gλ1

Gλ2

0

bx

b

b

P2x

P1x

(a) P 2
i = Pi, i = 1, . . . , r （射影の定義）　

(b) Pi : Cn → Gλi （Pi の値域は Gλi）

(c) PiPj = 0, i, j = 1, . . . , r, i ̸= j

(d) P1 + P2 + · · ·+ Pr = I

(a)-(d) を全て満たす P1, . . . , Pr は 一意的に存在する．

■射影行列の性質

定理：性質 (1)

j = 1, . . . , r に対して，自然数 ℓj ∈ [1,mj ] が存在して

(A− λjI)ℓj−1Pj ̸= O, (A− λjI)ℓjPj = O.

3



証明 : (A − λjI)
mj Pjx︸︷︷︸

∈Gλj

= 0 ∀x より (A − λjI)
mjPj = O あとは，順番に (A −

λjI)
mj−1Pj , . . . , (A− λjI)0Pj を見ていけばよい

定理：性質 (2)

(1) の ℓj に対して，φを以下のようにおくと，φ(A) = O.

φ(λ) = (λ− λ1)ℓ1 · · · (λ− λr)ℓr （最小多項式）

証明 : φ(A) = φ(A)(P1 + · · · + Pr), φ(A)Pj = O, j = 1, . . . , r. 注： Φ(A) = O は Hamilton-Cayley

の定理

■射影行列の性質

定理：性質 (3)

j = 1, . . . , r に対して，

Pj = hj(A)(A− λ1I)ℓ1 · · · (A− λj−1I)
ℓj−1(A− λj+1I)

ℓj+1 · · · (A− λrI)ℓr .

ただし，hj(A) は分解
1

φ(λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)ℓ1
+ · · ·+ hr(λ)

(λ− λr)ℓr
(1)

により一意的に決まる（高々 (ℓj − 1)-次多項式）．

証明 : (1)に φ(λ)をかけると，

1 = h1(λ)g1(λ) + · · ·+ hr(λ)gr(λ)

ただし， gj(λ) = (λ− λ1)ℓ1 · · · (λ− λj−1)
ℓj−1(λ− λj+1)

ℓj+1 · · · (λ− λr)ℓr

■射影行列の性質

証明 : (1)に φ(λ)をかけると，

1 = h1(λ)g1(λ) + · · ·+ hr(λ)gr(λ)

ただし， gj(λ) = (λ− λ1)ℓ1 · · · (λ− λj−1)
ℓj−1(λ− λj+1)

ℓj+1 · · · (λ− λr)ℓr

λ に A を代入して，両辺に任意の x ∈ Cn をかけると

x = h1(A)g1(A)x+ · · ·+ hr(A)gr(A)x

一方 x = P1x+ · · ·+ Prx

ここで，(A− λjI)ℓjhj(A)gj(A)x = hj(A)φ(A)x = 0 より

hj(A)gj(A)x ∈ Gλj .

直和分解の一意性より Pj = hj(A)gj(A) j = 1, . . . , r.
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■射影行列の性質

定理 (4)：一般スペクトル分解・ジョルダン分解
A = λ1P1 + · · ·+ λrPr +N

ただし，N は冪零（mがあって，Nm = O）で，Aと Pj は可換．

証明 :

N = A− λ1P1 − · · · − λrPr
= A(P1 + · · ·+ Pr)− λ1P1 − · · · − λrPr
= (A− λ1I)P1 + · · ·+ (A− λrI)Pr

に対して直接，確かめる．

■射影行列の性質

定理 (5)

次が同値である：

(i) A は対角化可能

(ii) A = λ1P1 + · · ·+ λrPr . . . スペクトル分解

(iii) Gλj = {x ∈ Cn; (A− λjI)x = 0}
(iv) φ(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λr)

このとき，

Pj =
(A− λ1I) · · · (A− λj−1I)(A− λj+1I) · · · (A− λrI)
(λj − λ1) · · · (λj − λj−1)(λj − λj+1) · · · (λj − λr)

, j = 1, . . . , r

例えば，Aが実対称行列のとき，または φが単根のみもつとき．

■射影行列による行列の指数関数

定理

etA =

r∑
j=1

eλjt
{
I +

t

1!
(A− λjI) + · · ·+

tmj−1

(mj − 1)!
(A− λjI)mj−1

}
Pj (2)

注意：

• tの冪乗は本当は ℓj − 1まででよいが，ℓj を求めるのが面倒だから，mj − 1を用いている．

• A が対角化可能なとき：　 etA = eλ1tP1 + · · ·+ eλrtPr

証明 : etA = etA(P1 + · · ·+ Pr)

etAPj = et(A−λjI)+tλjIPj = etλjI︸ ︷︷ ︸
=eλjtI

et(A−λjI)Pj︸ ︷︷ ︸
=
∑∞
k=0

tk

k! (A−λjI)kPj=
∑ℓj−1

k=0
tk

k! (A−λjI)kPj

■例：

(
1 3

2 2

)
λ2 − 3λ+ 4 = 0, λ1 = −1, λ2 = 4 単根 ⇒ 対角化可能
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P1 =
A− λ2I
λ1 − λ2

=
1

5

(
3 −3
−2 2

)
, P2 =

A− λ1I
λ2 − λ1

=
1

5

(
2 3
2 3

)

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2 =
1

5

(
3e−t + 2e4t −3e−t + 3e4t

−2e−t + 2e4t 2e−t + 3e4t

)

■例：

 1 0 1

−1 2 1

1 −1 1


det(A− λI) = (1− λ)

(
λ2 − 3λ+ 2

)
, Φ(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)

λ1 = 1 (m1 = 2), λ2 = 2 (m2 = 1): これで対角化可能かわからない

1

Φ(λ)
=

1

(λ− 1)2(λ− 2)
=

−λ

(λ− 1)2
+

1

λ− 2

1 = −λ︸︷︷︸
h1

· (λ− 2)︸ ︷︷ ︸
g1

+ 1︸︷︷︸
h2

· (λ− 1)2︸ ︷︷ ︸
g2

P1 = h1(A)g1(A) = −A(A− 2I) =

 0 1 0
0 1 0
−1 1 1


P2 = h2(A)g2(A) = (A− I)2 =

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0



■例：

 1 0 1

−1 2 1

1 −1 1


P1 = h1(A)g1(A) = −A(A− 2I) =

 0 1 0
0 1 0
−1 1 1


P2 = h2(A)g2(A) = (A− I)2 =

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0



etA = eλ1t

(
I +

t

1!
(A− λ1I)

)
P1 + eλ2tP2

= et


1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ t

 0 0 1
−1 1 1
1 −1 0


︸ ︷︷ ︸

M1


 0 1 0

0 1 0
−1 1 1


︸ ︷︷ ︸

P1

+e2t

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0



M1P1 ̸= O なので，A は対角化可能ではない．
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定数係数連立 1階線型ODE

(∗)


x ′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x ′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x ′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01 , . . . , xn(t0) = x0n

(∗)
{

x ′ = Ax
x(t0) = x0 ただし， x =

x1
...
xn

 .

前回は行列の指数関数を用いて解いた

今回は射影行列の方法で解く（行列のスペクトル分解）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 2 / 15



定数係数連立 1階線型ODE

(∗)


x ′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x ′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x ′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01 , . . . , xn(t0) = x0n

(∗)
{

x ′ = Ax
x(t0) = x0 ただし， x =

x1
...
xn

 .

前回は行列の指数関数を用いて解いた

今回は射影行列の方法で解く（行列のスペクトル分解）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 2 / 15



定数係数連立 1階線型ODE

(∗)


x ′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x ′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x ′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01 , . . . , xn(t0) = x0n

(∗)
{

x ′ = Ax
x(t0) = x0 ただし， x =

x1
...
xn

 .

前回は行列の指数関数を用いて解いた

今回は射影行列の方法で解く（行列のスペクトル分解）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 2 / 15



定数係数連立 1階線型ODE

(∗)


x ′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
x ′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x ′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

(IV) 初期条件： x1(t0) = x01 , . . . , xn(t0) = x0n

(∗)
{

x ′ = Ax
x(t0) = x0 ただし， x =

x1
...
xn

 .

前回は行列の指数関数を用いて解いた

今回は射影行列の方法で解く（行列のスペクトル分解）

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 2 / 15



線形代数のおさらい

A . . . n × n 行列

A の固有値 Ax = λ︸︷︷︸
固有値

x︸︷︷︸
固有ベクトル

, x ̸= 0

(A− λI )x = 0 とも書けるので，λ は

Φ(λ) = det(A− λI ) = 0

という多項式の根である．

Φ の根（とその重複度）を λ1(m1), . . . , λr (mr ) とする．

Φ(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr )mr
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Φ の根（とその重複度）を λ1(m1), . . . , λr (mr ) とする．

Φ(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λr )mr
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一般固有空間

λi の一般（広義）固有空間：

Gλi = {x ∈ Cn; (A− λi I )mix = 0}

Gλi に λi に対する固有ベクトルが含まれる

Gλi は線型部分空間である

Gλi の次元は mi

つぎが成り立つ：

Cn = Gλ1 ⊕ Gλ2 ⊕ · · · ⊕ Gλr

ここで，⊕ は直和 を意味する．すなわち，V ,W が二つの部分空間
のとき，S = V ⊕W とは

▶ V ∩W = {0}
▶ S = {v + w ; v ∈ V , w ∈W }
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一般固有空間：例

n = 3 のとき

x x

yy

z z

Gλ1

Gλ2

0 0

Gλ1

Gλ2

Gλ3
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射影行列

任意の点 x ∈ Cn の Gλ1 , . . . ,Gλr への射影 P1x , . . . ,Prx を考える．
ここで，P1, . . . ,Pr は次を満たす n × n 行列：　

x

y

z Gλ1

Gλ2

0

bx

b

b

P2x

P1x

(a) P2
i = Pi , i = 1, . . . , r （射影の
定義）　

(b) Pi : Cn → Gλi （Pi の値域は Gλi）

(c) PiPj = 0, i , j = 1, . . . , r , i ̸= j

(d) P1 + P2 + · · ·+ Pr = I

(a)-(d) を全て満たす P1, . . . ,Pr は
一意的に存在する．
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射影行列の性質

定理：性質 (1)

j = 1, . . . , r に対して，自然数 ℓj ∈ [1,mj ] が存在して

(A− λj I )ℓj−1Pj ̸= O, (A− λj I )ℓjPj = O.

証明 : (A− λj I )mj Pjx︸︷︷︸
∈Gλj

= 0 ∀x より (A− λj I )mjPj = O

あとは，順番に (A− λj I )mj−1Pj , . . . , (A− λj I )0Pj を見ていけばよい

定理：性質 (2)

(1) の ℓj に対して，φを以下のようにおくと，φ(A) = O.

φ(λ) = (λ− λ1)ℓ1 · · · (λ− λr )ℓr （最小多項式）

証明 : φ(A) = φ(A)(P1 + · · ·+ Pr ), φ(A)Pj = O, j = 1, . . . , r .
注： Φ(A) = O は Hamilton-Cayley の定理
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射影行列の性質

定理：性質 (3)

j = 1, . . . , r に対して，

Pj = hj(A)(A− λ1I )ℓ1 · · · (A− λj−1I )
ℓj−1(A− λj+1I )

ℓj+1 · · · (A− λr I )ℓr .

ただし，hj(A) は分解

1

φ(λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)ℓ1
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射影行列の性質

証明 : (1)に φ(λ)をかけると，

1 = h1(λ)g1(λ) + · · ·+ hr (λ)gr (λ)

ただし， gj(λ) = (λ− λ1)ℓ1 · · · (λ− λj−1)
ℓj−1(λ− λj+1)

ℓj+1 · · · (λ− λr )ℓr

λ に A を代入して，両辺に任意の x ∈ Cn をかけると

x = h1(A)g1(A)x + · · ·+ hr (A)gr (A)x

一方 x = P1x + · · ·+ Prx

ここで，(A− λj I )ℓjhj(A)gj(A)x = hj(A)φ(A)x = 0 より

hj(A)gj(A)x ∈ Gλj .

直和分解の一意性より Pj = hj(A)gj(A) j = 1, . . . , r .
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射影行列の性質

定理 (4)：一般スペクトル分解・ジョルダン分解

A = λ1P1 + · · ·+ λrPr + N

ただし，N は冪零（mがあって，Nm = O）で，Aと Pj は可換．

証明 :

N = A− λ1P1 − · · · − λrPr

= A(P1 + · · ·+ Pr )− λ1P1 − · · · − λrPr

= (A− λ1I )P1 + · · ·+ (A− λr I )Pr

に対して直接，確かめる．
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射影行列の性質

定理 (5)

次が同値である：

(i) A は対角化可能

(ii) A = λ1P1 + · · ·+ λrPr . . . スペクトル分解

(iii) Gλj = {x ∈ Cn; (A− λj I )x = 0}
(iv) φ(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λr )

このとき，

Pj =
(A− λ1I ) · · · (A− λj−1I )(A− λj+1I ) · · · (A− λr I )
(λj − λ1) · · · (λj − λj−1)(λj − λj+1) · · · (λj − λr )

, j = 1, . . . , r

例えば，Aが実対称行列のとき，または φが単根のみもつとき．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 11 / 15



射影行列の性質

定理 (5)

次が同値である：

(i) A は対角化可能

(ii) A = λ1P1 + · · ·+ λrPr . . . スペクトル分解

(iii) Gλj = {x ∈ Cn; (A− λj I )x = 0}
(iv) φ(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λr )

このとき，

Pj =
(A− λ1I ) · · · (A− λj−1I )(A− λj+1I ) · · · (A− λr I )
(λj − λ1) · · · (λj − λj−1)(λj − λj+1) · · · (λj − λr )

, j = 1, . . . , r

例えば，Aが実対称行列のとき，または φが単根のみもつとき．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (8 回目) 2020 年 6 月 3 日 11 / 15



射影行列による行列の指数関数

定理

etA =
r∑

j=1

eλj t
{
I +

t

1!
(A− λj I ) + · · ·+

tmj−1

(mj − 1)!
(A− λj I )mj−1

}
Pj

(2)

注意：

t の冪乗は本当は ℓj − 1まででよいが，ℓj を求めるのが面倒だから，
mj − 1を用いている．

A が対角化可能なとき：　 etA = eλ1tP1 + · · ·+ eλr tPr

証明 : etA = etA(P1 + · · ·+ Pr )

etAPj = et(A−λj I )+tλj IPj = etλj I︸︷︷︸
=e

λj t I

et(A−λj I )Pj︸ ︷︷ ︸
=
∑∞

k=0
tk

k!
(A−λj I )kPj=

∑ℓj−1

k=0
tk

k!
(A−λj I )kPj
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例：
(
1 3
2 2

)
λ2 − 3λ+ 4 = 0, λ1 = −1, λ2 = 4 単根 ⇒ 対角化可能

P1 =
A− λ2I
λ1 − λ2

=
1

5

(
3 −3
−2 2

)
, P2 =

A− λ1I
λ2 − λ1

=
1

5

(
2 3
2 3

)

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2 =
1

5

(
3e−t + 2e4t −3e−t + 3e4t

−2e−t + 2e4t 2e−t + 3e4t

)
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例：
 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1



det(A− λI ) = (1− λ)
(
λ2 − 3λ+ 2

)
, Φ(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)

λ1 = 1 (m1 = 2), λ2 = 2 (m2 = 1): これで対角化可能かわからない

1

Φ(λ)
=

1

(λ− 1)2(λ− 2)
=

−λ
(λ− 1)2

+
1

λ− 2

1 = −λ︸︷︷︸
h1

· (λ− 2)︸ ︷︷ ︸
g1

+ 1︸︷︷︸
h2

· (λ− 1)2︸ ︷︷ ︸
g2

P1 = h1(A)g1(A) = −A(A− 2I ) =

 0 1 0
0 1 0
−1 1 1


P2 = h2(A)g2(A) = (A− I )2 =

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0


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1 −1 0
0 0 0
1 −1 0
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例：
 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1
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0 1 0
−1 1 1


P2 = h2(A)g2(A) = (A− I )2 =

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0



etA = eλ1t
(
I +

t

1!
(A− λ1I )

)
P1 + eλ2tP2

= et


1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ t

 0 0 1
−1 1 1
1 −1 0


︸ ︷︷ ︸

M1


 0 1 0

0 1 0
−1 1 1


︸ ︷︷ ︸

P1

+e2t

1 −1 0
0 0 0
1 −1 0



M1P1 ̸= O なので，A は対角化可能ではない．
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微分積分学続論 II： 第 9回

Karel Svadlenka

2020年 6月 10日

■ODEの解軌道

dx

dt
= f(t,x), x ∈ Rn = 連立 ODE


x′1 = f1(t, x1, . . . , xn)

...
x′n = fn(t, x1, . . . , xn)

解軌道　＝ {x(t) ∈ Rn; t ≥ t0} Rn = 相空間

次の ODEで詳しく見る： {
x′ = ax+ by
y′ = cx+ dy

, x =

(
x
y

)
(
x′

y′

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
= A

(
x
y

)
, x(0) = x0

1



b

b

x(t0)

x(t′
0
)

x2

x1

■ODEの解軌道

4つの場合に分ける：

(i) Aは異なる実固有値をもつ

(ii) Aは 2重固有値をもち，対角化可能

(iii) Aは 2重固有値をもち，対角化不可能

(iv) Aは複素の固有値をもつ

■射影行列：復習

定理

etA =

r∑
j=1

eλjt
{
I +

t

1!
(A− λjI) + · · ·+

tmj−1

(mj − 1)!
(A− λjI)mj−1

}
Pj

2× 2 行列のとき，

etA =

r∑
j=1

eλjt {I + t(A− λjI)}Pj , r = 1 or 2.

2つの異なる固有値のとき，

P1 =
A− λ2I
λ1 − λ2

, P2 =
A− λ1I
λ2 − λ1

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2

2



■(i) Aは異なる実固有値をもつ

解：x(t) = etAx0 =
(
eλ1tP1 + eλ2tP2

)
x0 = eλ1tP1x0 + eλ2tP2x0 Pix0 ∈ Gλi （λi に対する固有ベクトル）

b

b

b

x(t)

Gλ1

Gλ2

x1

x2

b
0

η = eλ2t|P2x0|

ξ = eλ1t|P1x0|

P1x0, P2x0 の向きを 斜交座標軸にとる：

ξ = ±eλ1t|P1x0|
η = ±eλ2t|P2x0|

より

η = Cξ
λ2
λ1

原点は 平衡点 ：x(t) = 0 は解である．

■(i) Aは異なる実固有値をもつ： ξ = C1e
λ1t, η = C2e

λ2t

λ1, λ2 > 0：不安定結節点

3



t → ∞ のとき， |x(t)| → ∞

λ1, λ2 < 0：安定結節点

4



t → ∞ のとき， |x(t)| → 0

λ1 < 0, λ2 > 0：鞍状点

5



t → ∞ のとき， |x(t)| → ∞ Gλ2 に 漸近する

λ1 = 0, λ2 > 0

6



ξ = C に沿って |x(t)| → ∞，Gλ1 上の点は全て不安定な平衡点

■(ii) Aは 2重固有値をもち，対角化可能

A = T

(
λ 0
0 λ

)
T−1 =

(
λ 0
0 λ

)
= λI

7



b
x0

λ > 0

解：x(t) = eλtx0

• λ < 0 のとき，原点は安定な平衡点

• λ > 0 のとき，原点は不安定な平衡点

■(iii) Aは 2重固有値をもち，対角化不可能

解：x(t) = eλt (I + t(A− λI))x0 = eλtx0+te
λt (A− λI)x0︸ ︷︷ ︸

x1

x1 の向きは x0 に寄らず決まる（(A−λI)x1 = 0

より）．

8



b
x1

b

λ < 0

原点：λ > 0 . . . 不安定，λ < 0 . . . 安定
x0 を固定する．

ξ = ±eλt|x0|
η = ±teλt|x1|

より η =
1

λ
log

ξ

|x0|
· ξ

|x0|
|x1|

b

b

x(t)

x1

x2

b
0 η

ξ

b

b

b
x0

x1

9



■(iv) Aは複素の固有値をもつ

λ1,2 = α± iβ，このとき，P2 = P 1（共役） P1 = Q+ iRとすると，Q = 1
2 (P1 + P 1) =

1
2 (P1 + P2) =

1
2I.

解： etAx0 = (eλ1tP1 + eλ2tP2)x0

= eαt((cosβt+ i sinβt)(Q+ iR)

+(cosβt− i sinβt)(Q− iR))x0

= 2eαt (cosβtQ− sinβtR)x0

= eαt cosβtx0 − eαt sinβt 2Rx0︸ ︷︷ ︸
x1

x0,x1 の向きを斜交座標軸にとると，

ξ = ±eαt cosβt|x0|
η = ±eαt sinβt|x1|

より，対数螺旋．

■(iv) Aは複素の固有値をもつ

ξ = C1e
αt cosβt, η = C2e

αt sinβt
α ̸= 0：渦状点

b

λ < 0

軌道は対数螺旋 α > 0のとき，不安定な渦状点 α < 0のとき，安定な渦状点

α = 0：渦心点

10



b

軌道は楕円 ⇒ 周期的な運動

■まとめ：原点の安定性

固有値の実部は

• すべて > 0 ⇒ 不安定

• すべて < 0 ⇒ 安定

• 0 のものがある ⇒ 他の平衡点があるか，周期解がある

安定性の定義

平衡点 xs は

• 安定であるとは，
∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x(0)− xs| ≤ δ ⇒ |x(t)− xs| ≤ ε

• 漸近安定であるとは，
∃δ > 0 : |x(0)− xs| ≤ δ ⇒ lim

t→∞
|x(t)− xs| = 0

11
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ODEの解軌道

dx
dt

= f (t, x), x ∈ Rn = 連立ODE


x ′1 = f1(t, x1, . . . , xn)

...
x ′n = fn(t, x1, . . . , xn)

解軌道　＝ {x(t) ∈ Rn; t ≥ t0}
Rn = 相空間

次のODEで詳しく見る：{
x ′ = ax + by
y ′ = cx + dy

, x =

(
x
y

)
(
x ′

y ′

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
= A

(
x
y

)
, x(0) = x0

b

b

x(t0)

x(t′
0
)

x2

x1
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射影行列：復習

定理

etA =
r∑

j=1

eλj t
{
I +

t

1!
(A− λj I ) + · · ·+

tmj−1

(mj − 1)!
(A− λj I )mj−1

}
Pj

2× 2 行列のとき，

etA =
r∑

j=1

eλj t {I + t(A− λj I )}Pj , r = 1 or 2.

2つの異なる固有値のとき，

P1 =
A− λ2I
λ1 − λ2

, P2 =
A− λ1I
λ2 − λ1

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2
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(i) Aは異なる実固有値をもつ

解：x(t) = etAx0 =
(
eλ1tP1 + eλ2tP2

)
x0 = eλ1tP1x0 + eλ2tP2x0

Pix0 ∈ Gλi （λi に対する固有ベクトル）

b

b

b

x(t)

Gλ1

Gλ2

x1

x2

b
0

η = eλ2t|P2x0|

ξ = eλ1t|P1x0|
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(i) Aは異なる実固有値をもつ： ξ = C1eλ1t , η = C2eλ2t

λ1, λ2 > 0：不安定結節点

t →∞
のとき，
|x(t)| → ∞

λ1, λ2 < 0：安定結節点

t →∞
のとき，
|x(t)| → 0

λ1 < 0, λ2 > 0：鞍状点

t →∞
のとき，
|x(t)| → ∞
Gλ2 に
漸近する

λ1 = 0, λ2 > 0

ξ = C

に沿って

|x(t)| → ∞，
Gλ1

上の点は

全て不安定な

平衡点
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(ii) Aは 2重固有値をもち，対角化可能

A = T

(
λ 0
0 λ

)
T−1 =

(
λ 0
0 λ

)
= λI

b
x0

λ > 0

解：x(t) = eλtx0

λ < 0 のとき，原点は安定な
平衡点

λ > 0 のとき，原点は不安定
な平衡点
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(iii) Aは 2重固有値をもち，対角化不可能
解：x(t) = eλt (I + t(A− λI )) x0 = eλtx0 + teλt (A− λI )x0︸ ︷︷ ︸

x1

x1 の向きは x0 に寄らず決まる（(A− λI )x1 = 0より）．

b
x1

b

λ < 0

原点：λ > 0 . . . 不安定，λ < 0 . . . 安定

x0 を固定する．

ξ = ±eλt |x0|
η = ±teλt |x1|

より η =
1

λ
log

ξ

|x0|
· ξ

|x0|
|x1|

b

b

x(t)

x1

x2

b
0 η

ξ

b

b

b
x0

x1
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(iv) Aは複素の固有値をもつ
λ1,2 = α± iβ，このとき，P2 = P1（共役）
P1 = Q + iR とすると，Q = 1

2(P1 + P1) =
1
2(P1 + P2) =

1
2 I .

解： etAx0 = (eλ1tP1 + eλ2tP2)x0

= eαt((cosβt + i sinβt)(Q + iR)

+(cosβt − i sinβt)(Q − iR))x0

= 2eαt (cosβtQ − sinβtR) x0

= eαt cosβtx0 − eαt sinβt 2Rx0︸ ︷︷ ︸
x1

x0, x1の向きを斜交座標軸にとると，

ξ = ±eαt cosβt|x0|
η = ±eαt sinβt|x1|

より，対数螺旋．
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(iv) Aは複素の固有値をもつ
ξ = C1e

αt cosβt, η = C2e
αt sinβt

α ̸= 0：渦状点

b

λ < 0

軌道は対数螺旋
α > 0のとき，不安定な渦状点
α < 0のとき，安定な渦状点

α = 0：渦心点

b

軌道は楕円 ⇒ 周期的な運動
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まとめ：原点の安定性

固有値の実部は

すべて > 0 ⇒ 不安定

すべて < 0 ⇒ 安定

0 のものがある ⇒ 他の平衡点があるか，周期解がある

安定性の定義
平衡点 x s は

安定であるとは，

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x(0)− x s | ≤ δ ⇒ |x(t)− x s | ≤ ε

漸近安定であるとは，

∃δ > 0 : |x(0)− x s | ≤ δ ⇒ lim
t→∞

|x(t)− x s | = 0
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微分積分学続論 II： 第 10回

Karel Svadlenka

2020年 6月 17日

■一般の線型連立 ODEの解の性質
x′1(t) = a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn
x′2(t) = a21(t)x1 + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn

...
x′n(t) = an1(t)x1 + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn

斉次方程式： x′(t) = A(t)x(t) (1)

非斉次方程式： x′(t) = A(t)x(t) + b(t) (2)

A(t), b(t)が開区間 Kで連続ならば，x(t0) = x0, t0 ∈ Kを満たす (1)または (2)の解が Kでただ一つ存在する．

• Aは n× n行列，区間 t ∈ Kで考える，t0 ∈ K
• 例： {

x′(t) = etx(t)− y(t)
y′(t) = 2x(t) + sin(t2)y(t)

■一般の線型連立 ODEの解の性質

定理 1

非斉次 ODE(2)の一般解（すなわち，全ての解）x(t) は，非斉次 ODE(2)の一つの解 xp(t)と斉次 ODE(1)の

一般解X(t)の和で表される：
x(t) = xp(t) +X(t).

証明 ：xp(t)を一つとる．x1(t)が非斉次 ODE(2)の解ならば，

x′
1(t) = A(t)x1(t) + b(t)

x′
p(t) = A(t)xp(t) + b(t)

差 x′
1 − x′

p = A(t)(x1 − xp)

つまり，x1(t)− xp(t)は斉次 ODE(1)の解となる．よって，

x1(t) = x1(t)− xp(t)︸ ︷︷ ︸
X(t) に含まれる関数

+xp(t).

■一般の線型連立 ODEの解の性質

定理 2

斉次 ODE(1)の全ての解の集合は次元 nの線型空間である．

証明 ：

1



• 線型空間である：2つの解 x1,x2 に対して，αx1 + βx2 も解であることを確かめればよい（α, β ∈ R）．
• 次元が nである

– n個の 1次独立な解がある ：Rn の任意の基底 x0
1,x

0
2, . . . ,x

0
n をとり，

x′ = Ax, x(t0) = x0
i

の解を xiとする（ただ一つ存在）． この {xi}ni=1は 1次独立：

n∑
i=1

αixi(t) = 0 ∀t ∈ K ⇒
n∑
i=1

αixi(t0) = 0 ⇒
n∑
i=1

αix
0
i = 0 ⇒ αi = 0 ∀i

– この解 {xi}ni=1 は基底である

■一般の線型連立 ODEの解の性質

• 次元が nである

– n個の 1次独立な解がある

– この解 {xi}ni=1 は基底である： 斉次 ODE(1)の任意の解 x(t)に対して {βi}ni=1 があって，

x(t0) =

n∑
i=1

βix
0
i∑n

i=1 βixi(t)は斉次 ODE(1)の解で，
∑n
i=1 βixi(t0) = x(t0)を満たす． 解の一意性より，

x(t) =

n∑
i=1

βixi(t)

と展開できた．

■基本行列

定義（基本行列）

斉次 ODE(1)の n個の 1次独立な解を列にもつ行列を 基本行列 （fundamental matrix）という:

V (t) = (x1(t) x2(t) . . . xn(t)) .

注： x0
i = ei =

(
0 . . . 1 . . . 0

)T
とすれば，斉次 ODE(1) & x(t0) = x0

i の解 xi が存在し，{xi}ni=1 は

1次独立である． よって，基本行列は少なくとも 1つ存在する．

■基本行列

定理 3

基本行列 V (t)は全ての t ∈ Kで正則である．

証明 ：もし V (t0)が正則でない t0 ∈ Kがあれば，V (t0)の列 x0
i に対して

∑n
i=1 βix

0
i = 0が成り立つような

βi がある．関数 xi(t)を x′ = Ax, x(t0) = x0
i の唯一の解とすれば，解の一意性よりこれらは V (t)の列である．

一方，x(t) =
∑n
i=1 βixi(t)という関数も解であるが，x(t0) = 0を満たすので，解の一意性より恒等的にゼロと

いう定数関数になる．つまり，V (t)の列が 1次従属であるという矛盾を得る．

定理 4

x(t)が斉次 ODE(1)の任意の解ならば，α ∈ Rn があって，

x(t) = V (t)α.

証明 ：定理 2と同様：好きな t = t0 ∈ K で αを x(t0) = V (t0)αより決めて，一意性より全ての tについて

x(t) = V (t)αが成り立つ．
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■ロンスキー行列式

定義（ロンスキー行列式）

基本行列の行列式を ロンスキー行列式 とよぶ：

η(t) = detV (t).

注：V が基本行列でなくても（すなわち，V の列が解であるが 1次独立ではない場合でも），定義できる．

定理 5

V の列が ODE x′ = A(t)x の解ならば，

η(t) = η(t0)e
∫ t
t0

∑n
k=1 akk(τ) dτ ∀t ∈ K.

注：
∑n
k=1 akk(t)は A(t)の跡（トレース）で，Aの固有値の和に等しいので，相似変換に対して不変である．

■ロンスキー行列式

定理 5

V の列が ODE x′ = A(t)x の解ならば，

η(t) = η(t0)e
∫ t
t0

∑n
k=1 akk(τ) dτ ∀t ∈ K.

証明 ：

V (t) = (x1(t) . . .xn(t)) =

x11(t) . . . xn1(t)
...

...
x1n(t) . . . xnn(t)


とすると，

η′(t) =

n∑
k=1

detVk(t), Vk(t) =



x11(t) . . . xn1(t)
...

...
x′1k(t) . . . x′nk(t)

...
...

x1n(t) . . . xnn(t)

 ← k 行目

■ロンスキー行列式

x′
i = Axiより，x

′
ik(t) =

n∑
m=1

akm(t)xim(t)

detVk(t) = det



x11(t) . . . xn1(t)

.

.

.
.
.
.∑

akmx1m . . .
∑
akmxnm

.

.

.
.
.
.

x1n(t) . . . xnn(t)


= det



x11(t) . . . xn1(t)

.

.

.
.
.
.

akkx1k . . . akkxnk
.
.
.

.

.

.
x1n(t) . . . xnn(t)


= akk detV = akkη

よって，

η′(t) = η(t)

(
n∑
k=1

akk(t)

)
⇒ 解けば，定理の式を得る
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■ロンスキー行列式

系

{xi}i=1,...,n が 1次独立でなければ，η ≡ 0 in K.

注：一般には（すなわち，V の列が ODEの解でなければ）逆は成立しない！ 例：x1(t) = t2, x2(t) = |t|tは 1

次独立であるが， ∣∣∣∣x1 x2
x′1 x′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣t2 |t|t
2t 2|t|

∣∣∣∣ = 0 ∀t

しかし，{xi}が斉次 ODE (1)の解ならば，次が言える：

t0 ∈ Kがあって，η(t0) = 0ならば，{xi(t)}i は Kにおいて 1次従属である．

証明：α ̸= 0があって，
∑
αixi(t0) = 0と仮定して，x(t) =

∑
αixi(t)は x′ = Ax, x(t0) = 0を満たすので，

解の一意性より x(t) ≡ 0 in K.

■ロンスキー行列式

まとめ

{xi}ni=1 が斉次 ODE (1) の解ならば，

• η(t) ≡ 0 in K ⇒ {xi} は 1次従属

• η(t) ̸= 0 ∀t ∈ K ⇒ {xi} は 1次独立

という 2つの場合しかない．

■基本行列

注：U(t) = (u1(t) · · ·un(t)) が C1 級の行列関数ならば

U ′(t) = A(t)U(t) ⇔ ui(t) が斉次 ODEの解 i = 1, . . . , n

定理 6

U(t)が斉次 ODE (1) の基本行列であることは次の条件と同値である：

(i) U ′(t) は連続

(ii) U ′(t) = A(t)U(t)

(iii) t ∈ K があって，U(t) は正則である

■基本行列

定理 7

(a) V (t)が斉次 ODE (1)の基本行列で C ∈ Rn×n 正則ならば，V (t)C も (1)の基本行列である．

(b) U(t), V (t)が (1)の基本行列ならば，正則な C ∈ Rn×n が存在して，U(t) = V (t)C.

証明 ：

(a) (V (t)C)′ = A(t)V (t)C, det(V C) = detV · detC ̸= 0

4



(b) U(t0), V (t0)正則より C = V −1(t0)U(t0)正則　 Z(t) = V (t)C − U(t) とおくと，

Z ′ = AZ, Z(t0) = O

したがって，Z = O in K.

■非斉次方程式について

• 全ての解は

x(t) = V (t)

(
c+

∫ t

t0

V −1(τ)b(τ) dτ

)
, c ∈ Rn

と書ける．

• 定数変化法を用いて解ける．

5
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一般の線型連立ODEの解の性質
x ′1(t) = a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn
x ′2(t) = a21(t)x1 + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn

...
x ′n(t) = an1(t)x1 + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn

斉次方程式： x ′(t) = A(t)x(t) (1)

非斉次方程式： x ′(t) = A(t)x(t) + b(t) (2)

A(t),b(t)が開区間Kで連続ならば，x(t0) = x0, t0 ∈ Kを満たす (1)ま
たは (2)の解がKでただ一つ存在する．

Aは n × n行列，区間 t ∈ Kで考える，t0 ∈ K
例： {

x ′(t) = etx(t)− y(t)
y ′(t) = 2x(t) + sin(t2)y(t)
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一般の線型連立ODEの解の性質
定理 1

非斉次ODE(2)の一般解（すなわち，全ての解）x(t) は，非斉次ODE(2)
の一つの解 xp(t)と斉次ODE(1)の一般解X (t)の和で表される：

x(t) = xp(t) + X (t).

証明：xp(t)を一つとる．x1(t)が非斉次ODE(2)の解ならば，

x ′
1(t) = A(t)x1(t) + b(t)

x ′
p(t) = A(t)xp(t) + b(t)

差 x ′
1 − x ′

p = A(t)(x1 − xp)

つまり，x1(t)− xp(t)は斉次ODE(1)の解となる．よって，

x1(t) = x1(t)− xp(t)︸ ︷︷ ︸
X (t) に含まれる関数

+xp(t).
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一般の線型連立ODEの解の性質

定理 2

斉次ODE(1)の全ての解の集合は次元 nの線型空間である．

証明：

線型空間である：2つの解 x1, x2に対して，αx1 + βx2も解であるこ
とを確かめればよい（α, β ∈ R）．
次元が nである

▶ n個の 1次独立な解がある ：Rn の任意の基底 x0
1, x0

2, . . . , x0
n をとり，

x ′ = Ax , x(t0) = x0
i

の解を x i とする（ただ一つ存在）．
この {x i}ni=1 は 1次独立：

n∑
i=1

αix i (t) = 0 ∀t ∈ K ⇒
n∑

i=1

αix i (t0) = 0 ⇒
n∑

i=1

αix0
i = 0 ⇒ αi = 0 ∀i

▶ この解 {x i}ni=1 は基底である
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一般の線型連立ODEの解の性質

次元が nである
▶ n個の 1次独立な解がある
▶ この解 {x i}ni=1 は基底である：
斉次 ODE(1)の任意の解 x(t)に対して {βi}ni=1 があって，

x(t0) =
n∑

i=1

βix0
i

∑n
i=1 βix i (t)は斉次 ODE(1)の解で，

∑n
i=1 βix i (t0) = x(t0)を満たす．

解の一意性より，

x(t) =
n∑

i=1

βix i (t)

と展開できた．
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基本行列

定義（基本行列）

斉次ODE(1)の n個の 1次独立な解を列にもつ行列を基本行列
（fundamental matrix）という:

V (t) = (x1(t) x2(t) . . . xn(t)) .

注： x0
i = e i =

(
0 . . . 1 . . . 0

)T
とすれば，斉次ODE(1) &

x(t0) = x0
i の解 x i が存在し，{x i}ni=1は 1次独立である．

よって，基本行列は少なくとも 1つ存在する．
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基本行列

定理 3

基本行列 V (t)は全ての t ∈ Kで正則である．

証明：もし V (t0)が正則でない t0 ∈ Kがあれば，V (t0)の列 x0
i に対し

て
∑n

i=1 βix
0
i = 0が成り立つような βi がある．関数 x i (t)を

x ′ = Ax , x(t0) = x0
i の唯一の解とすれば，解の一意性よりこれらは V (t)

の列である．一方，x(t) =
∑n

i=1 βix i (t)という関数も解であるが，
x(t0) = 0を満たすので，解の一意性より恒等的にゼロという定数関数に
なる．つまり，V (t)の列が 1次従属であるという矛盾を得る．

定理 4

x(t)が斉次ODE(1)の任意の解ならば，α ∈ Rnがあって，

x(t) = V (t)α.

証明：定理 2と同様：好きな t = t0 ∈ Kでαを x(t0) = V (t0)αより決
めて，一意性より全ての t について x(t) = V (t)αが成り立つ．
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ロンスキー行列式

定義（ロンスキー行列式）

基本行列の行列式をロンスキー行列式とよぶ：

η(t) = detV (t).

注：V が基本行列でなくても（すなわち，V の列が解であるが 1次独立
ではない場合でも），定義できる．

定理 5

V の列がODE x ′ = A(t)x の解ならば，

η(t) = η(t0)e
∫ t
t0

∑n
k=1 akk (τ) dτ ∀t ∈ K.

注：
∑n

k=1 akk(t)は A(t)の跡（トレース）で，Aの固有値の和に等しい
ので，相似変換に対して不変である．
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ロンスキー行列式
定理 5

V の列がODE x ′ = A(t)x の解ならば，

η(t) = η(t0)e
∫ t
t0

∑n
k=1 akk (τ) dτ ∀t ∈ K.

証明：

V (t) = (x1(t) . . . xn(t)) =

x11(t) . . . xn1(t)
...

...
x1n(t) . . . xnn(t)


とすると，

η′(t) =
n∑

k=1

detVk(t), Vk(t) =


x11(t) . . . xn1(t)

...
...

x ′1k(t) . . . x ′nk(t)
...

...
x1n(t) . . . xnn(t)

 ← k 行目
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ロンスキー行列式

x ′
i = Ax i より，x ′ik(t) =

n∑
m=1

akm(t)xim(t)

detVk (t) = det



x11(t) . . . xn1(t)
...

...∑
akmx1m . . .

∑
akmxnm

...
...

x1n(t) . . . xnn(t)


= det



x11(t) . . . xn1(t)
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...
akkx1k . . . akkxnk

...
...

x1n(t) . . . xnn(t)



= akk detV = akkη

よって，

η′(t) = η(t)

(
n∑

k=1

akk(t)

)
⇒ 解けば，定理の式を得る
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ロンスキー行列式

系
{x i}i=1,...,nが 1次独立でなければ，η ≡ 0 in K.

注：一般には（すなわち，V の列がODEの解でなければ）逆は成立し
ない！
例：x1(t) = t2, x2(t) = |t|t は 1次独立であるが，∣∣∣∣x1 x2

x ′1 x ′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣t2 |t|t
2t 2|t|

∣∣∣∣ = 0 ∀t

しかし，{x i}が斉次ODE (1)の解ならば，次が言える：

t0 ∈ Kがあって，η(t0) = 0ならば，{x i (t)}i はKにおいて 1次従属で
ある．

証明：α ̸= 0があって，
∑
αix i (t0) = 0と仮定して，x(t) =

∑
αix i (t)

は x ′ = Ax , x(t0) = 0を満たすので，解の一意性より x(t) ≡ 0 in K.
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ロンスキー行列式

まとめ

{x i}ni=1 が斉次ODE (1) の解ならば，

η(t) ≡ 0 in K ⇒ {x i} は 1次従属

η(t) ̸= 0 ∀t ∈ K ⇒ {x i} は 1次独立

という 2つの場合しかない．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (10 回目) 2020 年 6 月 17 日 12 / 15



基本行列

注：U(t) = (u1(t) · · ·un(t)) が C 1 級の行列関数ならば

U ′(t) = A(t)U(t) ⇔ u i (t)が斉次ODEの解 i = 1, . . . , n

定理 6

U(t)が斉次ODE (1) の基本行列であることは次の条件と同値である：

(i) U ′(t) は連続

(ii) U ′(t) = A(t)U(t)

(iii) t ∈ K があって，U(t) は正則である
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基本行列

定理 7

(a) V (t)が斉次ODE (1)の基本行列で C ∈ Rn×n正則ならば，V (t)C も
(1)の基本行列である．

(b) U(t),V (t)が (1)の基本行列ならば，正則な C ∈ Rn×nが存在して，
U(t) = V (t)C .

証明：

(a) (V (t)C )′ = A(t)V (t)C , det(VC ) = detV · detC ̸= 0

(b) U(t0),V (t0)正則より C = V−1(t0)U(t0)正則　
Z (t) = V (t)C − U(t) とおくと，

Z ′ = AZ , Z (t0) = O

したがって，Z = O in K.
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非斉次方程式について

全ての解は

x(t) = V (t)

(
c +

∫ t

t0

V−1(τ)b(τ) dτ
)
, c ∈ Rn

と書ける．

定数変化法を用いて解ける．
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微分積分学続論 II： 第 11回

Karel Svadlenka

2020年 6月 24日

■存在と一意性の問題

(P)

{
dx
dt = f(t, x)
x(t0) = x0

(t0, x0) を長方形領域 D の内点とする．

D =
{
(t, x) ∈ R2; |t− t0| ≤ d1, |x− x0| ≤ d2

}

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x

f がある条件を満たせば，点 (t0, x0) を通る (P) の解がある区間 [t0 − δ, t0 + δ], δ > 0 で一意的に存在するこ

とを示す．

■リプシッツ条件

定義（リプシッツ条件）

f : D → Rが D 上で（xについて）リプシッツ条件を満たすとは， L > 0 があって，

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D.

十分条件

f(t, x)が D で xについて偏微分可能で，∂f
∂x が D において連続ならば，f は D でリプシッツ条件を満たす．

証明 ：L = max(t,x)∈D |∂f∂x (t, x)| とおくと，平均値の定理より，ξ ∈ (x1, x2) があり，

|f(t, x1)− f(t, x2)| =
∣∣∣∣∂f∂x (t, ξ)

∣∣∣∣ · |x1 − x2| ≤ L|x1 − x2|.

■リプシッツ条件：例

x ∈ [−1, 1] で考える．

1



f1(x) = x2 f2(x) = |x| f3(x) =
√

|x|

∂f1
∂x = 2x, [−1, 1] で連続 ⇒ 十分条件よりリプシッツ条件を満たす |f2(x1) − f2(x2)| = ||x1| − |x2|| ≤

|x1 − x2| ⇒ L = 1でリプシッツ条件を満たす x1 = x, x2 = 0とする． |f3(x)−f3(0)|
|x−0| =

√
|x|

|x| = 1√
|x|
→∞ as

x→ 0+ ⇒ リプシッツ条件を満たさない

■解の存在と一意性の定理：dx
dt = f(t, x) , x(t0) = x0

コーシーの定理

仮定 ：f(t, x) : D := [t0 − d1, t0 + d1]× [x0 − d2, x0 + d2]→ R

(A1) f は D で連続

(A2) f は D で xについてリプシッツ条件を満たす

主張：δ > 0があって（具体的に，δ = min{d1, d2M }, M = maxD |f |），初期値問題 (P) は t ∈ I := [t0−δ, t0+δ]
で解がただ一つ存在する．

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x

■証明のアイデア

(P) は次の積分方程式と同値： x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ Picardの逐次近似：

x0(t) = x0 （定数関数）

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x0(τ)) dτ

...

xn(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, xn−1(τ)) dτ

n→∞ のとき，xn(t) が (P) の解に収束することを期待する．

■逐次近似の具体例
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{
x′ = 2x

x(0) = 1
t0 = 0, x0 = 1, f(t, x) = 2x, 解：x(t) = e2t

x0(t) = x0 = 1

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x0(τ)) dτ = 1 +

∫ t

0

2x0(τ) dτ = 1 + 2t

x2(t) = 1 +

∫ t

0

2x1(τ) dτ = 1 +

∫ t

0

2(1 + 2τ) dτ = 1 + 2t+ 2t2

x3(t) = 1 +

∫ t

0

2(1 + 2τ + 2τ2) dτ = 1 + 2t+
22

2
t2 +

23

3!
t3

...

xn(t) =

n∑
k=0

(2t)k

k!
→ e2t as n→∞

■証明：ステップ 1

I = [t0 − δ, t0 + δ] とおく．

t ∈ I における xn(t) のグラフが全ての nで D に収まる．つまり，

|xn(t)− x0| ≤ d2 ∀t ∈ [t0 − δ, t0 + δ].

数学的帰納法：

• x0(t) = x0 明らか

• |xn−1(t)− x0| < d2 と仮定すると，

|xn(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, xn−1(τ)) dτ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

t0

M dτ

∣∣∣∣
=M |t− t0| ≤Mδ ≤ d2

■証明：ステップ 2

n→∞ のとき，{xn(t)} の関数列が I において ある関数 x(t) に一様収束する．{
z0(t) = x0(t) = x0
zn(t) = xn(t)− xn−1(t), n ≥ 1

と定義する

方針：xn(t) = z0(t) + z1(t) + · · ·+ zn(t) =
∑n
k=0 zk(t) この級数の一様収束を言うのに，Weierstrassの優級数

定理を適用する． {
|zk(t)| ≤ ck ∀t ∈ I, k = 0, 1, 2, . . .∑∞
k=0 ck <∞

⇒
∑∞
k=0 zk(t)は I で

絶対一様収束する

あとは |zk(t)|の評価をすればよい．

|zn+1(t)| = |xn+1(t) − xn(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

(f(τ, xn(τ)) − f(τ, xn−1(τ))) dτ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(τ, xn(τ)) − f(τ, xn−1(τ))| dτ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

L |xn(τ) − xn−1(τ)| dτ

∣∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

|zn(τ)| dτ

∣∣∣∣∣

3



■証明：ステップ 2

示したのは： |zn+1(t)| ≤ L
∣∣∣∣∫ t

t0

|zn(τ)| dτ
∣∣∣∣

|z1(t)| = |x1(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, x0) dτ

∣∣∣∣ ≤M |t− t0|
|z2(t)| ≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|z1(τ)| dτ
∣∣∣∣ ≤ LM ∣∣∣∣∫ t

t0

|τ − t0| dτ
∣∣∣∣ = LM

2
|t− t0|2

|zk(t)| ≤
Lk−1M

k!
|t− t0|k =: ck （帰納法より）

∞∑
k=1

ck =
M

L

∞∑
k=1

(L|t− t0|)k

k!
=
M

L

(
eL|t−t0| − 1

)
<∞

Weierstrassの定理より xn(t) =
∑n
k=0 zk(t) は t ∈ I において， ある関数 x(t) に一様収束する．

■証明：ステップ 3

収束先の x(t) は (P) の解である．

• xn → x 一様収束，xn 連続 ⇒ x(t) も連続

• supt∈I |f(t, xn(t))− f(t, x(t))| ≤ supt∈I L|xn(t)− x(t)| → 0 より {f(t, xn(t))} は I 上で f(t, x(t)) に一

様収束．

したがって，

xn(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, xn−1(τ)) dτ

で n→∞ をとることができて，

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ, t ∈ I.

右辺は C1-級 ⇒ 微分すると， x′(t) = f(t, x(t)).

■証明：ステップ 4

一意性を示すとき，Gronwallの補題を用いる．

Gronwallの補題

• φ(t), ψ(t), w(t)が区間 [a, b]で連続

• ψ(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b]

• w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a

ψ(τ)w(τ) dτ ∀t ∈ [a, b]

ならば，次が成立する：

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a

ψ(τ)φ(τ)e
∫ t
τ
ψ(s) ds dτ ∀t ∈ [a, b].

証明 ：v(t) =
∫ t
a
ψ(τ)w(τ) dτ とおくと，v′(t) = ψ(t)w(t). 不等式の両辺に ψ(t) ≥ 0 をかけると，

w(t)ψ(t)︸ ︷︷ ︸
v′(t)

≤ φ(t)ψ(t) + v(t)ψ(t)

4



■証明：ステップ 4

（Gronwall補題の証明の続き）
v′(t) ≤ φ(t)ψ(t) + v(t)ψ(t)

(v′(t)− v(t)ψ(t))e−
∫ t
a
ψ(s) ds︸ ︷︷ ︸

d
dt

(
v(t)e−

∫ t
a ψ(s) ds

) ≤ φ(t)ψ(t)e−
∫ t
a
ψ(s) ds

積分して（v(a) = 0），

v(t)e−
∫ t
a
ψ(s) ds ≤

∫ t

a

φ(τ)ψ(τ)e−
∫ τ
a
ψ(s) ds dτ

v(t) ≤
∫ t

a

φ(τ)ψ(τ)e
∫ t
τ
ψ(s) ds dτ

元の不等式に代入すれば，示せた．

■証明：ステップ 4（一意性）

二つの解 x(t), y(t) があるとする．

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ

y(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, y(τ)) dτ t ∈ [t0, t0 + δ]

差 |x(t)− y(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

(f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ))) dτ
∣∣∣∣

≤ L
∣∣∣∣∫ t

t0

|x(τ)− y(τ)| dτ
∣∣∣∣

• t > t0 のとき，Gronwallの補題で φ(t) = 0, ψ(t) = L,w(t) = |x(t)− y(t)|, a = t0 とすれば，

|x(t)− y(t)| ≤
∫ t

t0

0 dτ = 0 ⇒ x(t) = y(t), t > t0.

■証明：ステップ 4（一意性）

二つの解 x(t), y(t) があるとする．

|x(t)− y(t)| ≤ L
∣∣∣∣∫ t

t0

|x(τ)− y(τ)| dτ
∣∣∣∣

• t < t0 のとき，x̃(t) = x(2t0 − t), f̃(t, x) = −f(2t0 − t, x)とおくと，{
dx̃
dt = f̃(t, x̃)
x̃(t0) = x0

が成立する． この問題に対して t ∈ [t0, t0 + δ] で解の一意性を上と同じように示す． ⇒ x(t) は

t ∈ [t0 − δ, t0] で一意．

5
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存在と一意性の問題

(P)

{
dx
dt = f (t, x)
x(t0) = x0

(t0, x0) を長方形領域 D の内点とする．

D =
{
(t, x) ∈ R2; |t − t0| ≤ d1, |x − x0| ≤ d2

}

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x

f がある条件を満たせば，点 (t0, x0) を通る (P) の解がある区間
[t0 − δ, t0 + δ], δ > 0 で一意的に存在することを示す．
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リプシッツ条件

定義（リプシッツ条件）
f : D → Rが D 上で（x について）リプシッツ条件を満たすとは，
L > 0 があって，

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D.

十分条件

f (t, x)が D で x について偏微分可能で，∂f
∂x が D において連続ならば，

f は D でリプシッツ条件を満たす．

証明：L = max(t,x)∈D |∂f∂x (t, x)| とおくと，平均値の定理より，
ξ ∈ (x1, x2) があり，

|f (t, x1)− f (t, x2)| =
∣∣∣∣∂f∂x (t, ξ)

∣∣∣∣ · |x1 − x2| ≤ L|x1 − x2|.
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リプシッツ条件：例
x ∈ [−1, 1] で考える．

f1(x) = x2 f2(x) = |x| f3(x) =
√

|x|

∂f1
∂x = 2x ,
[−1, 1] で連続
⇒ 十分条件より
リプシッツ条件を
満たす

|f2(x1)− f2(x2)| =
||x1| − |x2|| ≤ |x1− x2|
⇒ L = 1で
リプシッツ条件を
満たす

x1 = x , x2 = 0とする．
|f3(x)−f3(0)|

|x−0| =

√
|x |

|x | =
1√
|x |
→∞ as x → 0+

⇒ リプシッツ条件を
満たさない
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解の存在と一意性の定理：dx
dt = f (t, x) , x(t0) = x0

コーシーの定理

仮定：f (t, x) : D := [t0 − d1, t0 + d1]× [x0 − d2, x0 + d2]→ R
(A1) f は D で連続

(A2) f は D で x についてリプシッツ条件を満たす

主張：δ > 0があって（具体的に，δ = min{d1, d2M }, M = maxD |f |），
初期値問題 (P) は t ∈ I := [t0 − δ, t0 + δ] で解がただ一つ存在する．

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x
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証明のアイデア

(P) は次の積分方程式と同値： x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x(τ)) dτ

Picardの逐次近似：

x0(t) = x0 （定数関数）

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x0(τ)) dτ

...

xn(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, xn−1(τ)) dτ

n→∞ のとき，xn(t) が (P) の解に収束することを期待する．
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xn(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, xn−1(τ)) dτ

n→∞ のとき，xn(t) が (P) の解に収束することを期待する．
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逐次近似の具体例{
x ′ = 2x
x(0) = 1

t0 = 0, x0 = 1, f (t, x) = 2x , 解：x(t) = e2t

x0(t) = x0 = 1

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x0(τ)) dτ = 1 +

∫ t

0
2x0(τ) dτ = 1 + 2t

x2(t) = 1 +

∫ t

0
2x1(τ) dτ = 1 +

∫ t

0
2(1 + 2τ) dτ = 1 + 2t + 2t2

x3(t) = 1 +

∫ t

0
2(1 + 2τ + 2τ2) dτ = 1 + 2t +

22

2
t2 +

23

3!
t3

...

xn(t) =
n∑

k=0

(2t)k

k!
→ e2t as n→∞

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (11 回目) 2020 年 6 月 24 日 7 / 15



逐次近似の具体例{
x ′ = 2x
x(0) = 1

t0 = 0, x0 = 1, f (t, x) = 2x , 解：x(t) = e2t

x0(t) = x0 = 1

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x0(τ)) dτ = 1 +

∫ t

0
2x0(τ) dτ = 1 + 2t

x2(t) = 1 +

∫ t

0
2x1(τ) dτ = 1 +

∫ t

0
2(1 + 2τ) dτ = 1 + 2t + 2t2

x3(t) = 1 +

∫ t

0
2(1 + 2τ + 2τ2) dτ = 1 + 2t +

22

2
t2 +

23

3!
t3

...

xn(t) =
n∑

k=0

(2t)k

k!
→ e2t as n→∞

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (11 回目) 2020 年 6 月 24 日 7 / 15



証明：ステップ 1

I = [t0 − δ, t0 + δ] とおく．

t ∈ I における xn(t) のグラフが全ての nで D に収まる．つまり，

|xn(t)− x0| ≤ d2 ∀t ∈ [t0 − δ, t0 + δ].

数学的帰納法：

x0(t) = x0 明らか

|xn−1(t)− x0| < d2 と仮定すると，

|xn(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f (τ, xn−1(τ)) dτ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

t0

M dτ

∣∣∣∣
= M|t − t0| ≤ Mδ ≤ d2
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証明：ステップ 2

n→∞ のとき，{xn(t)} の関数列が I において
ある関数 x(t) に一様収束する．{

z0(t) = x0(t) = x0
zn(t) = xn(t)− xn−1(t), n ≥ 1

と定義する

方針：xn(t) = z0(t) + z1(t) + · · ·+ zn(t) =
∑n

k=0 zk(t)
この級数の一様収束を言うのに，Weierstrassの優級数定理を適用する．{

|zk(t)| ≤ ck ∀t ∈ I , k = 0, 1, 2, . . .∑∞
k=0 ck <∞

⇒
∑∞

k=0 zk(t)は I で
絶対一様収束する

あとは |zk(t)|の評価をすればよい．

|zn+1(t)| = |xn+1(t)− xn(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

(f (τ, xn(τ))− f (τ, xn−1(τ))) dτ

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ t

t0

|f (τ, xn(τ))− f (τ, xn−1(τ))| dτ
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ t

t0

L |xn(τ)− xn−1(τ)| dτ
∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|zn(τ)| dτ
∣∣∣∣
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証明：ステップ 2

示したのは： |zn+1(t)| ≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|zn(τ)| dτ
∣∣∣∣

|z1(t)| = |x1(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f (τ, x0) dτ

∣∣∣∣ ≤ M|t − t0|

|z2(t)| ≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|z1(τ)| dτ
∣∣∣∣ ≤ LM

∣∣∣∣∫ t

t0

|τ − t0| dτ
∣∣∣∣ = LM

2
|t − t0|2

|zk(t)| ≤
Lk−1M

k!
|t − t0|k =: ck （帰納法より）

∞∑
k=1

ck =
M

L

∞∑
k=1

(L|t − t0|)k

k!
=

M

L

(
eL|t−t0| − 1

)
<∞

Weierstrassの定理より xn(t) =
∑n

k=0 zk(t) は t ∈ I において，
ある関数 x(t) に一様収束する．
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証明：ステップ 3

収束先の x(t) は (P) の解である．

xn → x 一様収束，xn 連続 ⇒ x(t) も連続

supt∈I |f (t, xn(t))− f (t, x(t))| ≤ supt∈I L|xn(t)− x(t)| → 0 より
{f (t, xn(t))} は I 上で f (t, x(t)) に一様収束．

したがって，

xn(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, xn−1(τ)) dτ

で n→∞ をとることができて，

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x(τ)) dτ, t ∈ I .

右辺は C 1-級 ⇒ 微分すると， x ′(t) = f (t, x(t)).
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証明：ステップ 4
一意性を示すとき，Gronwallの補題を用いる．

Gronwallの補題
φ(t), ψ(t),w(t)が区間 [a, b]で連続

ψ(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b]

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a
ψ(τ)w(τ) dτ ∀t ∈ [a, b]

ならば，次が成立する：

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a
ψ(τ)φ(τ)e

∫ t
τ ψ(s) ds dτ ∀t ∈ [a, b].

証明：v(t) =
∫ t
a ψ(τ)w(τ) dτ とおくと，v ′(t) = ψ(t)w(t).

不等式の両辺に ψ(t) ≥ 0 をかけると，

w(t)ψ(t)︸ ︷︷ ︸
v ′(t)

≤ φ(t)ψ(t) + v(t)ψ(t)
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証明：ステップ 4

（Gronwall補題の証明の続き）

v ′(t) ≤ φ(t)ψ(t) + v(t)ψ(t)

(v ′(t)− v(t)ψ(t))e−
∫ t
a ψ(s) ds︸ ︷︷ ︸

d
dt

(
v(t)e−

∫ t
a ψ(s) ds

) ≤ φ(t)ψ(t)e−
∫ t
a ψ(s) ds

積分して（v(a) = 0），

v(t)e−
∫ t
a ψ(s) ds ≤

∫ t

a
φ(τ)ψ(τ)e−

∫ τ
a ψ(s) ds dτ

v(t) ≤
∫ t

a
φ(τ)ψ(τ)e

∫ t
τ ψ(s) ds dτ

元の不等式に代入すれば，示せた．
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証明：ステップ 4（一意性）
二つの解 x(t), y(t) があるとする．

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x(τ)) dτ

y(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, y(τ)) dτ t ∈ [t0, t0 + δ]

差 |x(t)− y(t)| =

∣∣∣∣∫ t

t0

(f (τ, x(τ))− f (τ, y(τ))) dτ

∣∣∣∣
≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|x(τ)− y(τ)| dτ
∣∣∣∣

t > t0のとき，Gronwallの補題で
φ(t) = 0, ψ(t) = L,w(t) = |x(t)− y(t)|, a = t0とすれば，

|x(t)− y(t)| ≤
∫ t

t0

0 dτ = 0 ⇒ x(t) = y(t), t > t0.
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証明：ステップ 4（一意性）

二つの解 x(t), y(t) があるとする．

|x(t)− y(t)| ≤ L

∣∣∣∣∫ t

t0

|x(τ)− y(τ)| dτ
∣∣∣∣

t < t0のとき，x̃(t) = x(2t0 − t), f̃ (t, x) = −f (2t0 − t, x)とおくと，{
dx̃
dt = f̃ (t, x̃)
x̃(t0) = x0

が成立する．
この問題に対して t ∈ [t0, t0+ δ]で解の一意性を上と同じように示す．
⇒ x(t) は t ∈ [t0 − δ, t0] で一意．
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証明：ステップ 4（一意性）
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微分積分学続論 II： 第 12回

Karel Svadlenka

2020年 7月 1日

■コーシーの定理

コーシーの定理（1変数版）

D = [t0 − d1, t0 + d1]× [x0 − d2, x0 + d2] において f(t, x) は連続で， x についてリプシッツ条件を満たすなら

ば，δ > 0 があって （具体的には δ = min{d1, d2M }, M = maxD |f |），初期値問題

(P)

{
dx
dt = f(t, x)
x(t0) = x0

は t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] で解がただ一つ存在する．

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x

■コーシーの定理：ベクトル版

コーシーの定理（多変数版）

D = [t0 − d1, t0 + d1]×Ω（Ω は開集合）において f(t,x) : D → Rn は連続で，x についてリプシッツ条件を満

たすとする：
∥f(t,x1)− f(t,x2)∥ ≤ L∥x1 − x2∥ ∀(t,x1), (t,x2) ∈ D.

このとき，(t0,x0) ∈ D◦ に対して δ > 0 があって，初期値問題

(PV)

{
dx
dt = f(t,x)
x(t0) = x0

の解は t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] においてただ一つ存在する．

証明は，| · | をノルム ∥ · ∥ で置き換えるだけで，そのまま正しい．

■コーシーの定理：ベクトル版

(PV)



x′1 = f1(t, x1, . . . , xn)
x′2 = f2(t, x1, . . . , xn)
...
x′n = fn(t, x1, . . . , xn)
＋初期条件

1



という形だから， 高階方程式にも使える．

dnx

dtn
= f

(
t, x,

dx

dt
, . . . ,

dn−1x

dtn−1

)
を 1階化すれば， 

x′1 = x2
x′2 = x3
...
x′n = f(t, x1, . . . , xn)

となるから．

■コーシーの定理：線型方程式

dx

dt
= A(t)x(t) + b(t)

で A(t), b(t)がある区間 I で連続ならば，解 x(t)は区間 I で一意的に存在する，という定理を紹介した．

コーシーの定理より局所的な存在が言える： f(t,x) = A(t)x+ b(t)とおくと，

• f は I × Rn で連続
• リプシッツ条件：任意の (t,x1), (t,x2) ∈ I × Rn について，

∥f(t,x1)− f(t,x2)∥ = ∥A(t)(x1 − x2)∥ ≤ max
t∈I
∥A(t)∥ ∥x1 − x2∥

L = maxt∈I ∥A(t)∥とおけばよい．

よって，どの t ∈ I をとっても，その近傍 [t− δt, t+ δt]で解がただ一つ存在する．区間 I 全体に対して言うに

は，解を延長する必要がある．

■コーシーの定理：正則性

f ∈ Cm(D) ならば，解は x ∈ Cm+1(t0 − δ, t0 + δ) である．

実際，

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ

数学的帰納法：

• f(t, x), x(t) 連続 ⇒ f(t, x(t)) 連続 ⇒ x ∈ C1

• x(t) が Ck-級（k ≤ m）ならば，f ∈ Ck より f(t, x(t)) ∈ Ck ⇒ x ∈ Ck+1

とくに，f ∈ C∞ ならば，x ∈ C∞．

■より一般的な存在定理

• ペアノの定理

• Carathéodoryの定理

■ペアノの定理

Peanoの定理

f(t, x) が D において連続ならば，(P)の解 x(t) : [t0 − δ, t0 + δ]→ R が存在するような δ > 0 がある．
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注：一意性は成り立たない（例えば，f(t, x) =
√
|x|）．

■Carathéodoryの定理

目標：さらに弱い仮定で解の存在を言う．

ただし，連続性を外すと，解 x(t) は C1-級でなくなるので，解の概念を広げる必要がある． そこで，解 x(t)

に対して，絶対連続性を要求する：

∀ε ∃δ > 0 so that

n∑
k=1

(tk − sk) < δ ⇒
n∑
k=1

|x(tk)− x(sk)| < ε.

そうすると，x′(t) はほとんどすべての t に対して存在し，x′(t) が存在する t で微分方程式を満たすものを

解とする．

注：C1 ⇒ リプシッツ ⇒ 絶対連続 ⇒ 有界変動 ⇒ a.e. 微分可能

■Carathéodoryの定理

例：Heaviside関数

H(t) =

{
0, t ≤ 0
1, t > 0

{
dx
dt = H(t)
x(0) = 0
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解は t = 0 で微分

できない

■Carathéodoryの定理

Carathéodoryの定理

• f(t, x) は（固定した t に対して）x について連続

• f(t, x) は（固定した x に対して）t について可測

• |f(t, x)| ≤ m(t) ∀(t, x) ∈ D,
∫ t0+d1

t0−d1
|m(t)| dt <∞ を満たす m(t) がある．

という条件が満たされるならば，広義解はある区間 [t0 − δ, t0 + δ] において存在する．

注：f が可測とは，任意の α ∈ R に対して {f > α} が可測集合であるという意味である．

■一意性が成り立たない例

(P)

{
dx
dt =

√
|x|

x(0) = 0

f(t, x) =
√
|x| はリプシッツ条件をみたさないが， それは解の存在と一意性について何も教えてくれない．

変数分離で解く：

x ̸= 0 のとき
∫

1√
|x|

dx =

∫
dt

x > 0 のとき 2
√
x = t+ C

x(t) =

(
t+ C

2

)2

, C ∈ R

x < 0 のとき x(t) = −
(
t+ C

2

)2

x(t) ≡ 0 も解．

■一意性が成り立たない例
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bbb

C1 C2 C3

b

t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

x0

t0

つなげることで無限個の解が得られる．

■一意性が成り立たない例

b

C1 C2 C3
t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

b bb

(t0, x0)

= (0, 0)

■一意性が成り立たない例
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b

C1 C2 C3
t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

b bb
= (0, 0)

(t0, x0)

■一意性が成り立たない例

t-軸を含まない領域では，f(t, x) =
√
|x| はリプシッツ条件をみたすので，x(t0) = x0, x0 ̸= 0の初期条件をみ

たす解が一意的に存在するような区間 [t0 − δ, t0 + δ] がある．

x0

t0t0 − δ t0 + δ

x

t
bb b

b

b

C

x =
(

t−C

2

)

2

t0 − δ = C より左に拡張できない．

■一意性

リプシッツ条件は一意性のための必要条件ではない．

一意性のためのより一般的な条件：

Osgood の条件
|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ φ(|x1 − x2|) ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D,

ただし，φ(r) は r > 0 で連続，
∫ R

0

1

φ(r)
dr =∞ を満たす

注：南雲・岡村の結果

■一意性に関する例 {
dx
dt = f(x)
x(t0) = x0

, ただし， f(x) =

{
−x log |x|, x ̸= 0
0, x = 0
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f は

• x ̸= 0 ではリプシッツ条件を満たす（任意の D で）

• x = 0 で連続だが，この近傍でリプシッツ条件を満たさない（x1 = x, x2 = 0 とする）：

|f(x)− f(0)|
|x− 0|

=
|x|
∣∣ log |x|∣∣
|x|

=
∣∣ log |x|∣∣→∞ as x→ 0.

一方では，Osgood の条件を満たす：x2 = 0 として，φ(r) = r log r, r > 0 とすると，∫ R

0

1

r log r
dr = log(| log r|)

∣∣∣R
r=0

= +∞.

■一意性に関する例 {
dx
dt = f(x)
x(t0) = x0

, ただし， f(x) =

{
−x log |x|, x ̸= 0
0, x = 0

変数分離で解く：

−
∫ x

x0

dx

x log |x|
=

∫ t

t0

dt

−
(
log
∣∣ log |x|∣∣− log

∣∣ log |x0|∣∣) = t− t0

log

∣∣∣∣ log |x|log |x0|

∣∣∣∣ = −(t− t0)∣∣ log |x|∣∣ = ∣∣ log |x0|∣∣e−(t−t0)

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)

■一意性に関する例

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)

• x0 ∈ (0, 1) のとき：
lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = 0

• x0 ∈ (1,∞) のとき：
lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = +∞

• x0 = 1 のとき：x(t) = 1

• x0 = 0 のとき：x(t) = 0

• x0 < 0 のとき，t-軸に対して対称
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■一意性に関する例

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)

どの (t0, x0) でも解の存在と一意性が成立

• x0 ∈ (0, 1) のとき：
lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = 0

• x0 ∈ (1,∞) のとき：
lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = +∞

• x0 = 1 のとき：x(t) = 1

• x0 = 0 のとき：x(t) = 0

• x0 < 0 のとき，t-軸に対して対称
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コーシーの定理

コーシーの定理（1変数版）
D = [t0 − d1, t0 + d1]× [x0 − d2, x0 + d2] において f (t, x) は連続で，
x についてリプシッツ条件を満たすならば，δ > 0 があって
（具体的には δ = min{d1, d2M }, M = maxD |f |），初期値問題

(P)

{
dx
dt = f (t, x)
x(t0) = x0

は t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] で解がただ一つ存在する．

b

t0 + δt0 − δ t0t0 − d1 t0 + d1

t

x0

x0 − d2

x0 + d2

x(t)
D

x
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コーシーの定理：ベクトル版

コーシーの定理（多変数版）
D = [t0 − d1, t0 + d1]×Ω（Ω は開集合）において f (t, x) : D → Rn は連
続で，x についてリプシッツ条件を満たすとする：

∥f (t, x1)− f (t, x2)∥ ≤ L∥x1 − x2∥ ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D.

このとき，(t0, x0) ∈ D◦ に対して δ > 0 があって，初期値問題

(PV)

{
dx
dt = f (t, x)
x(t0) = x0

の解は t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] においてただ一つ存在する．

証明は，| · | をノルム ∥ · ∥ で置き換えるだけで，そのまま正しい．
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コーシーの定理：ベクトル版

(PV)



x ′1 = f1(t, x1, . . . , xn)
x ′2 = f2(t, x1, . . . , xn)
...
x ′n = fn(t, x1, . . . , xn)
＋初期条件

という形だから，
高階方程式にも使える．

dnx

dtn
= f

(
t, x ,

dx

dt
, . . . ,

dn−1x

dtn−1

)
を 1階化すれば，

x ′1 = x2
x ′2 = x3
...
x ′n = f (t, x1, . . . , xn)

となるから．
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コーシーの定理：ベクトル版

(PV)
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コーシーの定理：線型方程式

dx
dt

= A(t)x(t) + b(t)

で A(t),b(t)がある区間 I で連続ならば，解 x(t)は区間 I で一意的に存
在する，という定理を紹介した．
コーシーの定理より局所的な存在が言える：
f (t, x) = A(t)x + b(t)とおくと，

f は I × Rnで連続

リプシッツ条件：任意の (t, x1), (t, x2) ∈ I × Rnについて，

∥f (t, x1)− f (t, x2)∥ = ∥A(t)(x1 − x2)∥ ≤ max
t∈I
∥A(t)∥ ∥x1 − x2∥

L = maxt∈I ∥A(t)∥とおけばよい．
よって，どの t ∈ I をとっても，その近傍 [t − δt , t + δt ]で解がただ一つ
存在する．区間 I 全体に対して言うには，解を延長する必要がある．
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コーシーの定理：正則性

f ∈ Cm(D) ならば，解は x ∈ Cm+1(t0 − δ, t0 + δ) である．

実際，

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (τ, x(τ)) dτ

数学的帰納法：

f (t, x), x(t) 連続 ⇒ f (t, x(t)) 連続 ⇒ x ∈ C 1

x(t) が C k -級（k ≤ m）ならば，f ∈ C k より f (t, x(t)) ∈ C k

⇒ x ∈ C k+1

とくに，f ∈ C∞ ならば，x ∈ C∞．
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より一般的な存在定理

ペアノの定理

Carathéodoryの定理
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ペアノの定理

Peanoの定理
f (t, x) が D において連続ならば，(P)の解 x(t) : [t0 − δ, t0 + δ]→ R が
存在するような δ > 0 がある．

注：一意性は成り立たない（例えば，f (t, x) =
√
|x |）．
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Carathéodoryの定理

目標：さらに弱い仮定で解の存在を言う．

ただし，連続性を外すと，解 x(t) は C 1-級でなくなるので，
解の概念を広げる必要がある．
そこで，解 x(t) に対して，絶対連続性を要求する：

∀ε ∃δ > 0 so that
n∑

k=1

(tk − sk) < δ ⇒
n∑

k=1

|x(tk)− x(sk)| < ε.

そうすると，x ′(t) はほとんどすべての t に対して存在し，x ′(t) が存在
する t で微分方程式を満たすものを解とする．

注：C 1 ⇒ リプシッツ ⇒ 絶対連続 ⇒ 有界変動 ⇒ a.e. 微分可能
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Carathéodoryの定理

目標：さらに弱い仮定で解の存在を言う．

ただし，連続性を外すと，解 x(t) は C 1-級でなくなるので，
解の概念を広げる必要がある．
そこで，解 x(t) に対して，絶対連続性を要求する：

∀ε ∃δ > 0 so that
n∑

k=1

(tk − sk) < δ ⇒
n∑

k=1

|x(tk)− x(sk)| < ε.

そうすると，x ′(t) はほとんどすべての t に対して存在し，x ′(t) が存在
する t で微分方程式を満たすものを解とする．

注：C 1 ⇒ リプシッツ ⇒ 絶対連続 ⇒ 有界変動 ⇒ a.e. 微分可能

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (12 回目) 2020 年 7 月 1 日 9 / 21
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Carathéodoryの定理

例：Heaviside関数

H(t) =

{
0, t ≤ 0
1, t > 0

{
dx
dt = H(t)
x(0) = 0

解は

t = 0 で微分できない

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (12 回目) 2020 年 7 月 1 日 10 / 21



Carathéodoryの定理

Carathéodoryの定理
f (t, x) は（固定した t に対して）x について連続

f (t, x) は（固定した x に対して）t について可測

|f (t, x)| ≤ m(t) ∀(t, x) ∈ D,

∫ t0+d1

t0−d1

|m(t)| dt <∞ を満たす m(t)

がある．

という条件が満たされるならば，広義解はある区間 [t0− δ, t0 + δ] におい
て存在する．

注：f が可測とは，任意の α ∈ R に対して {f > α} が可測集合であると
いう意味である．
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一意性が成り立たない例

(P)

{
dx
dt =

√
|x |

x(0) = 0

f (t, x) =
√
|x | はリプシッツ条件をみたさないが，

それは解の存在と一意性について何も教えてくれない．
変数分離で解く：

x ̸= 0 のとき
∫

1√
|x |

dx =

∫
dt

x > 0 のとき 2
√
x = t + C

x(t) =

(
t + C

2

)2

, C ∈ R

x < 0 のとき x(t) = −
(
t + C

2

)2

x(t) ≡ 0 も解．
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一意性が成り立たない例

bbb

C1 C2 C3

b

t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

x0

t0

つなげることで無限個の解が得られる．
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一意性が成り立たない例

b

C1 C2 C3
t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

b bb

(t0, x0)

= (0, 0)
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一意性が成り立たない例

b

C1 C2 C3
t

x

x =
(

t−C2

2

)

2

x = −

(

t−C1

2

)

2

b bb
= (0, 0)

(t0, x0)
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一意性が成り立たない例

t-軸を含まない領域では，f (t, x) =
√
|x | はリプシッツ条件をみたすの

で，x(t0) = x0, x0 ̸= 0の初期条件をみたす解が一意的に存在するような
区間 [t0 − δ, t0 + δ] がある．

x0

t0t0 − δ t0 + δ

x

t
bb b

b

b

C

x =
(

t−C

2

)

2

t0 − δ = C より左に拡張できない．
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一意性

リプシッツ条件は一意性のための必要条件ではない．

一意性のためのより一般的な条件：

Osgood の条件

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ φ(|x1 − x2|) ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D,

ただし，φ(r) は r > 0 で連続，
∫ R

0

1

φ(r)
dr =∞ を満たす

注：南雲・岡村の結果
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|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ φ(|x1 − x2|) ∀(t, x1), (t, x2) ∈ D,

ただし，φ(r) は r > 0 で連続，
∫ R

0

1

φ(r)
dr =∞ を満たす

注：南雲・岡村の結果
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一意性に関する例

{
dx
dt = f (x)
x(t0) = x0

, ただし， f (x) =

{
−x log |x |, x ̸= 0
0, x = 0

f は

x ̸= 0 ではリプシッツ条件を満たす（任意の D で）

x = 0 で連続だが，この近傍でリプシッツ条件を満たさない
（x1 = x , x2 = 0 とする）：

|f (x)− f (0)|
|x − 0|

=
|x |
∣∣ log |x |∣∣
|x |

=
∣∣ log |x |∣∣→∞ as x → 0.

一方では，Osgood の条件を満たす：x2 = 0 として，φ(r) = r log r , r > 0
とすると， ∫ R

0

1

r log r
dr = log(| log r |)

∣∣∣R
r=0

= +∞.
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一意性に関する例

{
dx
dt = f (x)
x(t0) = x0

, ただし， f (x) =

{
−x log |x |, x ̸= 0
0, x = 0

変数分離で解く：

−
∫ x

x0

dx

x log |x |
=

∫ t

t0

dt

−
(
log
∣∣ log |x |∣∣− log

∣∣ log |x0|∣∣) = t − t0

log

∣∣∣∣ log |x |log |x0|

∣∣∣∣ = −(t − t0)∣∣ log |x |∣∣ = ∣∣ log |x0|∣∣e−(t−t0)

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)
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一意性に関する例

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)

x0 ∈ (0, 1) のとき：

lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = 0

x0 ∈ (1,∞) のとき：

lim
t→∞

x(t) = 1, lim
t→−∞

x(t) = +∞

x0 = 1 のとき：x(t) = 1

x0 = 0 のとき：x(t) = 0

x0 < 0 のとき，t-軸に対して対称
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一意性に関する例

x(t) = ±|x0|e
−(t−t0)

どの (t0, x0) でも解の存在と一意
性が成立

x0 ∈ (0, 1) のとき：
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x(t) = 1, lim
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微分積分学続論 II： 第 13回

Karel Svadlenka

2020年 7月 8日

■一意的な ODE

これからは，ODE
dx

dt
= f(t, x) が一意的である状況を考える．

定義（一意的な方程式）

ODE
dx

dt
= f(t, x) が 一意的 であるとは，x1 : I1 → R, x2 : I2 → Rが二つの解で，x1(t0) = x2(t0) となる点

t0 ∈ I1 ∩ I2 があれば，必ず x1(t) = x2(t) ∀t ∈ I1 ∩ I2．

言い換えれば，”二つの異なる解は交わることがない”． このための十分条件は例えば，

f(t, x)は任意の長方形領域 D = [a, b]× [c, d] で連続で，リプシッツ条件を満たす．

証明：x(t0) = x1(t0) = x2(t0)という初期条件にコーシーの定理を適用すればよい（Dを (t0, x1(t0))を中心と

する長方形領域とする）．

■解の延長のアイデア

b

t0 − δ t0 + δt0

x0

x

t

■アイデア

1



b

t0 − δ t0 + δt0

x0

x

t

b

■解の延長のアイデア

b

t0 − δ t0 + δt0

x0

x

t

b

1. コーシーの定理より解 x(t)は I1 = [t0 − δ1, t0 + δ1]で存在

2. 点 (t0 + δ1, x(t0 + δ1))を初期値として再びコーシーの定理を適用 ⇒ 解は I2 = [t0 + δ1 − δ2, t0 + δ1 + δ2]

で存在． 一意性より [t0 + δ1 − δ2, t0 + δ1] では最初の解と一致．

これを繰り返す．
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2つの場合が考えられる（t→ −∞も同じ）

• 解を延長できる幅（δn のこと）が短くなり，合計で有限な値に収束し，解は ±∞に発散する
• 解を t→∞ まで延長できる

■例

dx

dt
= x2

x(0) = x0

解は
x(t) =

x0
1− x0t

x0

x

t1

x0

b

■最大解

定義

x : I → Rn は dx
dt = f(t, x) の解で，延長できないとき，x は 最大解 （maximal solution）であるという． つ

まり，I より広い区間で定義され，I 上で x(t) と一致するような解は存在しない．
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定理（最大解の存在）

D ⊂ R×Rn は開集合，f : D → Rn は連続関数，dx
dt = f(t,x) は一意的であるとする．このとき，(t0, x0) ∈ D

に対して，次を満たす区間 I ⊂ R と関数 x : I → Rn が存在する：

• t0 ∈ I
• x(t0) = x0

• x(t) は dx
dt = f(t, x) の最大解である．

この I と x(t) は一意である．

■最大解の存在の証明

以下では単独 ODE（n = 1）について示すが，n > 1の場合は全く同じ．

(1) 一意性 x1 : I1 → R, x2 : I2 → Rが x′ = f(t, x), x(t0) = x0 の二つの最大解であるとする．I = I1 ∪ I2
とおく． ODEの一意性より，x1(t) = x2(t) ∀t ∈ I1 ∩ I2 ̸= ∅（t0 を含む）． よって，x : I → R を

x(t) =

{
x1(t), t ∈ I1
x2(t), t ∈ I2

で定義できる． このとき，x′(t) = f(t, x(t)) ∀t ∈ I． x1, x2 は最大解より，I1 = I2 = I, x1(t) = x2(t) =

x(t) ∀t ∈ I．

■最大解の存在の証明

(2) 存在 解 x(t)に対して，Ix をその定義域とする．全ての解の集合：

V = {x : Ix → R; x′(t) = f(t, x(t)) ∀t ∈ Ix, x(t0) = x0}

ペアノの定理より，V は空ではない．I =
∪
x∈V

Ix とおく． ODE の一意性より，もし t ∈ Ix1
∩ Ix2

（x1, x2 ∈ V）があれば，x1(t) = x2(t) が成立． よって，y : I → R を

y(t) = x(t), ただし，x は t ∈ Ix となる V の元である

と定義できる． 作り方より，y(t) は最大解．

■最大解の存在の証明

注 ：上の定理の区間 I は開区間である．

証明：t̃ ∈ I のとき，t̃ のある近傍が I に含まれることを示す． 定理の最大解 xに対して x(t̃) = x̃ とすると，{
x′(t) = f(t, x)

x(t̃) = x̃

の解 y(t) は (t̃− δ, t̃+ δ) で存在する（ペアノ）．

D 開集合，(t̃, x̃) ∈ D ⇒ その近傍も ⊂ D．
一意性よりこの区間で x = y.

最大解の定義より (t̃− δ, t̃+ δ) ⊂ I ⇒ I は開区間．

■コンパクト集合との関係

定理（最大解とコンパクト集合の関係）
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D ⊂ R×Rn は開集合，f : D → Rn は連続関数，dx
dt = f(t,x) は一意的であるとする．K ⊂ D をコンパクト集

合（有界閉集合）とする． このとき，任意の最大解 x : (α, β)→ Rn に対して，

α1, β1 ∈ R, α < α1 < β1 < β
が存在し，次が成り立つ： (t,x(t)) ̸∈ K ∀t ∈ (α, α1) ∪ (β1, β).

x

tα α1 β1β

D

K

■証明

背理法：最大解 x(t)と実数列 {tk} ⊂ (α, β) が存在して，

(tk, x(tk)) ∈ K ∀k ∈ N, lim
k→∞

tk = β （または α）

• K コンパクト ⇒ {x(tk)} は有界 ⇒ 収束する部分列がある：limm→∞ x(tkm) = z

• {tkm} 有界 ⇒ β <∞
• (β, z) ∈ K

(β, z) ∈ K ⊂ D を初期値としてペアノの定理を用いる ⇒ x̃(t) : (β − δ, β + δ)→ R の解が存在（δ > 0）．この

解は (β − δ, β) では x(t) と一致する（一意性より）．y : (α, β + δ)→ R を

y(t) =

{
x(t), t ∈ (α, β)
x̃(t) t ∈ [β, β + δ)

で定義できる．この y(t)は x(t)の真の延長 ⇒ x(t) の最大性に矛盾．

■証明

注：「この解は (β − δ, β) では x(t) と一致する」というのは すぐには言えない（xは β を込めて定義されない

可能性がある）ので，
∀ε > 0 ∃j : |x(tj)− z| < ε

を考慮して，ペアノの定理の精密化を (tj , x(tj)) に対して用いる　 ⇒ 同じように (β − δ, β + δ) での解の存在

が言える．
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一意的なODE

これからは，ODE
dx

dt
= f (t, x) が一意的である状況を考える．

定義（一意的な方程式）

ODE
dx

dt
= f (t, x) が一意的であるとは，x1 : I1 → R, x2 : I2 → Rが二つ

の解で，x1(t0) = x2(t0) となる点 t0 ∈ I1 ∩ I2 があれば，必ず
x1(t) = x2(t) ∀t ∈ I1 ∩ I2．

言い換えれば，”二つの異なる解は交わることがない”．
このための十分条件は例えば，

f (t, x)は任意の長方形領域 D = [a, b]× [c, d ] で連続で，リプシッツ条件
を満たす．

証明：x(t0) = x1(t0) = x2(t0)という初期条件にコーシーの定理を適用す
ればよい（D を (t0, x1(t0))を中心とする長方形領域とする）．
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解の延長のアイデア

b

t0 − δ t0 + δt0

x0

x

t
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解の延長のアイデア

b

t0 − δ t0 + δt0

x0

x

t

b

1 コーシーの定理より解 x(t)は
I1 = [t0 − δ1, t0 + δ1]で存在

2 点 (t0 + δ1, x(t0 + δ1))を初期値
として再びコーシーの定理を適
用 ⇒ 解は
I2 = [t0 + δ1 − δ2, t0 + δ1 + δ2]
で存在．
一意性より [t0+ δ1− δ2, t0+ δ1]
では最初の解と一致．

これを繰り返す．

2つの場合が考えられる（t → −∞も同じ）
解を延長できる幅（δnのこと）が短くなり，合計で有限な値に収束
し，解は±∞に発散する
解を t →∞ まで延長できる
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例

dx

dt
= x2

x(0) = x0

解は

x(t) =
x0

1− x0t

x0

x

t1

x0

b

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (13 回目) 2020 年 7 月 8 日 6 / 13



最大解

定義

x : I → Rn は dx
dt = f (t, x) の解で，延長できないとき，x は 最大解

（maximal solution）であるという．
つまり，I より広い区間で定義され，I 上で x(t) と一致するような解は存
在しない．

定理（最大解の存在）

D ⊂ R× Rn は開集合，f : D → Rn は連続関数，dx
dt = f (t, x) は一意的

であるとする．このとき，(t0, x0) ∈ D に対して，次を満たす区間 I ⊂ R
と関数 x : I → Rn が存在する：

t0 ∈ I

x(t0) = x0

x(t) は dx
dt = f (t, x) の最大解である．

この I と x(t) は一意である．
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最大解の存在の証明

以下では単独ODE（n = 1）について示すが，n > 1の場合は全く同じ．

(1) 一意性
x1 : I1 → R, x2 : I2 → Rが x ′ = f (t, x), x(t0) = x0 の二つの最大解で
あるとする．I = I1 ∪ I2 とおく．
ODEの一意性より，x1(t) = x2(t) ∀t ∈ I1 ∩ I2 ̸= ∅（t0を含む）．
よって，x : I → R を

x(t) =

{
x1(t), t ∈ I1
x2(t), t ∈ I2

で定義できる．
このとき，x ′(t) = f (t, x(t)) ∀t ∈ I．
x1, x2 は最大解より，I1 = I2 = I , x1(t) = x2(t) = x(t) ∀t ∈ I．
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最大解の存在の証明

(2) 存在
解 x(t)に対して，Ix をその定義域とする．全ての解の集合：

V =
{
x : Ix → R; x ′(t) = f (t, x(t)) ∀t ∈ Ix , x(t0) = x0

}
ペアノの定理より，V は空ではない．I =

∪
x∈V

Ix とおく．

ODEの一意性より，もし t ∈ Ix1 ∩ Ix2（x1, x2 ∈ V）があれば，
x1(t) = x2(t) が成立．
よって，y : I → R を

y(t) = x(t), ただし，x は t ∈ Ix となる V の元である

と定義できる．
作り方より，y(t) は最大解．
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最大解の存在の証明

(2) 存在
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最大解の存在の証明

注：上の定理の区間 I は開区間である．

証明：t̃ ∈ I のとき，t̃ のある近傍が I に含まれることを示す．
定理の最大解 x に対して x(t̃) = x̃ とすると，{

x ′(t) = f (t, x)
x(t̃) = x̃

の解 y(t) は (t̃ − δ, t̃ + δ) で存在する（ペアノ）．
D 開集合，(t̃, x̃) ∈ D ⇒ その近傍も ⊂ D．
一意性よりこの区間で x = y .
最大解の定義より (t̃ − δ, t̃ + δ) ⊂ I ⇒ I は開区間．
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コンパクト集合との関係
定理（最大解とコンパクト集合の関係）

D ⊂ R× Rn は開集合，f : D → Rn は連続関数，dx
dt = f (t, x) は一意的

であるとする．K ⊂ D をコンパクト集合（有界閉集合）とする．
このとき，任意の最大解 x : (α, β)→ Rnに対して，

α1, β1 ∈ R, α < α1 < β1 < β

が存在し，次が成り立つ： (t, x(t)) ̸∈ K ∀t ∈ (α, α1) ∪ (β1, β).

x

tα α1 β1β

D

K
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証明
背理法：最大解 x(t)と実数列 {tk} ⊂ (α, β) が存在して，

(tk , x(tk)) ∈ K ∀k ∈ N, lim
k→∞

tk = β （または α）

K コンパクト ⇒ {x(tk)} は有界 ⇒ 収束する部分列がある：
limm→∞ x(tkm) = z

{tkm} 有界 ⇒ β <∞
(β, z) ∈ K

(β, z) ∈ K ⊂ D を初期値としてペアノの定理を用いる ⇒
x̃(t) : (β − δ, β + δ)→ R の解が存在（δ > 0）．この解は (β − δ, β) では
x(t) と一致する（一意性より）．y : (α, β + δ)→ R を

y(t) =

{
x(t), t ∈ (α, β)
x̃(t) t ∈ [β, β + δ)

で定義できる．この y(t)は x(t)の真の延長 ⇒ x(t) の最大性に矛盾．
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証明

注：「この解は (β − δ, β) では x(t) と一致する」というのは
すぐには言えない（x は βを込めて定義されない可能性がある）ので，

∀ε > 0 ∃j : |x(tj)− z | < ε

を考慮して，ペアノの定理の精密化を (tj , x(tj)) に対して用いる　
⇒ 同じように (β − δ, β + δ) での解の存在が言える．
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微分積分学続論 II： 第 14回

Karel Svadlenka

2020年 7月 15日

■パラメータ（初期値）に関する解の連続性と微分可能性

(Pλ)

{
dx
dt = f(t, x, λ)
x(t0) = x0

の解がパラメータ λに連続的に依存するか調べる．

定理

f(t, x, λ)が E = [a, b]× [c, d]× [e, g] において連続で， xについてリプシッツ条件

|f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1, λ), (t, x2, λ) ∈ E

を満たすならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は λについて連続である．

初期値に関する連続性はこれより従う：{
dx
dt = g(t, x)
x(t0) = x0

x=u+x0−−−−−→
{

du
dt = g(t, u+ x0) = f(t, u, x0)
u(t0) = 0

■証明

ε > 0と tを固定（t ∈ [a, b]）．δ > 0を十分小さくとれば， |λ1 − λ2| < δ をみたす λ1, λ2 ∈ [e, g] に対して，

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| ≤ Cε

が成り立つことを示す（ここで，C は tに依る定数）．

f が有界閉集合 E 上で連続 ⇒ ε > 0に対して δ > 0があって，|λ1 − λ2| < δ ならば，

sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d]

|f(t, x, λ1)− f(t, x, λ2)| < ε.

（証明は背理法で：ある ε > 0 に対して，∀n ∃λ1n, λ2n, tn, xn： |λ1n − λ2n| <
1

n
, |f(tn, xn, λ1n) −

f(tn, xn, λ2n)| >
ε

2
．）

この δ でうまくいくことを示す．

■証明

1



t ∈ [a, b], t ≥ t0, |λ1 − λ2| < δ ならば

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

[
f(τ, x(τ, λ1), λ1)− f(τ, x(τ, λ2), λ2)

]
dτ

∣∣∣∣
≤

∫ t

t0

∣∣f(τ, x(τ, λ1), λ1)− f(τ, x(τ, λ1), λ2)
∣∣ dτ

+

∫ t

t0

∣∣f(τ, x(τ, λ1), λ2)− f(τ, x(τ, λ2), λ2)
∣∣ dτ

≤ ε(t− t0) + L

∫ t

t0

∣∣x(τ, λ1)− x(τ, λ2)
∣∣ dτ

Gronwallの補題より

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| ≤ ε(t− t0) +

∫ t

t0

Lε(s− t0)e
L(t−s) ds

= ε(t− t0) + LεeL(t−t0)
∫ t−t0

0

τe−Lτ dτ =
ε

L

(
−1 + eL(t−t0)

)
.

t ≤ t0 のときは ODEで変数変換 t̃ = −tを行い，同じ方法で示す．

■証明

Gronwallの補題

• φ(t), ψ(t), w(t)が区間 [a, b]で連続

• ψ(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b]

• w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a

ψ(τ)w(τ) dτ ∀t ∈ [a, b]

ならば，次が成立する：

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a

ψ(τ)φ(τ)e
∫ t
τ
ψ(s) ds dτ ∀t ∈ [a, b].

■例

Rösslerの方程式

x′ = −y − z
y′ = x+ ay

z′ = b+ z(x− c)

パラメータ：a, b, c，初期値 右辺は定理の仮定を満たす．
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■パラメータについての微分可能性

定理

f(t, x, λ)は E = [a, b]× [c, d]× [e, g] において連続で，∂f
∂x ,

∂f
∂λ が存在し，E で連続ならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は

λについて C1-級である．

証明 ：λ1 ̸= λ2 に対して

φ(t, λ1, λ2) =
x(t, λ2)− x(t, λ1)

λ2 − λ1
, t ∈ (a, b), λ1, λ2 ∈ (e, g)

ODEを用いて，
∂φ

∂t
(t, λ1, λ2) =

1

λ2 − λ1

(
f(t, x(t, λ2)︸ ︷︷ ︸

=:x2と書く

, λ2)− f(t, x(t, λ1)︸ ︷︷ ︸
=:x1と書く

, λ1)
)
.

■証明
g(s) := f(t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1)) とおく． g(1)− g(0) =

∫ 1

0
g′(s) dsを書くと，

f(t, x2, λ2)− f(t, x1, λ1)

=

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1))︸ ︷︷ ︸

=:h1(t,x1,x2,λ1,λ2) 連続

·(x2 − x1) ds

+

∫ 1

0

∂f

∂λ
(t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1))︸ ︷︷ ︸

=:h2(t,x1,x2,λ1,λ2) 連続

·(λ2 − λ1) ds

= h1(t, x1, x2, λ1, λ2) · (x2 − x1) + h2(t, x1, x2, λ1, λ2) · (λ2 − λ1)

⇒
{

dφ
dt = h1φ+ h2
φ(t0, λ1, λ2) = 0

アイデア：φはODEの解，右辺は λ1, λ2について連続，λ2 → λ1のときも連続

lim
λ2→λ1

φ(t, λ1, λ2) = lim
λ2→λ1

x(t, λ2) − x(t, λ1)

λ2 − λ1

=
∂x

∂λ
(t, λ1)

■証明

正確に： {
dψ
dt = h1ψ + h2
ψ(t0) = 0

h1, h2 は t, x1, x2, λ1, λ2 について連続 ⇒ 解 ψ(t, λ1, λ2)は存在し，λ1, λ2 について連続（λ1 = λ2 のときも）：

パラメータに関する解の連続性より

一意性より φ(t, λ1, λ2) = ψ(t, λ1, λ2), λ1 ̸= λ2．

λ2 → λ1 とする（右辺は λ1 = λ2 で定義され，連続）．すなわち，

lim
λ2→λ1

φ(t, λ1, λ2) =
∂x

∂λ
(t, λ1) = ψ(t, λ1, λ1)

注： (1) f は x, λについて Cm-級 ⇒ 解 x(t, λ) は λ について Cm-級 (2) 初期値についての微分可能性は連

続性と同様：x = u+ x0

3



■微分可能性

系（変分方程式）

φ(t, λ) = ∂x
∂λ (t, λ)は ODE {

dφ
dt = ∂f

∂x (t, x(t, λ), λ)φ+ ∂f
∂λ (t, x(t, λ), λ)

φ(t0) = 0

の解である．

証明 ：∂x
∂t (t, λ) = f(t, x(t, λ), λ)を λについて偏微分して， ∂2x

∂t∂λ = ∂2x
∂λ∂t を用いる（この二つの微分が連続で

あることより従う）．

■例

a(t), b(t)を連続とする． {
x′ = a(t)x+ b(t)x2

x(t0) = 0

の解の初期値についての微分を求めよ．

つまり， {
x′ = a(t)x+ b(t)x2

x(t0) = x0

の解に対して ∂x
∂x0

(t, x0)
∣∣∣
x0=0

を計算する．

注 ：x0 = 0のとき，x(t) ≡ 0はただ一つの解．

x(t,x0)=u(t,x0)+x0−−−−−−−−−−−−→
{

du
dt (t, x0) = a(t)(u(t, x0) + x0) + b(t)(u(t, x0) + x0)

2

u(t0, x0) = 0

■例 {
du
dt (t, x0) = a(t)(u(t, x0) + x0) + b(t)(u(t, x0) + x0)

2

u(t0, x0) = 0

∂
∂x0−−−−−−−−→

v= ∂u
∂x0

とおく


dv
dt = a(t)(v + 1) + 2b(t) (u+ x0)︸ ︷︷ ︸

=x

(v + 1)

v(t0) = 0

x0=0 を代入−−−−−−−→
{

dv
dt (t, 0) = a(t)(v(t, 0) + 1)
v(t0, 0) = 0

z= ∂x
∂x0

=v+1 とおく
−−−−−−−−−−−−→

{
dz
dt (t, 0) = a(t)z(t, 0)
z(t0, 0) = 1

z(t, 0) =
∂x

∂x0
(t, 0) = e

∫ t
t0
a(τ) dτ

元の問題の解がわからなくても ∂x
∂x0
が計算できる．

4
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パラメータ（初期値）に関する解の連続性と微分可能性

(Pλ)

{
dx
dt = f (t, x , λ)
x(t0) = x0

の解がパラメータ λに
連続的に依存するか調べる．

定理

f (t, x , λ)が E = [a, b]× [c , d ]× [e, g ] において連続で，
x についてリプシッツ条件

|f (t, x1, λ)− f (t, x2, λ)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1, λ), (t, x2, λ) ∈ E

を満たすならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は λについて連続である．

初期値に関する連続性はこれより従う：{
dx
dt = g(t, x)
x(t0) = x0

x=u+x0−−−−−→
{

du
dt = g(t, u + x0) = f (t, u, x0)
u(t0) = 0

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (14 回目) 2020 年 7 月 15 日 2 / 12



パラメータ（初期値）に関する解の連続性と微分可能性

(Pλ)

{
dx
dt = f (t, x , λ)
x(t0) = x0

の解がパラメータ λに
連続的に依存するか調べる．

定理

f (t, x , λ)が E = [a, b]× [c , d ]× [e, g ] において連続で，
x についてリプシッツ条件

|f (t, x1, λ)− f (t, x2, λ)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1, λ), (t, x2, λ) ∈ E

を満たすならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は λについて連続である．

初期値に関する連続性はこれより従う：{
dx
dt = g(t, x)
x(t0) = x0

x=u+x0−−−−−→
{

du
dt = g(t, u + x0) = f (t, u, x0)
u(t0) = 0

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (14 回目) 2020 年 7 月 15 日 2 / 12



パラメータ（初期値）に関する解の連続性と微分可能性

(Pλ)

{
dx
dt = f (t, x , λ)
x(t0) = x0

の解がパラメータ λに
連続的に依存するか調べる．

定理

f (t, x , λ)が E = [a, b]× [c , d ]× [e, g ] において連続で，
x についてリプシッツ条件

|f (t, x1, λ)− f (t, x2, λ)| ≤ L|x1 − x2| ∀(t, x1, λ), (t, x2, λ) ∈ E

を満たすならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は λについて連続である．

初期値に関する連続性はこれより従う：{
dx
dt = g(t, x)
x(t0) = x0

x=u+x0−−−−−→
{

du
dt = g(t, u + x0) = f (t, u, x0)
u(t0) = 0

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (14 回目) 2020 年 7 月 15 日 2 / 12



証明

ε > 0と t を固定（t ∈ [a, b]）．δ > 0を十分小さくとれば，
|λ1 − λ2| < δ をみたす λ1, λ2 ∈ [e, g ] に対して，

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| ≤ Cε

が成り立つことを示す（ここで，C は t に依る定数）．

f が有界閉集合 E 上で連続 ⇒ ε > 0に対して δ > 0があって，
|λ1 − λ2| < δならば，

sup
(t,x)∈[a,b]×[c,d ]

|f (t, x , λ1)− f (t, x , λ2)| < ε.

（証明は背理法で：ある ε > 0に対して，∀n ∃λ1n, λ2n, tn, xn：
|λ1n − λ2n| <

1

n
, |f (tn, xn, λ1n)− f (tn, xn, λ2n)| >

ε

2
．）

この δでうまくいくことを示す．
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証明
t ∈ [a, b], t ≥ t0, |λ1 − λ2| < δ ならば

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| =

∣∣∣∣∫ t

t0

[
f (τ, x(τ, λ1), λ1)− f (τ, x(τ, λ2), λ2)

]
dτ

∣∣∣∣
≤

∫ t

t0

∣∣f (τ, x(τ, λ1), λ1)− f (τ, x(τ, λ1), λ2)
∣∣ dτ

+

∫ t

t0

∣∣f (τ, x(τ, λ1), λ2)− f (τ, x(τ, λ2), λ2)
∣∣ dτ

≤ ε(t − t0) + L

∫ t

t0

∣∣x(τ, λ1)− x(τ, λ2)
∣∣ dτ

Gronwallの補題より

|x(t, λ1)− x(t, λ2)| ≤ ε(t − t0) +

∫ t

t0

Lε(s − t0)e
L(t−s) ds

= ε(t − t0) + LεeL(t−t0)

∫ t−t0

0

τe−Lτ dτ =
ε

L

(
−1 + eL(t−t0)

)
.

t ≤ t0のときはODEで変数変換 t̃ = −t を行い，同じ方法で示す．
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証明

Gronwallの補題
φ(t), ψ(t),w(t)が区間 [a, b]で連続

ψ(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b]

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a
ψ(τ)w(τ) dτ ∀t ∈ [a, b]

ならば，次が成立する：

w(t) ≤ φ(t) +
∫ t

a
ψ(τ)φ(τ)e

∫ t
τ ψ(s) ds dτ ∀t ∈ [a, b].
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例

Rösslerの方程式

x ′ = −y − z

y ′ = x + ay

z ′ = b + z(x − c)

パラメータ：a, b, c，初期値
右辺は定理の仮定を満たす．
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パラメータについての微分可能性

定理

f (t, x , λ)は E = [a, b]× [c , d ]× [e, g ] において連続で，∂f
∂x ,

∂f
∂λ が存在し，

E で連続ならば，(Pλ)の解 x(t, λ)は λについて C 1-級である．

証明：λ1 ̸= λ2 に対して

φ(t, λ1, λ2) =
x(t, λ2)− x(t, λ1)

λ2 − λ1
, t ∈ (a, b), λ1, λ2 ∈ (e, g)

ODEを用いて，

∂φ

∂t
(t, λ1, λ2) =

1

λ2 − λ1

(
f (t, x(t, λ2)︸ ︷︷ ︸

=:x2と書く

, λ2)− f (t, x(t, λ1)︸ ︷︷ ︸
=:x1と書く

, λ1)
)
.
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証明
g(s) := f (t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1)) とおく．
g(1)− g(0) =

∫ 1
0 g ′(s) ds を書くと，

f (t, x2, λ2)− f (t, x1, λ1)

=

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1))︸ ︷︷ ︸

=:h1(t,x1,x2,λ1,λ2) 連続

·(x2 − x1) ds

+

∫ 1

0

∂f

∂λ
(t, x1 + s(x2 − x1), λ1 + s(λ2 − λ1))︸ ︷︷ ︸

=:h2(t,x1,x2,λ1,λ2) 連続

·(λ2 − λ1) ds

= h1(t, x1, x2, λ1, λ2) · (x2 − x1) + h2(t, x1, x2, λ1, λ2) · (λ2 − λ1)

⇒
{

dφ
dt = h1φ+ h2
φ(t0, λ1, λ2) = 0

アイデア：φはODEの解，右辺は λ1, λ2に
ついて連続，λ2 → λ1のときも連続

lim
λ2→λ1

φ(t, λ1, λ2) = lim
λ2→λ1

x(t, λ2)− x(t, λ1)

λ2 − λ1
=
∂x

∂λ
(t, λ1)
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証明

正確に： {
dψ
dt = h1ψ + h2
ψ(t0) = 0

h1, h2は t, x1, x2, λ1, λ2について連続 ⇒ 解 ψ(t, λ1, λ2)は存在し，λ1, λ2
について連続（λ1 = λ2のときも）：パラメータに関する解の連続性より

一意性より φ(t, λ1, λ2) = ψ(t, λ1, λ2), λ1 ̸= λ2．

λ2 → λ1とする（右辺は λ1 = λ2で定義され，連続）．すなわち，

lim
λ2→λ1

φ(t, λ1, λ2) =
∂x

∂λ
(t, λ1) = ψ(t, λ1, λ1)

注：
(1) f は x , λについて Cm-級 ⇒ 解 x(t, λ) は λ について Cm-級
(2) 初期値についての微分可能性は連続性と同様：x = u + x0
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微分可能性

系（変分方程式）

φ(t, λ) = ∂x
∂λ(t, λ)はODE{

dφ
dt = ∂f

∂x (t, x(t, λ), λ)φ+ ∂f
∂λ(t, x(t, λ), λ)

φ(t0) = 0

の解である．

証明：∂x
∂t (t, λ) = f (t, x(t, λ), λ)を λについて偏微分して，

∂2x
∂t∂λ = ∂2x

∂λ∂t を用いる（この二つの微分が連続であることより従う）．
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例

a(t), b(t)を連続とする．{
x ′ = a(t)x + b(t)x2

x(t0) = 0

の解の初期値についての微分を求めよ．

つまり， {
x ′ = a(t)x + b(t)x2

x(t0) = x0

の解に対して ∂x
∂x0

(t, x0)
∣∣∣
x0=0

を計算する．

注：x0 = 0のとき，x(t) ≡ 0はただ一つの解．

x(t,x0)=u(t,x0)+x0−−−−−−−−−−−→
{

du
dt (t, x0) = a(t)(u(t, x0) + x0) + b(t)(u(t, x0) + x0)

2

u(t0, x0) = 0
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例

{
du
dt (t, x0) = a(t)(u(t, x0) + x0) + b(t)(u(t, x0) + x0)

2

u(t0, x0) = 0

∂
∂x0−−−−−−−−→

v= ∂u
∂x0
とおく


dv
dt = a(t)(v + 1) + 2b(t) (u + x0)︸ ︷︷ ︸

=x

(v + 1)

v(t0) = 0

x0=0 を代入−−−−−−−→
{

dv
dt (t, 0) = a(t)(v(t, 0) + 1)
v(t0, 0) = 0

z= ∂x
∂x0

=v+1 とおく
−−−−−−−−−−−−→

{
dz
dt (t, 0) = a(t)z(t, 0)
z(t0, 0) = 1

z(t, 0) =
∂x

∂x0
(t, 0) = e

∫ t
t0
a(τ) dτ

元の問題の解がわからなくても ∂x
∂x0
が計算できる．
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=x

(v + 1)

v(t0) = 0

x0=0 を代入−−−−−−−→
{

dv
dt (t, 0) = a(t)(v(t, 0) + 1)
v(t0, 0) = 0

z= ∂x
∂x0

=v+1 とおく
−−−−−−−−−−−−→

{
dz
dt (t, 0) = a(t)z(t, 0)
z(t0, 0) = 1

z(t, 0) =
∂x

∂x0
(t, 0) = e

∫ t
t0
a(τ) dτ

元の問題の解がわからなくても ∂x
∂x0
が計算できる．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (14 回目) 2020 年 7 月 15 日 12 / 12



例

{
du
dt (t, x0) = a(t)(u(t, x0) + x0) + b(t)(u(t, x0) + x0)

2

u(t0, x0) = 0

∂
∂x0−−−−−−−−→

v= ∂u
∂x0
とおく


dv
dt = a(t)(v + 1) + 2b(t) (u + x0)︸ ︷︷ ︸

=x

(v + 1)

v(t0) = 0

x0=0 を代入−−−−−−−→
{

dv
dt (t, 0) = a(t)(v(t, 0) + 1)
v(t0, 0) = 0

z= ∂x
∂x0

=v+1 とおく
−−−−−−−−−−−−→

{
dz
dt (t, 0) = a(t)z(t, 0)
z(t0, 0) = 1

z(t, 0) =
∂x

∂x0
(t, 0) = e

∫ t
t0
a(τ) dτ

元の問題の解がわからなくても ∂x
∂x0
が計算できる．

Karel Svadlenka (京都大学) 微分積分学続論 II (14 回目) 2020 年 7 月 15 日 12 / 12


	presen1.article
	presen1.beamer
	はじめに

	presen2.article
	presen2.beamer
	はじめに

	presen3.article
	presen3.beamer
	presen4.article
	presen4.beamer
	presen5.article
	presen5.beamer
	presen6.article
	presen6.beamer
	presen7.article
	presen7.beamer
	presen8.article
	presen8.beamer
	presen9.article
	presen9.beamer
	presen10.article
	presen10.beamer
	presen11.article
	presen11.beamer
	presen12.article
	presen12.beamer
	presen13.article
	presen13.beamer

