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1 Gauss平面とRiemann球面

1.1 複素数を代数的に見る

複素数の演算については高校で習得済みのため，この講義では省略する．次の項目で忘れているものがあ

れば，テキストを読んで復習すること（[?]では簡潔にまとめてある）：

1. 複素数の基本演算（足し算・引き算・掛け算・割り算）

2. 複素数の絶対値（z = x+ iyのとき，|z| =
√
x2 + y2）

3. 複素数の共役（z = x+ iyのとき，z = x− iy）

4. 複素数の極表示（z = r(cos θ + i sin θ), θ . . . 偏角）

5. de Moivreの公式（(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + sinnθ）

数学的には，複素数をその演算で特徴づけるだけでは満足できない．例えば，実数 Rは，空でない，上
に有界な部分集合が上限を持つような（同型を除いて）一意な順序体として特徴づけられる．複素数 Cに
ついても，同様の特徴づけは次のステップでなされる：

• Rを部分体として含み，方程式 x2 + 1 = 1が解を持つような体 Fが存在することを示す．

• x2 + 1 = 0の一とつの解を iとすると，α+ iβ, α, β ∈ Rの形で表現できる要素の集合 Cが Fの部分
体であることを示す．

• Cは Fに依存しない（同型を除いて）ことを示す．

（詳細は [?]または [?]の 1.3節を参照．）

1.2 複素数を幾何学的に見る：複素平面

複素数全体の集合 C = {x+ iy; x, y ∈ R} は, Cから R2 への写像

x+ iy 7→ (x, y) (1.1)

により平面 R2 と同一視される. このように，x-座標が複素数の実部として，y-座標が虚部として解釈され

る平面のことを複素平面（またはGauss平面）とよぶ．

Cにおいて R2 から導かれる距離を定義する：

d(z, w) = |z − w|, ∀z, w ∈ C. (1.2)
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この距離に関して, Cの点 a の ε-近傍は以下のように与えられる:

B(a, ε) = {z ∈ C; |z − a| < ε}. (1.3)

a = 0のとき，B(ε) と表すことにする．

R2 の位相の定義から, C の部分集合 Ω が開集合であるとは次の条件が満たされるということである：

∀a ∈ Ω ∃ε′ > 0 s.t. B(a, ε′) ⊂ Ω. (1.4)

Re

y

Im

b

b

x

z = x + iy

B(ε)

B(z, ε)

ε

b

B(a, ε′)

a

0

Ω

複素平面およびその ε-近傍 B(z, ε) と開集合 Ω の例.

注 1.1. 大雑把に言うと，ある集合X の位相とは，次の三つの条件を満たす開集合の族のことである：

• 開集合の任意の族の和集合は開集合である

• 有限個の開集合の共通部分は開集合である

• X と ∅は開集合である

位相は点列の収束や関数の連続性を考えることを可能にする一般的な概念である．

• “xn → x”を “任意の xの近傍 U（＝ xを含む開集合）に対しN が存在し，xn ∈ U ∀n ≥ N”と定義

できる．

• “f : X → Xは連続”を “任意の開集合 V に対して，逆像 f−1(V ∩X)は開集合である”と定義できる．

X が距離空間であれば，距離 dが生成する位相を定義できる．つまり，U が開集合であるのは，

∀x ∈ U ∃ε > 0 s.t. B(x, ε) := {y ∈ X; d(x, y) < ε} ⊂ U

が成り立つときである．

このとき，“近い”という概念があり，微積で習った収束と連続性の定義につながる．一方で，距離によっ

て生成できない位相もあるので，位相空間は距離空間より一般的なものである．
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1.3 Riemann球面とその位相

例 1.2. モチベーションとして関数

f : C\{0} → C\{0}, f(z) =
1

z
(1.5)

を考える．この関数は z = 0で定義されず，値域にも 0が含まれない．一方で，

lim
z→0

1

|z|
= ∞, lim

|z|→∞

1

z
= 0 (1.6)

が成り立つので，f(0) = ∞, f(∞) = 0と追加で定義しておけば，拡張した関数を C ∪ {∞}から C ∪ {∞}
への関数として見ることができる．しかも，位相をうまく定義すれば，拡張した関数が連続になるようにで

きる可能性もある．

上記の例の目標に沿った定式化の概要は付録に紹介されている．その結果をまとめると，無限遠点と言う

点 “∞” を複素平面 C に加えた集合を Ĉで表し, Riemann球面と言う:

Ĉ := P1(C) = C ∪ {∞}, ∞ := (1 : 0). (1.7)

（ここで登場する記号は付録で定義されている．）

無限遠点の ε-近傍は以下のように与えられる（これを定義と思っても良い）：

∞ の ε-近傍 = {z ∈ C; |z| > 1
ε} ∪ {∞}.

Cの ε-近傍と上で定義した∞の ε-近傍を合わせて，Ĉの位相を定義できる．きちんと位相を定義するには，
Ĉ 開集合系 (開集合の全体) を定めるやり方があるが，Ĉの各点 zに対して，zの基本近傍系と呼ばれる集

合族を定めるやり方もある. 簡単に言うと，集合 U が開集合であるとは，任意の U の点 xに対して上で定

義した ε-近傍 B(x, ε)が存在して U に収まる，というふうに定義すればよい．

実は，Ĉ = C ∪ {∞}は、次の関数 dを距離とする距離空間になる（位相は距離化できる）：

d (z, z′) :=
∥∥f−1(z)− f−1 (z′)

∥∥ . (1.8)

ここで，f : S → Ĉは後で定義する立体射影で，∥·∥はR3のユークリッドノルムである．すなわち，z, z′ ∈ Ĉ
の距離を対応する Riemann球面 S2上の二点 f−1(z), f−1 (z′)の R3における距離として定義している．具

体的には，以下の式で与えられる：

d (z, z′) =
2 |z − z′|√

(1 + |z|2)
(
1 + |z′|2

) , z, z′ ̸= ∞, d (z,∞) =
2√

1 + |z|2
, z ̸= ∞. (1.9)

f(z) = 1
z の例に戻ると，

lim
z→∞

1

z
= 0, lim

z→0

1

z
= ∞ (1.10)

が上で定義した位相の意味で成り立つことを示すことができる．そこで，

f̃(z) :=


1
z , z ∈ C\{0}
∞, z = 0

0, z = ∞
(1.11)

と定義すれば，f̃ : Ĉ → Ĉの関数として連続な関数となる．この逆関数も連続であるため，f̃ は Ĉから Ĉ
への同相写像である．詳しくはあとで証明することにする．

� �
定理 1.3. Riemann球面は 2次元球面 S2 =

{
(x1，x2，x3) ∈ R3; x21 + x22 + x23 = 1

}
と同相である.� �
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Proof. S2 から Ĉへの同相写像を作ればよい．N = (0, 0, 1) ∈ S2 とおく．まず S2\{N}と Cが
同一視できることを示してから，∞に対応する点N を含むよう拡張するという順番で行う．

以下の写像は連続である：

f : S2\{N} → C， f (x1，x2，x3) =
x1 + ix2
1− x3

=: z. (1.12)

P = (x1，x2，x3) ∈ S2\{N}のとき，f(P )はN と P を結ぶ R3の直線と xy-平面との交点である．

つまり，N と P を結ぶ R3の直線と xy-平面の交点を (u，v)とすれば，f(P ) = u+ ivである．こ

のため，f の写像を立体射影とよぶ．

f の逆写像が存在し，連続であることを示す．x21 + x22 + x23 = 1より,

1 + |z|2 = 1 +

∣∣∣∣x1 + ix2
1− x3

∣∣∣∣2 = 1 +
x21 + x22

(1− x3)
2 =

2− 2x3

(1− x3)
2 =

2

1− x3
(1.13)

となるので，x3 =
(
|z|2 − 1

)
/
(
|z|2 + 1

)
である．

また，
x1

1− x3
= Re z =

z + z̄

2
，

x2
1− x3

= Im z =
z − z̄

2i
(1.14)

より x1 = (z + z̄)/
(
1 + |z|2

)
，x2 = (z − z̄)/i

(
1 + |z|2

)
となる．以上をまとめて，f の逆写像 g

は連続で，以下の式で与えられる:

g(z) := f−1(z) =

(
z + z̄

1 + |z|2
，i

−z + z̄

1 + |z|2
，
−1 + |z|2

1 + |z|2

)
. (1.15)

b

b

b

b

N

z = f(P )

y

xu

v

S2

xy −plane

= (x1, x2, x3)

= x1+ix2

1−x3

= (u, v)

0

= (0, 0, 1)

P

Riemann 球面 S2 とその点 P の立体射影 f(P ).
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写像 f が S2 から Ĉへの連続写像に拡張されることを見る．

x1 + ix2
1− x3

=
x1 + ix2

1−
√

1− x21 − x22
=

(x1 + ix2)
(
1 +

√
1− x21 − x22

)
x21 + x22

=
1 +

√
1− x21 − x22

x1 − ix2
(1.16)

より,

lim
(x1，x2，x3)→N

|f (x1，x2，x3)| = lim
(x1，x2，x3)→N

∣∣∣∣x1 + ix2
1− x3

∣∣∣∣ = lim
(x1，x2)→(0,0)

1 +
√
1− x21 − x22√
x21 + x22

= ∞.

(1.17)

以上から，

lim
(x1，x2，x3)→N

f (x1，x2，x3) = ∞ ∈ Ĉ. (1.18)

従って，f(N) = ∞とすれば，f : S2 → Ĉは連続である．このとき，f : S2 → Ĉ は全単射で
ある．同様に，逆写像 g = f−1 : Ĉ → S2 に対して，g(∞) = f−1(∞) = N = (0, 0, 1)である．

{zn}n∈N ⊂ Cが∞に収束するとき，(1.15)より

g (zn) =

(
zn + zn

1 + |zn|2
，i

−zn + zn

1 + |zn|2
，
−1 + |zn|2

1 + |zn|2

)
(1.19)

なので，条件 |zn| → ∞ より g (zn) → (0, 0, 1) となる．従って，g は∞においても連続である．
以上により，f は S2 から Ĉへの同相写像である. □

1.4 複素数列とその収束

複素数の列 {zn} を複素数列または複素点列とよぶ．後者は複素平面の点列として考えるときに使うこと
が多い．� �
定義 1.4. z0 ∈ C とする．任意の ε > 0 に対して適当な自然数 N を選べば，n ≥ N なるすべての自

然数 n に対して |zn − z0| < ε となるとき，複素数列 {zn} が複素数 z0 に収束するという. この場合

z0 を複素数列 {zn} の極限値，または複素点列 {zn} の極限点という．
一方で，z0 = ∞ の場合，実数列 {|zn|} に対して limn→∞ |zn| = ∞ ならば，C の点列 {zn} が Ĉ に
おいて無限遠点 ∞ に収束するという．� �

無限遠点への収束の定義は上で定義した Ĉ の位相と整合性がとれている．実際，Ĉ の位相の定義から次が
成り立つ：

Cの点列 {zn}n∈N が Ĉにおいて∞に収束

⇐⇒ nが充分大きいとき zn ̸= 0であり,

{
1

zn

}
n∈N

が 0に収束

⇐⇒ lim
n→∞

|zn| = ∞.
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� �
補題 1.5. zn = xn + iyn（n = 1, 2, · · ·），z0 = x0 + iy0 に対して，limn→∞ zn = z0 となるための必

要十分条件は

lim
n→∞

xn = x0, lim
n→∞

yn = y0

が成り立つことである．� �
Proof. zn − z0 = (xn − x0) + i (yn − y0) であるから，

|zn − z0| =
√
(xn − x0)

2
+ (yn − y0)

2

となり，n→ ∞ のとき

|zn − z0| → 0 ⇐⇒ |xn − x0| → 0 かつ |yn − y0| → 0

であることは容易にわかる．

例 1.6. zn = 1
n

(
cos nπ

6 + i sin nπ
6

)
, (n = 1, 2, · · · ) とするとき limn→∞ zn を求める．

zn = xn + iyn とすれば

xn =
1

n
cos

nπ

6
, yn =

1

n
sin

nπ

6

であり，limn→∞ xn = limn→∞ yn = 0 となるから, 補題 1.5 により limn→∞ zn = 0+ i0 = 0 となる．{zn}
を点列と考えると，zn は下図 に示すような点を通りながら 0 に近づく．

例 1.7. zn = 1√
n−i

, (n = 1, 2, · · · ) に対し limn→∞ zn を求める.

zn = xn + iyn とすれば zn =
√
n+i

n+1 であるから

xn =

√
n

n+ 1
, yn =

1

n+ 1
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となり，補題 1.5 により

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

√
n

n+ 1
+ i lim

n→∞

1

n+ 1
= 0

である．

また，xn = yn
√
n =

√
yn (1− yn) より x2n +

(
yn − 1

2

)2
=
(
1
2

)2
が成り立つ.よって zn は z = i

2 を中心

とする半径 1
2 の円周上の点であり，zn は下図 に示すような点を通りながら 0 に近づく.

例 1.8. limn→∞
(
1
n + in

)
= ∞ を示す．

zn = 1
n + in とすると，

lim
n→∞

|zn| = lim
n→∞

√
1

n2
+ n2 = ∞

であるから，定義 1.4 より zn は y = 1/x の曲線に沿って無限遠点に近づく．
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� �
補題 1.9. limn→∞ zn = z0, limn→∞ wn = w0, a, b ∈ C とするとき

lim
n→∞

(azn ± bwn) = az0 ± bw0

lim
n→∞

znwn = z0w0

lim
n→∞

zn
wn

=
z0
w0

(wn ̸= 0, w0 ̸= 0)� �
証明は R2 の数列のときと同様であるから，練習問題とする．
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付録

Riemann 球面の構成の概要

複素射影直線 P1(C) をどちらか一方が零でない二つの複素数の比の全体として定義する:

P1(C) = {(z : w); z, w ∈ C, (z, w) ̸= (0, 0)} =
(
C2\{(0, 0)}

)
/ ∼ . (1.20)

但し，同値関係 ∼ は次のように与えられる：

(z, w) ∼ (z′, w′) ⇐⇒ λ ∈ C\{0}が存在して, (z, w) = λ (z′, w′) . (1.21)

P1(C) の部分集合 U と V を

U =
{
(z : w) ∈ P1(C); w ̸= 0

}
, V =

{
(z : w) ∈ P1(C); z ̸= 0

}
(1.22)

のように定めると，P1(C) は U と V により覆われている:

P1(C) = U ∪ V. (1.23)

以下の写像は U, V と C の間の全単射である:

π1 : U → C, (z : w) 7→ z

w
, π2 : V → C, (z : w) 7→ w

z
. (1.24)

実際, π1 と π2 の逆写像が次のように与えられる:

φ := π−1
1 : C → U, z 7→ (z : 1), ψ := π−1

2 : C → V, z 7→ (1 : z). (1.25)

従って, 写像 π1, π2 により, U, V を複素平面と同一視することができる. この時, 次が成り立つ:

π1(U ∩ V ) = C\{0}, π2(U ∩ V ) = C\{0}. (1.26)

Proof. π1(U ∩V ) ⊂ C\{0}かつC\{0} ⊂ π1(U ∩V )を示せばよい．U ∩V はどちらも零でない複素
数の比の集合であるので，(z : w) ∈ U∩V のとき π1(z : w) =

z
w ̸= 0となり, π1(U∩V ) ⊂ C\{0}で

ある. 次に,任意に ζ ∈ C\{0}を与えたとき, π1(ζ : 1) = ζ
1 = ζであり, ζ ̸= 0なので (ζ : 1) ∈ U∩V

である. 以上から, π1(U ∩ V ) = C\{0}である. π2 については同様に確かめられる.

U の座標と V の座標の関係は, 共通部分 U ∩ V において次の変換で与えられる:

π1(U ∩ V ) = C\{0} → C\{0} = π2(U ∩ V ), z 7→ ψ−1 ◦ φ(z) = 1

z
(1.27)

Proof. z ∈ π1(U ∩ V ) は P1(C) の点としては π−1
1 (z) = φ(z) = (z : 1) である.一方, P1(C) の定

義から (z : 1) = (1 : 1
z ) なので,

π2(z : 1) = π2(1 : 1
z ) = ψ−1(1 : 1

z ) =
1

z
. (1.28)

以上から, π1(U ∩ V ) の点 z は π2(U ∩ V ) においては点 1
z で表される.
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写像 z 7→ 1
z の可視化は [?] で体験できる．

b

b

b b

b

b

bb

b

b

b bb

1 2
1

2
−

1

2
−1−2

−
i

2

i

2

i

2i

−2i

−i

b

b

b b

b

b

bb

b

b

b bb

1 2
1

2
−

1

2
−1−2

−
i

2

i

2

i

2i

−2i

−i

z 7→ w =
1

z

写像 z 7→ 1
z は軸と平行な直線を原点を通る円に写す．

標語的に言えば, P1(C) は二つの複素平面 U, V を共通部分 U ∩ V において写像 z → 1
z にり貼り合わせ

て得られる集合である.

P1(C) の位相（開集合の概念が定義されていること）を次のように定義する:

O ⊂ P1(C) が開集合 ⇐⇒ π1(O ∩ U), π2(O ∩ V ) の両方が Cの開集合. (1.29)

これは実際に位相を定める，すなわち以下の 3つの性質を持つ:

(i) (1.29)の右辺をみたすP1(C)の部分集合族{Oα}α∈Aが与えられたとき,
(∪

α∈AOα

)
∩ U =

∪
α∈A (Oα ∩ U)

より, π1
((∪

α∈AOα

)
∩ U

)
は Cの開集合である. 同様に,

(∪
α∈AOα

)
∩ V も Cの開集合である.

(ii) O1, O2 が (1.29)の右辺をみたすP1(C)の部分集合のとき, π1(O1∩O2∩U) = π1 (O1 ∩ U)∩π1 (O2 ∩ U)

は Cの開集合である. 同様に, O1 ∩O2 ∩ V も Cの開集合である.

(iii) 空集合 ∅と全体集合 P1(C)に対して, π1(∅ ∩ U) = π1(∅) = ∅, π1(P1(C) ∩ U) = π1(U) = C はそれぞ
れ Cの開集合である. V についても同様である.

以下，この位相により P1(C)を位相空間（すなわち，開集合の概念が定義された集合）と見なす.

P1(C)の位相の定義から，

π1 : U → C, π2 : V → C, φ : C → U, ψ : C → V (1.30)

は全て同相写像である（つまり，全単射な連続写像であり, 逆写像も連続である）.

以下, 同相写像 φ : C → U ⊂ P1(C), φ(z) = (z : 1)により C ⊂ P1(C)と見なす. つまり, Cの点 z を

P1(C)の点 (z : 1)と見なす. この様にして P1(C)を Cの拡張と見るとき, P1(C)を Ĉで表し, Riemann球

面と言う:

Ĉ := P1(C) = C ∪ {∞}, ∞ := (1 : 0). (1.31)

複素平面に付け加わった点∞ = (1 : 0)を Riemann球面の無限遠点と言う. 無限遠点は V の原点である.

Ĉ = P1(C) は Cに無限遠点∞を添加して得られる集合である.
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注 1.10. ψ : C ∼= V を用いて P1(C)を Cの拡張と見なしても良い. このとき V を C′と表すことにすれば,

C′ = (C\{0})∪ {∞},P1(C) = C′ ∪ {0 = (0 : 1)}である. V から見た無限遠点は, U の原点ということにな

る. この講義では，U を基準となる複素平面 Cと見なす.

無限遠点の ε-近傍は以下のように与えられる（これを定義と思っても良い）.

∞ の ε-近傍 = V の原点の ε-近傍

=
{
(1 : w) ∈ P1(C); |w| < ε

}
=
{
(z : 1) ∈ P1(C); |z| > 1

ε

}
∪ {∞}

= {z ∈ C; |z| > 1
ε} ∪ {∞}.

注 1.11. Cの ε-近傍と上で定義した∞の ε-近傍を合わせて，Ĉの位相を定義できる．きちんと位相を定
義するには，Ĉ 開集合系 (開集合の全体) を定めるやり方があるが，Ĉの各点 zに対して，zの基本近傍系

と呼ばれる集合族を定めるやり方もある. 簡単に言うと，集合 U が開集合であるとは，任意の U の点 xに

対して上で定義した ε-近傍 B(x, ε)が存在して U に収まる，というふうに定義すればよい．

従って, Ĉ の位相の定義から次が成り立つ.

Cの点列 {zn}n∈N が Ĉにおいて∞に収束

⇐⇒ nが充分大きいとき zn ̸= 0であり,

{
1

zn

}
n∈N

が 0に収束

⇐⇒ lim
n→∞

|zn| = ∞.

有理関数とRiemann球面

Riemann球面を導入する利点の一つは，有理関数を Ĉ全体で定義された連続写像と見なすことが可能に
なるという点である．� �
定理 1.12. P (z)，Q(z) ∈ C[z]を共通因子を持たない多項式とする．有理関数

R(z) :=
P (z)

Q(z)
(1.32)

は Ĉ から自分自身への連続写像である.� �
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Proof. 定義から，次のように表示できる:

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n， Q(z) = b0 + b1z + · · ·+ bmz

m， anbm ̸= 0. (1.33)

P (z)とQ(z)は共通因子を持たないので，C上で P (z)とQ(z)が同時に 0になることはない．従っ

て，有理関数 R(z)は Cから Riemann球面への写像 R̃を導く：

R̃ : C → Ĉ， z = (z : 1) 7→ (R(z) : 1) = (P (z) : Q(z)). (1.34)

z ∈ Cのとき，P (z) ̸= 0または Q(z) ̸= 0なので，P (z)と Q(z)の連続性から R̃ : C → Ĉは連続
である．実際，Cの開集合 O1，O2 を

O1 := {z ∈ C; P (z) ̸= 0} = R̃−1(V )， O2 := {z ∈ C; Q(z) ̸= 0} = R̃−1(U) (1.35)

と定義すれば，P と Qが共通零点を持たないので C = O1 ∪O2 である．O1 上で,

R̃(z) = (P (z) : Q(z)) = (1 : Q(z)/P (z)) (1.36)

と表され，Q(z)/P (z)は O1から C = π2(V )への連続写像なので，R̃は O1から V ⊂ Ĉへの連続
写像である．（V から U への座標変換が連続写像なので，R̃(z) ∈ U であれば R̃は zの近傍から U

への連続写像である．従って，Ĉへの写像が連続であるという性質は，値が U に含まれるか V に

含まれるかに依らずに定まる．）同様に，R̃がO2から U ⊂ Ĉへの連続写像であることも示される.

無限遠点∞ = (0 : 1)の近傍で写像 R̃の様子を見る．無限遠点の近傍では座標 z で与えられる U

の点に対して，座標が w = z−1 で与えられる V の点が対応していた．従って,

R̃ : C → Ĉ， (z : 1) 7→ (R(z) : 1) =
(
R
(
w−1

)
: 1
)
=
(
P
(
w−1

)
: Q
(
w−1

))
(1.37)

となる．ここで,

P
(
w−1

)
= a0 + a1w

−1 + a2w
−2 + · · ·+ anw

−n

= w−n
(
a0w

n + a1w
n−1 + a2w

n−2 + · · ·+ an
)
，

Q
(
w−1

)
= b0 + b1w

−1 + b2w
−2 + · · ·+ bmw

−m

= w−m
(
b0w

m + b1w
m−1 + b2w

m−2 + · · ·+ bm
)

(1.38)

および (z : 1) = (1 : w)より，無限遠点の近傍 V で R̃を以下のように表すことができる:

(i) m ≥ n のとき,

(1 : w) 7→
(
wm−n

(
a0w

n + a1w
n−1 + · · ·+ an

)
: b0w

m + b1w
m−1 + · · ·+ bm

)
(1.39)

(ii) n ≥ m のとき,

(1 : w) 7→
(
a0w

n + a1w
n−1 + · · ·+ an : wn−m

(
b0w

m + b1w
m−1 + · · ·+ bm

))
. (1.40)

anbm ̸= 0なので，(i)，(ii)から w = 0の近傍で第 1座標と第 2座標が同時に 0になることはな

い．従って，R̃は∞の近傍で定義されており，表示 (i)，(ii)から V 上で R̃は連続である．特に，

w = 0において R̃は連続である. □

R̃ : Ĉ → Ĉはm = n = 0のときは定値写像で，max{m，n} > 0のときはmax{m，n} : 1の写像である．
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すなわち，a ∈ Ĉを一般の点とすれば，R̃−1(a) は（重複度も含めて数えれば）max{m，n} 個の点から成
る．（代数学の基本定理を仮定している．）m = n = 1 の場合，R̃ : Ĉ → Ĉは同相である．このとき，R̃を Ĉ

の一次分数変換，またはMöbius変換と言う（[?]で体験できる）．正則行列

(
a′ b′

c′ d′

)
と

(
a b

c d

)
がある

k ≠ 0を用いて

(
a′ b′

c′ d′

)
= k

(
a b

c d

)
と表されるとき，a′z+b′

c′z+d = az+b
cz+d であるから，一次分数変換は

az + b

cz + d
， A = ±

(
a b

c d

)
∈ SL(2，C)/± 1 (1.41)

と一意的に表される．但し，

SL(2，C) =

{(
a b

c d

)
∈ C2×2; ad− bc = 1

}
(1.42)

は行列式が 1である複素 2次正方行列全体の集合である．本講義ではあまり登場しないが，一次分数変換

は重要である.

例 1.13. f(z) = 1
z の例に戻り，

lim
z→∞

1

z
= 0 (1.43)

が成り立つことを三通りのアプローチで示す．

• 上で述べたように，z → ∞は |z| → ∞を意味するので，

lim
z→∞

1

z
= lim

|z|→∞

1

z
= 0 (1.44)

をすぐに得る．

• 位相に基づいた証明：0の任意の近傍 Aに対して，∞の近傍 B があって

z ∈ B ならば
1

z
∈ A (1.45)

を示ばよい．開集合の定義より，Aに収まる 0の ε-近傍 B(ε)が存在するので，

z ∈ B ならば

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < ε (1.46)

をみたす B があることを示ば十分である．∞の ε-近傍の定義を思い出すと，B として∞の ε-近傍

そのものをとればよいことがわかる．

• 距離に基づいた証明：

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. d(z,∞) < δ ⇒ d

(
0,

1

z

)
< ε (1.47)

を示すことになる．上の dの式を用いて書くと，

2√
1 + |z|2

< δ ⇒
2
∣∣ 1
z

∣∣√
1 + 1

|z|2
< ε (1.48)
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となるが，式が同じだから，δ := εをとればよい．

同様に，

lim
z→0

1

z
= ∞ (1.49)

であることが示せる．注意に値する事実は，Rにおいては limx→0
1
x の極限は存在しない（limx→0−

1
x = −∞,

limx→0+
1
x = +∞より）から，Ĉでの∞の意味が Rの∞とは本質的に異なるということである．

そこで，

f̃(z) :=


1
z , z ∈ C\{0}
∞, z = 0

0, z = ∞
(1.50)

と定義すれば，f̃ : Ĉ → Ĉの関数として連続な関数となる．この逆関数も連続であるため，f̃ は Ĉから Ĉ
への同相写像である．
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2 正則関数

2.1 複素平面の領域� �
定義 2.1. 複素平面 C の領域は，Cの連結な開集合である．� �� �
定義 2.2. 集合 Ω ⊂ C が連結であるとは，次の条件が成り立つことを言う:

開集合O1, O2に対し，Ω = (O1 ∩Ω)∪ (O2 ∩Ω), (O1 ∩Ω)∩ (O2 ∩Ω) = ∅と表すとき, O1 ∩Ω = ∅ま
たは O2 ∩ Ω = ∅のどちらか一方が必ず成り立つ.� �

Ω Ω

O2O1

Ω

b

b
a

b

共通部分を持たない開集合 O1, O2 で覆われている連結でない Ω の例と連結集合 Ω の例.

Cの開集合 Ωが連結であるための必要十分条件は，それが弧状連結であることである．� �
補題 2.3. Cの開集合 Ωが連結であるのは，任意の二点 a，b ∈ Ω に対して，連続曲線 γ : [0, 1] → Ω

であって，γ(0) = a, γ(1) = b をみたすものが存在するときとそのときのみである．� �
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Proof.

• Ω が連結 =⇒ Ω は弧状連結を示す.

c ∈ Ωを固定する．cと Ω内の連続曲線で結べる Ωの点全体を O1 とし，cと Ω内の連続

曲線で結べない Ωの点全体を O2 とする．この定義から Ω = O1 ∪ O2, O1 ∩ O2 = ∅であ
る．O1, O2 はそれぞれ開集合であることを示す．Ωが開集合なので，任意の d ∈ Ωに対し

て r > 0が存在し，B(d, r) ⊂ Ωである．d ∈ O1 と仮定すれば，cと dを結ぶ Ωの連続曲線

γ : [0, 1] → Ω, γ(0) = c, γ(1) = dが存在する．B(d, r)の任意の点 z に対して，dと z を直

線 ℓ(s) = (1− s)d+ szで結べば，γ と ℓをつなげて得られる曲線

ℓ · γ =

γ(2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)

ℓ(2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)
(2.1)

は γ(1) = d = ℓ(0)を充すので，cと z を結ぶ Ωの連続曲線である．従って，B(d, r) ⊂ O1

である．以上から O1 は内点より成るので開集合である.

次に d ∈ O2とすれば，すべての z ∈ B(d, r)は cと Ωの連続曲線で結ぶことはできない．実

際，cと z ∈ B(d, r)を Ωの連続曲線 γ′で結べると仮定すれば，zと dを直線 ℓ′で結べばそ

れは Ωの連続曲線であるから，両者を継ぎ合わせて得られる曲線 ℓ′ · γ′を上と同様に定めれ
ば，これは cと dを結ぶ Ωの連続曲線である．これは cと dが Ωの連続曲線で結べないと

いう仮定に矛盾するので，任意の z ∈ B(d, r)は O2の点である．以上から O2も開集合であ

る．Ωの連結性から O1 = ∅または O2 = ∅となるが，c ∈ O1 なので O1 ̸= ∅である．従っ
て，O2 = ∅であり，Ω = O1，すなわち Ωの任意の点は cと Ωの連続曲線で結べる．Ωの任

意の 2点を与えるとき，それらの 2点を cを中継することにより Ωの連続曲線で結ぶことが

可能なので，Ωは弧状連結である.

• Ω が弧状連結 =⇒ Ω は連結を示す．（ただし，[0, 1]の連結性を認める．）

開集合O1, O2が存在して，Ω = O1∪O2, O1∩O2 = ∅が成り立つと仮定する．O1 ̸= ∅, O2 ̸= ∅
を仮定する．このとき c ∈ O1, d ∈ O2 を取ることができる．Ωは弧状連結なので，連続曲

線 γ : [0, 1] → Ωで γ(0) = c, γ(1) = dをみたすものが存在する．このとき，γの連続性から

γ−1(O1)と γ−1(O2)はそれぞれ [0, 1]の開集合であり，γ−1(O1)∪γ−1(O2) = γ−1(O1∪O2) =

γ−1(Ω) = [0, 1]及び γ−1(O1) ∩ γ−1(O2) = γ−1(O1 ∩ O2) = γ−1(∅) = ∅をみたす. [0, 1]の

連結性から γ−1(O1) = ∅または γ−1(O2) = ∅であるが, これは c ∈ γ−1(O1)と d ∈ γ−1(O2)

に矛盾する．O1 ̸= ∅, O2 ̸= ∅を仮定すると矛盾が生じるので，O1 = ∅または O2 = ∅が従
い，Ωは連結である. □

2.2 複素関数の極限値

以下，Ω を複素平面の領域とし，w = f(z) を Ω で定義される複素関数とする．� �
定義 2.4. 任意の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して，0 < |z − z0| < δ ならば |f(z)− w0| < ε

が成り立つとき, f(z) は z0 で極限値 w0 をつといい，次のように書く：

lim
z→z0

f(z) = w0.� �
上記の定義を言い換えると，“z → z0 のとき（または |z − z0| → 0 のとき） f(z) → w0（または
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|f(z)− w0| → 0）”となる．Ĉ の位相より，これを無限遠点を含む場合に拡張できる：

lim
z→∞

f(z) = w0 ⇐⇒ |z| → +∞ のとき |f(z)− w0| → 0

lim
z→z0

f(z) = ∞ ⇐⇒ |z − z0| → 0 のとき |f(z)| → +∞

lim
z→∞

f(z) = ∞ ⇐⇒ |z| → +∞ のとき |f(z)| → +∞

注 2.5. 複素数列の収束は実部と虚部のそれぞれの収束に同値であるため，z = x+ iy, z0 = x0+ iy0, f(z) =

u(x, y) + iv(x, y), w0 = u0 + iv0 とすれば，

lim
z→z0

f(z) = w0 ⇐⇒ lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 かつ lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0

が成り立つ．

注 2.6. 以下の複素極限の基本性質は容易に示される（左辺と右辺の差の絶対値をとり，三角不等式を適

用）：limz→z0 f(z) = α, limz→z0 g(z) = β とするとき，

lim
z→z0

{kf(z)± ℓg(z)} = kα± ℓβ

lim
z→z0

{f(z)g(z)} = αβ

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
α

β
(g(z) ̸= 0, β ̸= 0)

例 2.7. 有理関数

R(z) =
anz

n + · · ·+ a1z + a0
bmzm + · · ·+ b1z + b0

(an ̸= 0, bm ̸= 0)

において limz→∞R(z) を求める．

R(z) = zn−m an + an−1z
−1 + · · ·+ a0z

−n

bm + bm−1z−1 + · · ·+ b0z−m

と書けて，
an + an−1z

−1 + · · ·+ a0z
−n

bm + bm−1z−1 + · · ·+ b0z−m
→ an

bm
(z → ∞)

であるから

lim
z→∞

R(z) =


∞ (n > m)
an

bn
(n = m)

0 (n < m)

.

ここで，k > 0 に対して limz→∞ z−k = 0 である理由は，|z−k| = |z|−k → 0（|z| → ∞ のとき）が成り立

つことである．

例 2.8. f(z) = z に対して，limz→z0 f(z) = f(z0) が成り立つ．

実際，|z − z0| = |z − z0| = |z − z0| だから，|z − z0| → 0 のとき |f(z)− f(z0)| = |z − z0| → 0 である．

例 2.9. z → 0 とするとき，f(z) = z/z の極限値を調べる．

z = r(cos θ+ i sin θ)(r ̸= 0) とするとき

f(z) =
z

z
=
r(cos θ − i sin θ)

r(cos θ + i sin θ)
= cos(−2θ) + i sin(−2θ)

となる.

17



• θ = 0 として z を実軸の正の部分から 0 に近づけると f(z) → cos 0 = 1 となり，

• θ = π/4 として原点を通る半直線上で z を 0 に近づけると f(z) → i sin(−π/2) = −i となる．

すなわち, z の 0 への近づけ方を変えれば f(z) の極限値が変わるので，f(z) は一定値に近づかない．し

たがって，f(z) = z/z は z = 0 で極限値をもたない．

2.3 複素関数の連続性

ΩをCの部分集合とする．以下，特に断らない限り，Ω上の関数とは，Ωで定義された複素数値関数，す

なわち Ωから Cへの写像を意味する．� �
定義 2.10. f(z)を Ω上の関数とするとき，

f(z) が a ∈ Ω において連続

⇐⇒ limz→a f(z) = f(a)

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. |f(z)− f(a)| < ε ∀z ∈ B(a, δ)

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. |z − a| < δ ⇒ |f(z)− f(a)| < ε.

(2.2)

Ω上の関数 f(z)が Ωの全ての点で連続のとき，f(z)を Ω上の連続関数という.� �
注 2.11. 連続関数 f(z), g(z) に対して, f(z) + g(z)，f(z)− g(z)，cf(z)（c ∈ C），f(z)g(z)，f(z)/g(z)
（g(z) ̸= 0），g(f(z)) はすべて連続である．

これより，z の任意の多項式や有理関数などが連続であることがわかる．

注 2.12. f(z) = u(x, y) + iv(x, y) が z0 = x0 + iy0 で連続であるための必要十分条件は，u(x, y), v(x, y)

がともに (x, y) = (x0, y0) で連続なことである．

例 2.13. f(z) が閉円盤 |z| ≤ R で連続ならば，|f(z)| は |z| ≤ R で有界であることを示す．

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) とすると，u(x, y), v(x, y) は閉円盤 x2 + y2 ≤ R2 で連続である．ここで

|f(z)| =
√
{u(x, y)}2 + {v(x, y)}2

であり，
√

{u(x, y)}2 + {v(x, y)}2 は (x, y) に関して連続となるから, x2 + y2 ≤ R2 において最大値が存在

する．この最大値を M とすると |f(z)| ≤M，すなわち |f(z)| は |z| ≤ R で有界である．

（この一般化として，有界閉集合において連続な関数は有界である，ということが言える．）
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2.4 複素微分と正則関数� �
定義 2.14 (複素微分). f(z)を Ω上の複素数値関数とする.

• 次の極限が存在するとき，f(z)は点 a ∈ Ωにおいて複素微分可能という:

lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
. (2.3)

この極限値を f ′(a)で表す．同じことであるが，f ′(a) ∈ Cが存在して，h = 0の近傍で f(a+ h)

が次のように表されるとき，f(z)は aで複素微分可能である:

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ o(h)， o(h)/|h| → 0 (h→ 0). (2.4)

• f(z)が Ωの各点で複素微分可能なとき，f(z)を Ω上の正則関数または解析関数という．正則関

数の複素微分として得られる Ω上の関数 z 7→ f ′(z)を f(z)の導関数と言う.� �
注 2.15. 定義 2.14の (2.4)式から，Ωの各点で複素微分可能な関数（とくに正則関数）は Ω上で連続で

ある.

注 2.16. 関数が定義されている領域の各点において複素微分可能ならば，導関数が連続であることは E.

Goursatにより示された．従ってこの講義では，正則関数は定義域上で C1級であることを仮定する．以下，

領域 Ω上で C1-級である正則関数全体の集合を記号 O(Ω) で表す．

複素平面の領域 Ω上の関数が正則であるという性質は，次の操作に関して閉じている：

(i) 線形結合：f(z)，g(z) ∈ O(Ω), α, β ∈ C =⇒ αf(z) + βg(z) ∈ O(Ω).

(ii) 積：f(z), g(z) ∈ O(Ω) =⇒ f(z)g(z) ∈ O(Ω).

(iii) Ω上で零を取らない関数による商：f(z), g(z) ∈ O(Ω)，g(z) ̸= 0 ∀z ∈ Ω =⇒ f(z)/g(z) ∈ O(Ω).

(iv) 合成：f(z) ∈ O(Ω), g(w) ∈ O(D), f(Ω) ⊂ D =⇒ g ◦ f ∈ O(Ω).

実際，(i), (ii), (iii), (iv)のそれぞれの場合，導関数が以下のように与えられる：

{αf(z) + βg(z)}′ = αf ′(z) + βg′(z), {f(z)g(z)}′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z), (2.5)

{f(z)/g(z)}′ = {f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)} /g(z)2, d

dz
g(f(z)) = g′(f(z))f ′(z). (2.6)

これらの等式の証明は実数値関数の場合と同様なので，省略する．

例 2.17. 関数 f(z) = z は C上で正則である．実際，複素微分の定義から，f ′(z) = 1が任意の z ∈ Cに対
して成り立つ．従って，(i), (ii)より，zの多項式は C上の正則関数である：C[z] ⊂ O(C)．また，(iii)よ

り，zの有理関数は分母が零となる点から成る Cの部分集合の補集合上の正則関数である.

例 2.18. 関数 f(z) = zは C上で正則でない．実際，a ∈ Cに対して,

f(a+ h)− f(a)

h
=
h

h
= e−2iθ, ただし h = reiθ. (2.7)

従って，0に収束する点列 {hn}を適当に選べば，任意の θ ∈ Rに対して limn→∞
f(a+hn)−f(a)

hn
= e−2iθ と

できるので，極限 limh→0
f(a+h)−f(a)

h は存在しない（例 2.9も参照）．
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注 2.19. 上の例でわかるように，「f の実部と虚部がそれぞれ微分可能 ⇒ f が複素微分可能」という主張は

成立しない（“微分可能”を “連続”で置き換えれば成り立つ）．一方で，逆は成り立つ．すなわち，「f が複素

微分可能 ⇒ f の実部と虚部がそれぞれ微分可能」は正しい．これを見るために，f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

が z0 = x0 + iy0 で微分可能で，f ′(z0) = α = a+ ib とする．このとき，h = k + iℓ に対して，

u(x0 + k, y0 + ℓ)− u(x0, y0)− (ak − bℓ)

|h|
= Re

f(z0 + h)− f(z0)− hf ′(z0)

|h|

が成り立つが，複素微分の定義より右辺は h → 0 のとき 0 に収束する．したがって，u(x, y) は (x0, y0)

で微分可能で，ux(x0, y0) = a, uy(x0, y0) = −b である．v についても同様に示せる．

注 2.20. Ω上の実数値関数 f(z)が aにおいて複素微分可能のとき，f ′(a) = 0．実際,

f ′(a) = lim
h→0，h∈R

f(a+ h)− f(a)

h
∈ R. (2.8)

一方,

f ′(a) = lim
h→0，h∈R

f(a+ ih)− f(a)

ih
∈ iR (2.9)

となり，f が aで複素微分可能ならば f ′(a) ∈ R ∩ iR = 0．従って，定義 2.14の意味で複素関数の微分を

考えるとき，関数は実数値関数ではなく複素関数を考えなければ意味のある理論はできない.

また，これより関数 f1(z) = Re z, f2(z) = Im z, f3(z) = |z|, f4(z) = Arg zは正則でないことがわかる．
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2.5 正則関数とCauchy-Riemannの関係式� �
定理 2.21. f(z)を領域 Ω ⊂ C上の正則関数とする．f(z) を実部と虚部に分けて

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)， z = x+ iy, (2.10)

と書くとき，u(x, y), v(x, y) は以下の Cauchy-Riemannの関係式をみたす:

ux(x, y) = vy(x, y), uy(x, y) = −vx(x, y). (2.11)� �
Proof. a = α+ iβ, α, β ∈ Rとする．複素微分の定義から，

f ′(a) = lim
h→0

u(α+ h，β) + iv(α+ h，β)− u(α，β)− iv(α，β)
h

= ux(α，β) + ivx(α，β). (2.12)

一方,

f ′(a) = lim
h→0

u(α，β + h) + iv(α，β + h)− u(α，β)− iv(α，β)
ih

= vy(α，β)− iuy(α，β). (2.13)

両者を比較すれば，Cauchy-Riemannの関係式が従う. □

例 2.22. f : C → C, f(z) = z2 の場合，f(z) = (x + iy)2 = x2 − y2 + 2ixy より実部と虚部はそれぞれ

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xyとなる．さらに，

ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx (2.14)

より，Cauchy-Riemannの関係式をみたす．

例 2.23. f : C → C, f(z) = x2 + iy2 の場合，実部と虚部はそれぞれ u(x, y) = x2, v(x, y) = y2 となる．

このとき，ux = 2x, vy = 2y であるから，x = y でない限り，Cauchy-Riemannの関係式 ux = vy は成立

しない．よって，この関数は x ̸= y なる点 x+ iy で微分不可能である．

記号 ∂
∂z ,

∂
∂z̄ を以下の様に定める:

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
. (2.15)

� �
系 2.24. 関数 f(z)が Cauchy-Riemannの関係式をみたすための必要十分条件は次で与えられる:

∂f

∂z̄
(z) = 0. (2.16)� �

Proof. ∂/∂z̄ の定義から

∂f

∂z̄
(z) =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u+ iv) =

1

2
{(ux − vy) + i (uy + vx)} (2.17)

なので,
∂f

∂z̄
(z) = 0 ⇐⇒ ux − vy = uy + vx = 0 ⇐⇒ ux = vy, uy = −vx. (2.18)

これは Cauchy-Riemannの関係式である. □
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上で見た例であるが,

∂

∂z̄
z̄ =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(x− iy) =

1

2
(1 + 1) = 1 ̸= 0 (2.19)

なので，z̄ は正則関数ではない．条件 ∂f
∂z̄ (z) = 0から，f(z)が正則関数のとき，f(z)は何らかの意味で z̄

を含まない関数であることが予想されるが，これは実際に正しいことを後で示す（Cauchyの積分公式から，

f(z)は zの整級数として表される）．

� �
定理 2.25. Ω上の C1級実数値関数 u(x, y), v(x, y)が Cauchy-Riemannの関係式をみたすならば，複

素関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)は Ω上の正則関数であり，導関数 f ′(z)は Ω上連続である.� �
Proof. a = (α, β) ∈ Ωを任意の点とする．u(x, y), v(x, y)は C1 級関数なので，特に全微分可能

である．Cauchy-Riemannの関係式を用いれば,

u(α+ k, β + ℓ) = u(α, β) + kux(α, β) + ℓuy(α, β) + o
(√

k2 + ℓ2
)

= u(α, β) + kux(α, β)− ℓvx(α, β) + o
(√

k2 + ℓ2
)
.

(2.20)

ここで k, ℓの関数 o
(√
k2 + ℓ2

)
は以下をみたす：

o
(√
k2 + ℓ2

)
√
k2 + ℓ2

→ 0 as (k, ℓ) → (0, 0). (2.21)

同様に，Cauchy-Riemannの関係式を用いれば，

v(α+ k, β + ℓ) = v(α, β) + kvx(α, β) + ℓvy(α, β) + o
(√

k2 + ℓ2
)

= v(α, β) + kvx(α, β) + ℓux(α, β) + o
(√

k2 + ℓ2
)
.

(2.22)

(2.20), (2.22)から，h = k + iℓに対して，

f(a+ h)− f(a) = {u(α+ k, β + ℓ) + iv(α+ k, β + ℓ)} − {u(α, β) + iv(α, β)}

= kux(α, β)− ℓvx(α, β) + i {kvx(α, β) + ℓux(α, β)}+ o
(√

k2 + ℓ2
)

= {ux(α, β) + ivx(α, β)} (k + iℓ) + o
(√

k2 + ℓ2
)

= {ux(α, β) + ivx(α, β)}h+ o(|h|)

(2.23)

と表されるので,

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= ux(α, β) + ivx(α, β). (2.24)

以上から，aにおいて f(z)は複素微分可能である．a ∈ Ωは任意の点なので，f(z)は Ω上で複素

微分可能．u, v ∈ C1(Ω)と仮定したので，(2.24)より f ′ ∈ C0(Ω)．よって，f ∈ O(Ω). □

定理 2.21, 2.25から，正則関数が C1 級であることを要請しておけば，

f = u+ iv ∈ O(Ω) ⇐⇒ u, v ∈ C1(Ω)は Cauchy-Riemannの関係式をみたす. (2.25)

例 2.26. 正則関数 f(z) の実部が u(x, y) = y3 − 3x2y ならば，虚部 v(x, y) を求める．

Cauchy-Riemann関係式より

vy = ux = −6xy, vx = −uy = −3y2 + 3x2
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である．vy = −6xy を y について積分すれば，v(x, y) = −3xy2 + φ(x) を得る．ここで，φ(x) は x のみ

の連続な関数である．このように得られた v(x, y) を x について偏微分し，上の vx の式と比較すれば，

vx = −3y2 + φ′(x) = −3y2 + 3x2

となるので，φ(x) = x3 + c, c ∈ R．よって，v(x, y) = x3 − 3xy2 + c と虚部は実部より（定数を除いて）

一意的に決まる．f が正則なので，z のみの関数として表すことができる：

f(z) = (y3 − 3x2y) + i(x3 − 3xy2 + c) = i(x+ iy)3 + ic = iz3 + ic.

2.6 調和関数� �
系 2.27. f(z) = u(x, y) + iv(x, y)を Ω上の正則関数とする．f が C2 級のとき，u(x, y), v(x, y)は Ω

上で調和である．すなわち，u, vは次の Laplace方程式を Ω上でみたす：

∆u = ∆v = 0, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (2.26)

Laplace方程式をみたす C2 級関数を調和関数という．� �
Proof. u, vは C2 級なので，Cauchy-Riemannの関係式から，

uxx = (ux)x = (vy)x = vyx, uyy = (uy)y = − (vx)y = −vxy. (2.27)

vは C2 級なので vxy = vyx．従って，∆u = uxx + uyy = 0である．同様に∆v = 0も従う. □

注 2.28. f が C1級のとき，u, vは Ω上の弱い意味の調和関数である．すなわち，C上の C∞級関数 φが

Ωに含まれるある有界閉集合の補集合上で恒等的に 0であるとき，次の等式が成り立つ：∫
Ω

u∆φdx dy =

∫
Ω

v∆φdx dy = 0. (2.28)

実際，φ に関する仮定から，有界閉集合 K ⊂ Ω が存在して，φ(z) = 0 ∀z ∈ Ω\K．K の補集合上で
0 と定義することにより，φ を C 上の C∞ 級関数と見なすことができる. R > 0 を十分大きく選べば，

K ⊂ [−R，R]× [−R，R]として良い．この時，φ(z) = 0 ∀z ∈ C\K より，|x| ≥ Rまたは |y| ≥ Rのとき，

φ(x, y) = 0である．各変数ごとに部分積分を行うことにより次式を得る：∫
Ω

u∆φdx dy =

∫
C
u (φxx + φyy) dx dy = −

∫
C
(uxφx + uyφy) dx dy. (2.29)

実際，重積分は累次積分なので，部分積分から，∫
C
uφxx dx dy =

∫ R

−R

dy

∫ R

−R

u(x, y)φxx(x, y) dx

=

∫ R

−R

dy

{
[u(x, y)φx(x, y)]

R
−R −

∫ R

−R

ux(x, y)φx(x, y) dx

}

=

∫ R

−R

dy

u(R, y)
=0︷ ︸︸ ︷

φx(R, y)−u(−R, y)
=0︷ ︸︸ ︷

φx(−R, y)−
∫ R

−R

ux(x, y)φx(x, y) dx


= −

∫ R

−R

∫ R

−R

ux(x, y)φx(x, y) dx dy = −
∫
C
uxφx dx dy.

(2.30)
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等式
∫
C uφyy dx dy = −

∫
C uyφy dx dy についても同様に示される. (2.29)の最後の式に Cauchy-Riemann

の関係式を用いて，再度 (2.30)と同様に部分積分を行えば，∫
Ω

u∆φdx dy = −
∫
C
(uxφx + uyφy) dx dy

= −
∫
C
(vyφx − vxφy) dx dy

= −
∫
C
(−vφyx + vφxy) dx dy = 0.

(2.31)

但し，φxy = φyx であることを用いた．
∫
Ω
v∆φdx dy = 0についても同様である.

注 2.29. 弱い意味の調和関数は通常の意味の調和関数であることが知られている（Weyl の補題）．従って，

f が C1 級でも u, vは自動的に C2 級となり，Ω上の調和関数になる．（Weylの補題の証明は準備が必要な

ので，ここでは扱わない．）また，正則関数が定義域の任意の点の近傍で収束する整級数に展開されること

を後で示す．このことからも正則関数は自動的に C∞ 級関数である．

調和関数の組 u(x, y), v(x, y)が Cauchy-Riemannの関係式 ux = vy, uy = −vx をみたすとき，v(x, y)を
u(x, y)の共役調和関数という．考えている領域が単連結（後で定義する) のとき，Poincaréの補題を用い

ることにより u(x, y)の共役調和関数を uから定まるある 1次微分形式の線積分として表すことができる．

従って，単連結領域上では正則関数と調和関数に本質的な差はない．
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例 2.30. f(z) ∈ O(Ω), g(w) ∈ O(D), f(Ω) ⊂ D =⇒ g ◦ f ∈ O(Ω)であり，Ω上で次式が成り立つ:

d

dz
g(f(z)) = g′(f(z))f ′(z). (2.32)

Proof. ここでは Cauchy-Riemannの関係式と偏微分の連鎖律を用いて示す．

• Step 1: F (z) = g(f(z))が正則であることを示す．z = x+ iy, w = s+ itと表す．f(z), g(w)

を

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), g(w) = ϕ(s, t) + iψ(s, t) (2.33)

と表示するとき，

F (z) = g(f(z)) = g(u(x, y), v(x, y)) = ϕ(u(x, y), v(x, y)) + iψ(u(x, y), v(x, y)). (2.34)

そこで，

U(x, y) = ϕ(u(x, y), v(x, y)), V (x, y) = ψ(u(x, y), v(x, y)) (2.35)

とおくとき，F (z) = U(x, y) + iV (x, y)であるから，U, V が Cauchy-Riemannの関係式を

みたすことを示せば良い．偏微分の連鎖律から，

Ux(x, y) = ϕs(u, v)ux + ϕt(u, v)vx, Uy(x, y) = ϕs(u, v)uy + ϕt(u, v)vy, (2.36)

Vx(x, y) = ψs(u, v)ux + ψt(u, v)vx, Vy(x, y) = ψs(u, v)uy + ψt(u, v)vy. (2.37)

仮定から u, vおよび ϕ, ψに対して Cauchy-Riemannの関係式が成り立つ：

ux = vy, uy = −vx, ϕs = ψt, ϕt = −ψs. (2.38)

従って，

Vy(x, y) = ψs(u, v)uy(x, y) + ψt(u, v)vy(x, y) = −ϕt(u, v) (−vx(x, y)) + ϕs(u, v)ux(x, y)

= ϕs(u, v)ux(x, y) + ϕt(u, v)vx(x, y) = Ux(x, y)

Vx(x, y) = ψs(u, v)ux(x, y) + ψt(u, v)vx(x, y) = −ϕt(u, v)vy(x, y) + ϕs(u, v) (−uy(x, y))

= −ϕs(u, v)uy(x, y)− ϕt(u, v)vy(x, y) = −Uy(x, y).

(2.39)

以上から，U, V が Ω上で Cauchy-Riemannの関係式をみたすことが確かめられたので，定

理 2.25より g ◦ f は Ω上の正則関数である．

• Step 2: F (z) = g(f(z))とおく．F (z) = U(x, y) + iV (x, y)は Ω上の正則関数である．こ

のとき，偏微分の連鎖律と Cauchy-Riemannの関係式から，

F ′(z) = Ux(x, y) + iVx(x, y)

= ϕs(f(z))ux + ϕt(f(z))vx + i {ψs(f(z))ux + ψt(f(z))vx}

= ϕs(f(z))ux − ψs(f(z))vx + i {ψs(f(z))ux + ϕs(f(z))vx}

= {ϕs(f(z)) + iψs(f(z))} (ux + ivx) = g′(f(z))f ′(z)

(2.40)

となり，求める式が得られる． □

次節で多項式や（分母が零にならない領域上で考えたときの）有理関数以外にも正則関数が多く存在する

ことを示す．
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例 2.31. Ω ⊂ Cを領域とし，f ∈ O(Ω)とする．Ωの複素共役をDとする:

D = {z ∈ C; z̄ ∈ Ω}. (2.41)

このとき，g(z) = f(z̄), z ∈ Dと定義すれば，g ∈ O(D)である.

Proof. u, vをそれぞれ f の実部と虚部とし f(z) = u(x, y) + iv(x, y)と表す．z = x+ iyに対し

て z̄ = x− iyなので，

f(z̄) = u(z̄)− iv(z̄) = u(x,−y)− iv(x,−y). (2.42)

従って，g = U + iV を gの実部と虚部への分解とすれば，

U(x, y) = u(x,−y), V (x, y) = −v(x,−y). (2.43)

u, vはCauchy-Riemannの関係式をみたすので，Ω上ux = vy, uy = −vx．従って，任意の (x, y) ∈ D

に対して Ux(x, y) = {u(x,−y)}x = ux(x,−y)なので，

Vy(x, y) = −{v(x,−y)}y = vy(x,−y) = ux(x,−y) = Ux(x, y). (2.44)

同様に任意の (x，y) ∈ Dに対して Uy(x, y) = {u(x,−y)}y = −uy(x,−y)なので，

Vx(x, y) = −{v(x,−y)}x = −vx(x,−y) = uy(x,−y) = −Uy(x, y). (2.45)

以上からD上で Ux = Vy, Uy = −Vx となるので，g = U + iV はD上で正則． □
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3 整級数

3.1 微積分の復習

• 集合 Ω ⊂ C上の関数 f(z)の一様ノルム ∥f∥を以下の式で定める：

∥f∥ = sup
z∈Ω

|f(z)|. (3.1)

容易に確かめられるように，∥ · ∥は三角不等式をみたす：∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥．

• 集合 Ω上の関数列 {fn}n∈N が関数 f に一様収束する：

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∥fn − f∥ = sup
z∈Ω

|fn(z)− f(z)| < ε ∀n ≥ N. (3.2)

定義より，Ω上の関数列 {fn}n∈Nが一様収束するならば，Ωの各点 aにおいて数列 {fn(a)}n∈Nは収

束する．

• 関数項級数
∑

n fn が Ω上で一様収束することを，部分和列 {Sn} , Sn =
∑n

k=1 fk が Ω上で一様収束

することにより定義する．また，
∑

n fnが Ω上で一様に絶対収束することを，
∑

n |fn|が Ω上で一様

収束することにより定義する．

• Ωに含まれる任意の有界閉集合上で {fn}が一様収束するとき，{fn}は Ω上で広義一様収束すると言

う．関数項級数
∑
fn が Ω上で広義一様に絶対収束することも同様に定義する．

• Ω ⊂ C上の関数列 {fn}n∈N に対し，次の条件は同値である（Cauchy 判定法）：

(1) 関数列 {fn}n∈N は一様収束する．

(2) {fn}n∈N は一様ノルム ∥ · ∥に関して Cauchy列である．すなわち，

∀ε > 0 ∃N ∈ N s.t. ∥fm − fn∥ < ε ∀m,n ≥ N. (3.3)

• Ω上の連続関数の列 {fn}n∈N ⊂ C0(Ω)がΩ上で一様収束するならば，その極限もΩ上で連続である．

すなわち，limn→∞ fn ∈ C0(Ω)．� �
定理 3.1 (WeierstrassのM -判定法). 正項級数

∑
n≥1 anを Ω ⊂ C上の関数項級数

∑
n≥1 fnの優級数

とする．すなわち，以下が成り立つとする：

∥fn∥ ≤ an ∀n ∈ N. (3.4)

ただし，∥ ·∥はΩ上の一様ノルムである．このとき，
∑

n≥1 anが収束するならば，関数項級数
∑

n≥1 fn

は Ω上で一様に絶対収束する.� �
• {an}n∈N を実数列とする．{an}n∈N の上極限 limn→∞ an を以下のように定義する：

(1) {an}n∈N が上に有界でないとき，limn→∞an = +∞．

(2) {an}n∈N が上に有界なとき，新しい数列 {An}n∈N を以下のように定める：

Ak = sup {ak, ak+1, ak+2, . . .} = sup {an;n ≥ k} . (3.5)

数列 {An}n∈N は単調減少である．{An}n∈N の極限を limn→∞ an と定める：

limn→∞an = lim
n→∞

An. (3.6)
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• 実数列 {an}n∈Nが上に有界なとき，limn→∞ an = αであることと, 次の 2条件 (i), (ii)が成立するこ

とは同値である：

(i) ∀ε > 0 ∃N ∈ N an < α+ ε ∀n ≥ N .

(ii) {an}n∈N の部分列 {anν
}ν∈N が存在して，limν→∞ anν

= α．
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3.2 整級数� �
定理 3.2 (Cauchy-Hadamard). c ∈ Cとする．複素数を変数とする整級数

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − c)n (3.7)

の収束半径 R を以下の式で定める：
1

R
= lim

n→∞
|an|1/n . (3.8)

ただし, 右辺が 0のとき R = +∞，右辺が +∞のとき R = 0と定める．このとき，次が成り立つ．

(1) f(z)は B(c,R)上で広義一様に絶対収束する．

(2) |z − c| > Rのとき，級数 f(z)の項は非有界となり，f(z)は発散する．

(3) f(z)は B(c,R)上の正則関数を定める．その導関数 f ′(z)は f(z)を項別微分して得られ，f(z)

と同じ収束半径 Rを持つ．� �
Proof. 以下, 簡単のため c = 0とする. c ̸= 0の場合も全く同様である．

(1) R = 0のとき，主張は自明なので，R > 0と仮定する．このとき，数列
{
|an|1/n

}
n∈N∪{0}

は

有界である．実数 ρ > 0が ρ < Rをみたすとする．R−1 = limn→∞ |an|1/n は定義より単調
減少列

{
supk≥n |ak|

1/k
}
n∈N∪{0}

の極限で，R−1 < ρ−1 なので，n0 = n0(ρ) ∈ Nが存在し

て，R−1 ≤ supk≥n |ak|
1/k

< ρ−1 ∀n ≥ n0．特に，

|an|1/n < ρ−1 ∀n ≥ n0, すなわち， |an| < ρ−n ∀n ≥ n0. (3.9)

従って，Mρ = max
{
|a0| , |a1| ρ, |a2| ρ2, . . . , |an0−1| ρn0−1, 2

}
と置けばMρ > 1であり，次

式が成り立つ：

|an| ≤Mρρ
−n ∀n ∈ N ∪ {0}. (3.10)

特に，ρ′ > 0を 0 < ρ < ρ′ < Rとなるように選んでも，同じようにMρ′ > 1 が存在して

|an| ≤Mρ′ (ρ′)
−n ∀n ∈ N ∪ {0} (3.11)

が成り立つ．従って，次式が任意の ℓ ≥ 0と 0 ≤ ρ < Rに対して成り立つ（後に使う）：

∞∑
n=0

nℓ |an| ρn ≤Mρ′

∞∑
n=0

nℓ (ρ/ρ′)
n
< +∞. (3.12)

WeierstrassのM -判定法より，B(ρ)上で f(z)の収束優級数を構成すればよい． (3.11)より,

|anzn| ≤Mρ′ (ρ/ρ′)
n ∀z ∈ B(ρ). (3.13)

そこで, f(z)の収束優級数
∑

nAnをAn :=Mρ′ (ρ/ρ′)
nで定義することができる．Weierstrass

M -判定法より，f(z)は B(ρ)上で一様収束する．
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(2) R > 0 の場合を考える．十分小さい正実数 0 < ε ≪ 1 を任意に与える．単調減少列{
supk≥n |ak|

1/k
}
n∈N∪{0}

の極限が 1/Rなので，N = N(ε) ∈ Nが存在して,

∣∣∣∣sup
k≥n

|ak|1/k −R−1

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ N. (3.14)

このとき，supk≥n |ak|
1/k

> R−1 − ε ∀n ≥ N．その結果，任意の 0 < ε < R−1 に対し，

|an|1/n > R−1 − ε　 すなわち， |an| >
(
R−1 − ε

)n
(3.15)

をみたす n ∈ Nが無限に多く存在する．

|z| > Rをみたす z ∈ Cに対し，0 < ε < 1
|z|

(
|z|
R − 1

)
となる εが存在する．この εに対し，

(3.15)から不等式

|anzn| >
{
|z|
(
R−1 − ε

)}n
(3.16)

をみたす n ∈ Nが無限に多く存在する．εの条件から |z|
(
R−1 − ε

)
> 1が成り立つので，級

数 f(z)の項は非有界である．

R = 0とする．limn→∞ |an|
1
n = ∞より数列

{
|an|1/n

}
n∈N
は非有界なので，任意のM > 0

に対して，|an|1/n > M となる n ∈ Nが無限に多く存在する．特に，任意の z ̸= 0に対して，

|an|1/n > 2|z|−1となる n ∈ Nが無限に多く存在する．すなわち，|anzn| > 2nとなる n ∈ N
が無限に多く存在する．これより，任意の z ∈ C\{0}に対して，f(z)の項は非有界である．

(3) (Step 1) f(z)の項別微分が f(z)と同じ収束半径を持つことを見る．f(z)の項別微分は

g(z) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n (3.17)

で与えられるので，(1)より，その収束半径 R′ は次式で与えられる：

1/R′ = lim
n→∞

|(n+ 1)an+1|1/n . (3.18)

ここで, |(n+ 1)an+1|
1
n = (n + 1)

1
n

(
|an+1|

1
n+1

)1+ 1
n ≥

(
|an+1|

1
n+1

)1+ 1
n

なので,{
|an|1/n

}
n∈N
が非有界ならば，すなわち，R = 0ならば，数列

{
|(n+ 1)an+1|

1
n

}
も非有界

となり，g(z)の収束半径も R′ = 0をみたす．従って，R = 0のとき R′ = Rである．

以下，
{
|an|1/n

}
n∈N
の有界性を仮定する：

∃M > 0 s.t. |an|1/n < M ∀n ∈ N. (3.19)

α = 1/R = limn→∞ |an|
1
n とおく．(n+ 1)1/n = 1 + δn とおけば,

1 + n = (1 + δn)
n
> 1 + nδn +

n(n− 1)

2
δ2n > 1 +

n(n− 1)

2
δ2n (3.20)

より，0 < δn <
√
2/(n− 1)．従って，limn→∞(n+ 1)

1
n = 1である．これより，

lim
n→∞

|(n+ 1)an+1|1/n = lim
n→∞

(1 + δn)
(
|an+1|

1
n+1

)1+ 1
n

= lim
n→∞

|an|1/n = 1/R (3.21)

となり，R′ = Rである．
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この部分をもう少し詳しくすると次のようになる．ε > 0を任意に与える．条件

lim
n→∞

|an|
1
n = α, lim

n→∞
M

1
n = 1, lim

n→∞
(n+ 1)

1
n = 1 (3.22)

よりN ∈ Nが存在して，任意の n ≥ N に対して次式が成り立つ：

|an|
1
n < α+

ε

4
, M

1
n < 1 +

ε

ε+ 4α
, (n+ 1)

1
n < 1 +

ε

2α+ ε
. (3.23)

従って，次の評価が成り立つ：

|(n+ 1)an+1|
1
n = |an+1|

1
n+1 |an+1|

1
n(n+1) (n+ 1)

1
n <

(
α+

ε

4

)
M

1
n

(
1 +

ε

ε+ 2α

)
<
(
α+

ε

4

)(
1 +

ε

ε+ 4α

)(
1 +

ε

ε+ 2α

)
= α+ ε ∀n ≥ N.

(3.24)

また，limn→∞ |an|
1
n = αより，部分列 {nν}ν∈Nが存在して，limν→∞ |anν |

1
nν = αが成り立

つ．α > 0のとき，
{
|anν

|
1

nν

}
が αに収束するので limν→∞

(
|anν+1|

1
nν+1

) 1
nν

= 1となる．

従って，

lim
ν→∞

|(nν + 1) anν+1|
1

nν = lim
ν→∞

(nν + 1)
1

nν |anν+1|
1

nν+1 |anν+1|
1

nν (nν+1) = α. (3.25)

α = 0のとき，(3.24)より，

lim
n→∞

|(n+ 1)an+1|
1
n = 0 = α. (3.26)

(3.24), (3.25), (3.26)より数列
{
|(n+ 1)an+1|

1
n

}
の上極限が αとなるので，

1/R′ = lim
n→∞

|(n+ 1)an+1|
1
n = α = 1/R. (3.27)

以上から，R′ = R である．

(Step 2) (1)より，級数 f(z), g(z)は任意の 0 < ρ < Rに対して B(ρ)上の連続関数を定める．

B(R) =
∪

ρ<RB(ρ)より，f(z), g(z)はB(R)上の連続関数を定める．f(z)の n番目までの部分和

と剰余項をそれぞれ Sn(z), Rn(z)で表す：

Sn(z) =

n−1∑
k=0

akz
k = a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1, Rn(z) =

∞∑
k=n

akz
k. (3.28)

このとき，f(z) = Sn(z) +Rn(z)である．z, z0 ∈ B(R)とする．|z|, |z0| < ρ < Rとなる ρ > 0を

選ぶ．このとき，

f(z)− f (z0)

z − z0
− g (z0) =

(
Sn(z)− Sn (z0)

z − z0
− S′

n (z0)

)
+ (S′

n (z0)− g (z0)) +
Rn(z)−Rn (z0)

z − z0
(3.29)

より，∣∣∣∣f(z)− f (z0)

z − z0
− g (z0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Sn(z)− Sn (z0)

z − z0
− S′

n (z0)

∣∣∣∣+ |S′
n (z0)− g (z0)|+

∣∣∣∣Rn(z)−Rn (z0)

z − z0

∣∣∣∣ .
(3.30)
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(Step 3) (3.30)の右辺において，剰余項を評価する：

Rn(z)−Rn (z0)

z − z0
=

∞∑
k=n

ak
zk − zk0
z − z0

=

∞∑
k=n

ak
(
zk−1 + zk−2z0 + · · ·+ zzk−2

0 + zk−1
0

)
(3.31)

と |z| < ρ < R, |z0| < ρ < Rより，∣∣∣∣Rn(z)−Rn (z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=n

|ak|
(
|z|k−1 + |z|k−2 |z0|+ · · ·+ |z| |z0|k−2

+ |z0|k−1
)
≤

∞∑
k=n

k |ak| ρk−1.

(3.32)

0 < ρ < Rより，(3.12)から級数 (1/ρ)
∑∞

k=0 k |ak| ρk =
∑∞

k=0 k |ak| ρk−1 は収束する．従って，

任意に与えられた ε > 0に対してN = N(ε) ∈ Nが存在して，

∞∑
k=n

k |ak| ρk−1 <
ε

3
∀n ≥ N. (3.33)

この不等式より， ∣∣∣∣Rn(z)−Rn (z0)

z − z0

∣∣∣∣ < ε

3
∀n ≥ N. (3.34)

(Step 4) (3.30)の右辺において，第二項を評価する：

|S′
n (z0)− g (z0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

kakz
k−1
0

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n

k |ak| ρk−1 (3.35)

なので，(3.33)より，n ≥ N = N(ε)ならば，

|S′
n (z0)− g (z0)| ≤

∞∑
k=n

k |ak| ρk−1 <
ε

3
. (3.36)

(Step 5) (3.30)の右辺において，第一項を評価する．SN (z)は zの多項式なので，複素微分可能

である．従って，δ = δ (z0, ε) > 0が存在して，∣∣∣∣SN (z)− SN (z0)

z − z0
− S′

N (z0)

∣∣∣∣ < ε

3
∀z ∈ B(z0, δ). (3.37)

(3.30)で n = N として, (3.34), (3.36), (3.37)より，∣∣∣∣f(z)− f (z0)

z − z0
− g (z0)

∣∣∣∣ < ε ∀z ∈ B(z0, δ). (3.38)

ε > 0は任意なので，上式から f(z)は z0 において複素微分可能であり，その値は g (z0)である．

z0 ∈ B(R)は任意なので，f(z)は B(R)上複素微分可能で，f ′(z) = g(z)である．

(Step 6) 最後に f(z)が C1-級であることを示す．f = u+ iv, g = U + iV と表す．f(z)の複素微

分が g(z)なので，次が成り立つ．

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= g(z). (3.39)

h ∈ R として上の極限を取れば ux + ivx = U + iV であり，h ∈ iR として上の極限を取れば
i−1 (uy + ivy) = U + iV である．従って，ux = vy = U, uy = −vx = −V が B(R)上で成り立つ．

g(z)の収束半怪がRなので，(1)より g ∈ C0(B(R))となる．従って，uと vのそれぞれの 1階偏導関

数はB(R)上の連続関数である．これは u, v ∈ C1(B(R))を意味するので，f = u+ iv ∈ C1(B(R))

である． □
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� �
系 3.3. 級数 f(z) =

∑∞
n=0 an(z − c)n が正の収束半怪 R > 0を持つならば，任意の k ∈ N ∪ {0}に対

して f(z)は k回複素微分可能であり，k階導関数 f (k)(z)は次式で与えられる：

f (k)(z) =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
an+k(z − c)n. (3.40)

特に，ak = f (k)(c)/k!であり，f(z)は B(c,R)上で次の Taylor級数として表される：

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(c)

n!
(z − c)n. (3.41)

� �
Proof. 簡単のため c = 0の場合を考える．k = 0のとき，主張は明らかである．k ≥ 0のときに

f (k)(z)の整級数展開が (3.40)で与えられることを仮定して，k + 1の場合を考える．

定理 3.2を f (k)(z)に対して用いれば，f (k)(z)は B(R)上の正則関数であり，

f (k+1)(z) =
d

dz
f (k)(z) =

d

dz

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
an+kz

n =

∞∑
n=1

(n+ k)!

(n− 1)!
an+kz

n−1

=

∞∑
m=0

(m+ k + 1)!

m!
am+k+1z

m. (3.42)

従って，k+1の場合も (3.40)が成り立つ．数学的帰納法により (3.40)が示された．系の後半はそ

こからすぐに従う． □� �
系 3.4. 収束半径 R > 0を持つ B(R)上の整級数 f(z)が B(R)上で恒等的に f ′(z) = 0を充たせば，

f(z) ≡ f(0)である．� �
Proof. B(R)上で恒等的に f ′(z) = 0ならば，複素微分の定義より任意の n ∈ Nに対して B(R)

上で恒等的に f (n)(z) = 0である．特に，f (n)(0) = 0であるから，f(z)の Taylor展開を考えれば

f(z) = f(0)が系 3.3より従う． □
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� �
定理 3.5. 整級数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n (3.43)

の収束半径が R > 0であるとする．このとき，任意の c ∈ B(R)に対して，cを中心とする整級数

g(z) =

∞∑
n=0

f (n)(c)

n!
(z − c)n (3.44)

の収束半怪は R− |c|以上であり，B(c,R− |c|) ⊂ B(R)上で等式 f = gが成り立つ．� �

b

b

c

B(R)

B(c, R− |c|)

Re

Im

0

|c|
R
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Proof. この定理は後で扱う Cauchy積分公式から従うが，ここでは二重級数に関する次の事実を

認めて証明を与える：

N×Nで添字付けられた複素数列 {am,n}m,n∈Nに対して，任意のm ∈ Nに対して
∑∞

n=1 |am,n|
が収束すると仮定する．さらに級数

∑∞
m=1 (

∑∞
n=1 |am,n|)が収束すると仮定する．このとき，

任意の n ∈ Nに対して級数
∑∞

m=1 |am,n|は収束し，級数
∑∞

n=1 (
∑∞

m=1 |am,n|)も収束する．
さらに，次式が成り立つ．

∞∑
m=1

( ∞∑
n=1

am,n

)
=

∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

am,n

)
. (3.45)

z ∈ B(c,R− |c|)とする．|z − c| < R− |c|なので，0 < ρ < Rを |z − c|+ |c| < ρとなるように選

ぶことができる．このとき，Cauchy-Hadamardの定理の証明中に示したように，定数Mρ > 1が

存在して，次の不等式が成り立つ：

|an| ≤Mρρ
−n ∀n ∈ N ∪ {0}. (3.46)

以下，負の整数mとm > nのとき

(
n

m

)
= 0と約束することにより，二項係数を拡張する. この

とき，系 3.3から，

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

an{(z − c) + c}n =

∞∑
n=0

an

n∑
k=0

(
n

k

)
cn−k(z − c)k

=

∞∑
k=0

∞∑
n=0

an

(
n

k

)
cn−k(z − c)k =

∞∑
k=0

∞∑
n=k

an

(
n

k

)
cn−k(z − c)k (3.47)

=

∞∑
k=0

(z − c)k

k!

∞∑
n=k

an
n!

(n− k)!
cn−k =

∞∑
k=0

(z − c)k

k!

∞∑
m=0

am+k
(m+ k)!

m!
cm

=

∞∑
k=0

f (k)(c)

k!
(z − c)k = g(z).

ここで，最後から 2番目の等号を得るために系 3.3を用いている．また，2行目の最初の等号を導

くための無限和の順序交換は，この二重級数が以下のように絶対収束することから条件 (3.45)が

成り立ち，正当化される：

∞∑
n=0

|an|
∞∑
k=0

(
n

k

)
|c|n−k|z − c|k ≤Mρ

∞∑
n=0

ρ−n
∞∑
k=0

(
n

k

)
|c|n−k|z − c|k

=Mρ

∞∑
n=0

ρ−n(|z − c|+ |c|)n =
Mρ

1− |z−c|+|c|
ρ

=
Mρρ

ρ− (|z − c|+ |c|)
< +∞. (3.48)

ここで，最初の不等式は (3.46)から従う．(3.47)から定理の主張が成り立つ． □

領域で定義された関数が定義域の各点のある近傍において収束する整級数として表されるとき，その関

数を解析関数という．定理 3.5から，収束する整級数は収束円盤の内部において解析関数である．正則関数

が解析関数であることは後で証明される．
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3.3 Abelの連続性定理� �
定理 3.6 (Abel). K > 1に対して

DK = {z ∈ C; |1− z| ≤ K(1− |z|)} ⊂ B ∪ {1} （ここで，B = B(0, 1)） (3.49)

と定める．級数
∑∞

n=0 an が収束するとき，B ∪ {1}上の関数 f(z)を整級数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n (3.50)

で定めれば，任意のK > 1に対して f(z) ∈ O(B) ∩ C0(DK)である．特に，

lim
DK∋z→1

f(z) = f(1). (3.51)� �

K = 1.5, 2.5 と 5 のときの集合 DK の形状と単位円における位置．

Proof. 定義から，DK ⊂ B，DK ∩ ∂B = {1}が成り立つことに注意する．級数
∑∞

n=0 anが収束

するので，limn→∞ an = 0である．特に {an}は有界列なので，Cauchy-Hadamardの定理 3.2(1)

より，f(z)の収束半径は 1以上である．従って，f ∈ O(B)である．以下，f ∈ C0 (DK)となる

ことを示す．B ∪ {1}上の関数 gを次式で定める：

g(z) = f(z)− f(1). (3.52)

0に収束する数列 {bn}n∈N を以下の式で定める：

bn =

a0 − f(1) = −
∑∞

m=1 am (n = 0)

an (n > 0).
(3.53)

g(z)の定義より，g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n である．g(1)と g(z)の部分和列をそれぞれ

σn = b0 + · · ·+ bn = a0 + a1 + · · ·+ an − f(1) = −
∞∑

k=n+1

ak, (3.54)
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Sn(z) = b0 + b1z + · · ·+ bnz
n (3.55)

と置く．このとき，以下の等式が成り立つ（Abel 総和法）：

Sn(z) = b0 + b1z + · · ·+ bnz
n

= σ0 + (σ1 − σ0) z + (σ2 − σ1) z
2 + · · ·+ (σn − σn−1) z

n

= σ0(1− z) + σ1
(
z − z2

)
+ σ2

(
z2 − z3

)
+ · · ·+ σn−1

(
zn−1 − zn

)
+ σnz

n (3.56)

= (1− z)
(
σ0 + σ1z + σ2z

2 + · · ·+ σn−1z
n−1
)
+ σnz

n

= (1− z)

n−1∑
k=0

σkz
k + σnz

n.

級数
∑

n an が収束するので数列 {σn}n∈N は 0 に収束し，特に有界：定数 C > 0 が存在して

|σn| ≤ C ∀n ∈ N．従って limn→∞ |σn|1/n ≤ limn→∞ C1/n = 1となり，Cauchy-Hadamardの定

理から整級数
∑∞

n=0 σnz
nの収束半径は 1以上である．従って関数列 {Sn}はB上で gに広義一様

収束し，(3.56)で n→ ∞とすれば，次式を得る：

g(z) = (1− z)

∞∑
n=0

σnz
n ∀z ∈ B. (3.57)

(3.56), (3.57)から

g(z)− Sn(z) = (1− z)

∞∑
k=n

σkz
k − σnz

n ∀z ∈ B. (3.58)

従って，

|g(z)− Sn(z)| ≤ |1− z|
∞∑

k=n

|σk| |z|k + |σn| |z|n ∀z ∈ B. (3.59)

ε > 0を任意に与える．{σn}n∈N が 0に収束するので，N ∈ Nが存在して，

|σn| < ε ∀n ≥ N. (3.60)

(3.59), (3.60)より，任意の z ∈ DK\{1}と n ≥ N に対して，

|g(z)− Sn(z)| ≤ ε|1− z|
∞∑

k=n

|z|k + ε|z|n =
|1− z|
1− |z|

ε|z|n + ε|z|n

≤ (K + 1)ε|z|n < (K + 1)ε. (3.61)

一方，g(1) = 0より，g(1)− Sn(1) = −Sn(1) = −σn．(3.60)より，

|g(1)− Sn(1)| = |σn| < ε ∀n ≥ N. (3.62)

(3.61), (3.62)より，

∥g − Sn∥DK
< (K + 1)ε. (3.63)

ただし，∥ · ∥DK
は DK 上の一様ノルムを表す．ε > 0は任意なので，(3.63)から DK 上で関数

列 {Sn}は gに一様収束する．Sn ∈ C0 (DK)なので，g ∈ C0 (DK)である． f = g + f(1)より，

f ∈ C0 (DK)である． □
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注 3.7. 単位円の 1と異なる点で
∑∞

n=0 anz
n
0 が収束すれば，z0 を頂点とする単位円盤内の鋭角領域 Dで

f(z)が連続で，

lim
z→z0,z∈D

f(z) = f(z0)

が成り立つ. これを示すため，Abelの連続性定理を z 7→ f(zz0)という関数に適用すればよい．実際，z 7→ zz0

は z0 の偏角での回転である．

例 3.8. 単調減少な正数列 {an}n∈N は limn→∞ an = 0をみたすとする．

(1) 整級数 f(z) =
∑∞

n=1 anz
n は B\{1}上で収束する．

(2) 任意にK > 1を固定するとき，任意の z0 ∈ ∂B\{1}に対して，

lim
z→z0,

|z−z0|
1−|z| <K

f(z) = f (z0) . (3.64)

Proof. (1)を示せば，(2)は zの関数 f (z0z)に対して Abelの連続性定理を適用することにより

従う．以下，(1)を示す．{an}は有界であるから，Cauchy-Hadamardの定理より f(z)の収束半

径は 1以上となり，f(z)はBの任意の点で収束する．従って，f(z)が ∂B\{1}上で収束すること
を示せばよい．すなわち，任意の θ ∈ R\2πZに対して，級数

∑∞
n=0 ane

inθが収束することを示す．

一般に，数列 {bn} , {cn}に対して，それぞれの部分和列を {Sn} , {Tn}とすれば，すなわち，Sn =∑n
k=1 bk, Tn =

∑n
k=1 ck とすれば，次式が成り立つ．

m∑
k=n+1

bkTk = (Sn+1 − Sn)Tn+1 + (Sn+2 − Sn+1)Tn+2 + · · ·+ (Sm − Sm−1)Tm

= −SnTn+1 − Sn+1 (Tn+2 − Tn+1)− · · · − Sm−1 (Tm − Tm−1) + SmTm

= −SnTn+1 − Sn+1cn+2 − · · · − Sm−1cm + SmTm

= (SmTm − SnTn+1)−
m−1∑

k=n+1

Skck+1. (3.65)

そこで，bn = einθ, cn = an − an−1 < 0（ただし a0 = 0）と置く．このとき，Tn = anである．そ

こでMθ = 2/
∣∣1− eiθ

∣∣と定義すれば，Sn = eiθ
(
1− einθ

)
/
(
1− eiθ

)
なので,

|Sn| ≤Mθ ∀n ∈ N. (3.66)

(3.65)より， ∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

ake
ikθ

∣∣∣∣∣ ≤Mθ (|am|+ |an+1|) +
m−1∑

k=n+1

Mθ |ak+1 − ak|

=Mθ (am + an+1) +

m−1∑
k=n+1

Mθ (ak − ak+1)

=Mθ (am + an+1) +Mθ (an+1 − am) = 2Mθan+1. (3.67)

仮定より an → 0 (n → ∞) であるから，任意の ε > 0 に対して，N ∈ N が存在して，0 <

an < ε ∀n ≥ N．従って，(3.67)より
∣∣∑m

k=n+1 ake
ikθ
∣∣ < Mθε ∀m,n > N が成り立つので，級数∑∞

k=1 ake
ikθ の部分和列は Cauchy列であり，従って級数

∑∞
k=1 ake

ikθ は収束する． □
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3.4 整級数の演算

以下，f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, g(z) =

∑∞
n=0 bnz

n を収束半径が R > 0以上の整級数とする．

このような整級数の演算に関する結果のみ述べる．証明はテキスト（例えば，[?]）を参照して下さい．

整級数の和∑∞
n=0 (an + bn) z

nは収束半径R以上の整級数であり，f(z)+ g(z) =
∑∞

n=0 (an + bn) z
nが |z| < Rにおい

て成り立つ.

整級数の積（乗積級数）

収束を考慮せずに f(z)g(z) を形式的に z について展開すると，f(z)g(z) は整級数であり，zn の係数は

cn =
∑n

k=0 akbn−k で与えられる．このとき，f(z)と g(z)の乗積級数を次の整級数として定義する．

h(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, cn =

n∑
k=0

akbn−k. (3.68)

整級数 h(z)の収束半径は R以上であり，B(R)上で広義一様に絶対収束する．さらに，次の等式が B(R)

において成り立つ：
∞∑

n=0

cnz
n = f(z)g(z). (3.69)

逆級数

f(z)h(z) = 1をみたす整級数 h(z)が存在するための必要十分条件は，

f(0) = a0 ̸= 0 (3.70)

である．このような整級数 h(z)は一意的であり，h(z)の収束半径は正である．

整級数の合成

整級数の合成を考えるために，以下の条件を仮定する：

g(0) = b0 = 0. (3.71)

条件 g(0) = 0を課さないと，(f ◦ g)(z)を形式的に展開したとき zm の係数は無限個の項から成り，合成

が定義可能かどうか直ちには判定できない．|g(0)| < Rの場合，0 < ρ < R − |g(0)|と選べば，w の関数
f̃(w) = f(g(0) +w)が B(ρ)において wの整級数に展開される（定理 3.5）．このとき，g̃(z) = g(z)− g(0)

とおけば，f(g(z)) = f̃(g̃(z))かつ g̃(0) = 0であるから，(3.71)が成り立つ場合に帰着する．条件 (3.71)の

下で整級数 f(z)と g(z)の合成 (f ◦ g)(z)を次式で定める：

(f ◦ g)(z) =
∞∑

n=0

ang(z)
n =

∞∑
n=0

an

( ∞∑
k=1

bkz
k

)n

. (3.72)

このとき，f ◦ gは正の収束半径を持つ zの整級数である．

逆関数

整級数 f(z)の逆関数を整級数として求める．整級数 g(z)が f(z)逆関数であるならば，逆関数の定義から

f ◦ g(z) = zである．さらに，整級数 f(z)の中心，すなわち g(0)が 0である場合を考える：

f(g(z)) = z, g(0) = b0 = 0. (3.73)
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このとき，条件 f(g(z)) = zから
∞∑

n=0

an

( ∞∑
m=1

bmz
m

)n

= z (3.74)

である．両辺の定数項を比較すれば，a0 = 0である．z の 1次の項を比較すれば，a1b1 = 1となる．従っ

て，a1 = f ′(0) ̸= 0が必要である．この条件は十分条件である．

つまり，整級数 f(z)が f(0) = 0, f ′(0) ̸= 0をみたすとき，ρ > 0が存在して，f(g(z)) = z をみたす整級

数 g ∈ O(B(ρ))が一意的に存在する．
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3.5 指数関数，三角関数，対数関数

3.5.1 指数関数

z ∈ Cの指数関数 ez を以下の整級数で定義する：

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
. (3.75)

limn→∞(n!)1/n = ∞より，この整級数の収束半径は

1

R
= lim

n→∞

(
1

n!

)1/n

= lim
n→∞

1

(n!)1/n
= 0 (3.76)

となり，無限大である．特に，ez は任意の B(R), R > 0上で一様に絶対収束し，C上の正則関数を定める．
ez を指数関数という．任意の z, w ∈ Cに対して，指数関数 ez は以下の性質をみたす：

(1) e0 = 1

(2) (ez)
′
= ez

(3) ez+w = ezew

(4) ez̄ = ez.

Proof.

(2) ez の収束半径が無限大なので，定理 3.2 (3)より,

(ez)
′
=

∞∑
n=0

1

n!

d

dz
zn =

∞∑
n=1

zn−1

(n− 1)!
= ez. (3.77)

(3) 右辺の乗積級数と左辺を比較すれば，乗積級数の定義から，

右辺の k 次の項 =
∑

m+n=k

zm

m!

wn

n!
=

1

k!

∑
m+n=k

(m+ n)!

m!n!
zmwn =

1

k!

k∑
m=0

(
k

m

)
zmwk−m

=
1

k!
(z + w)k = 左辺の k 次の項. (3.78)

(4) ez の定義かつら，

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
=

∞∑
n=0

zn

n!
= ez. (3.79)

□

3.5.2 三角関数

三角関数 cos zと sin zを以下の式で定義する：

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
. (3.80)
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指数関数 ez の Taylor展開から，cos z, sin zは以下の Taylor展開を持つ：

cos z =

∞∑
n=0

(i)n + (−i)n

2

zn

n!
=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, (3.81)

sin z =

∞∑
n=0

(i)n − (−i)n

2i

zn

n!
=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
. (3.82)

三角関数 cos z, sin zに対して以下の等式が成り立つ：

(1) eiz = cos z + i sin z.

(2) cos2 z + sin2 z = 1.

(3) (cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z.

Proof. (1), (2) は三角関数の定義から明らかである．(3)について，一般に，正則関数 f(z)に対

して， d
dz f(cz) = cf ′(cz)が成り立つので，

(cos z)′ =

(
eiz
)′
+
(
e−iz

)′
2

=
ieiz − ie−iz

2
= − sin z. (3.83)

同様に (sin z)′ = cos zを示すことができる． □

3.5.3 指数関数の周期性

C上の関数 f(z)に対して，等式 f(z + c) = f(z)が任意の z ∈ Cに対して成り立つとき，cを f(z)の周

期という．cが f(z)の周期ならば，任意のm ∈ Zに対してmcも f(z)の周期である．� �
定理 3.9. eiz は最小の正の周期を持ち，任意の周期はその整数倍である．以下，eiz の最小の正の周期

を 2πで表す．特に，ez は周期 2πiZを持つ周期関数である．� �
Proof.

Step 1：eiz に周期が存在すれば実数である

eiz の周期を ωとする．ei(z+ω) = eiz より，eiω = 1である．ω = a+ ib，a, b ∈ Rと表せば,

1 = eiω = e−beia = e−b(cos a+ i sin a). (3.84)

指数関数と三角関数の整級数表示から，z ∈ Rならば ez, cos z, sin zは実数である．eze−z = ez−z =

e0 = 1より，ez ̸= 0である．指数関数の Taylor展開 ex = 1 +
∑∞

n=1 x
n/n!において展開係数は

正なので，x > 0ならば ex > 1である．exe−x = 1より，x < 0ならば，0 < ex < 1である．従っ

て，実数 xが ex = 1をみたすならば，x = 0が従う．等式 e−b(cos a + i sin a) = 1の絶対値を取

れば，cos2 a+ sin2 a = 1より e−b = 1が従い，これから b = 0となる．すなわち，ω ∈ Rである．
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Step 2： eiz の周期の存在

以下の不等式が成り立つ（証明は容易なので省略）：

sin y > y − y3

6
, cos y < 1− y2

2
+
y4

24
∀y > 0. (3.85)

この不等式から，cos
√
3 < 1− 3

2 + 9
24 = − 1

8．これと cos 0 = 1 > 0から，中間値の定理より 0と√
3の間に cos y0 = 0をみたす実数

0 < y0 <
√
3 (3.86)

が存在する．このとき，cos2 y0 + sin2 y0 = 1より，sin y0 = ±1が従い，結局 eiy0 = ±iである．
これより e4iy0 = 1であり，4y0 > 0は関数 eiz の周期である．

Step 3：(0, y0)に cos y = 0の解が存在しない

実数 yが 0 < y < y0 <
√
3をみたすとき，1− y2/6 > 1/2なので，

−(cos y)′ = sin y > y

(
1− y2

6

)
>
y

2
> 0. (3.87)

従って，区間 (0, y0)において実関数 cos y は狭義単調減少であり，任意の y ∈ (0, y0)に対して，

1 = cos 0 > cos y > cos y0 = 0が成り立つ．以上から，y0 は cos y = 0の最小の正の解である．そ

こで実数 πを

2π = 4y0 (3.88)

により定めれば，2π > 0は関数 eiz の周期である．

Step 4：2πが eiz の最小の正の周期である

Step 3 より，区間 (0, y0) において sin y > 0 なので，y → y0 − 0 とすれば sin y0 ≥ 0 である．

cos y0 = 0から sin y0 = ±1なので，sin y0 = 1である．また，Step 3で見たように (0, y0)におい

て 0 < cos y < 1なので，cos2 y+sin2 y = 1より，0 < sin y < 1が (0, y0)において成り立つ．特に

区間 (0, y0)において cos y + i sin yの実部も虚部も 0でないので，(0, y0)上で eiy ̸= ±1,±i．ここ
で，eiy ̸= ±1,±i ⇐⇒

(
eiy
)4 ̸= 1なので，(0, y0)上で eiy ̸= ±1,±iであることから，区間 (0, y0)

において e4iy ̸= 1である．以上から，2π = 4y0 は eiz の最小の正の周期である．

Step 5：eiz の周期の全体が 2πZである
ω を eiz の任意の周期とする．Step 1より ω ∈ Rなので，2πn ≤ ω < 2π(n + 1)をみたす n ∈ Z
が存在する．ω ̸= 2πnとすれば，0 < ω − 2πn < 2πから ω − 2πnは eiz の正の周期であり，条件

より ω − 2πn < 2πが成り立つ．これは Step 4で示された 2πが eiz の最小の正の周期であるとい

う事実に矛盾する．従って，ω = 2πnである． □

定理 3.9の証明中で以下の等式が示された：

eπi/2 = i, eπi = −1, e2πi = 1. (3.89)
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3.5.4 対数関数

複素数 z ̸= 0に対して，zの対数 log zを

log z = {w ∈ C; ew = z} (3.90)

として定義する．ez の周期性から log zは z ̸= 0に対して一意的に決まらない．実際，αが zの対数ならば，

log z = α+ 2πiZ = {α+ 2πin; n ∈ Z}, Reα = log |z|, ei Imα =
z

|z|
. (3.91)

ただし，正実数 xに対して log xは exの逆関数として定まる実数値関数（通常の対数関数）である．（正実数

zに対して上の (3.90)の意味で log zを定義するとき，Reα = log |z|の意味は Reα = R ∩ log |z|である．）

Proof. 2πiが ez の周期なので，α + 2πiZ ⊂ log z は明かである．w を z の勝手な対数とする．

eα = z, ew = zより, ew−α = 1．これより i(w − α)は eiz の周期．従って，w − α ∈ 2πiZ．すな
わち，log z ⊃ {α+ 2πin;n ∈ Z}．以上から，log z = {α+ 2πin;n ∈ Z}．
wは ew = zをみたすので，

|z|2 = |ew|2 = ew · ew = ewew = ew+w = e2Rew. (3.92)

ex > 0 ∀x ∈ Rより，eRew = |z|．x ∈ Rのとき，(ex)
′
= ex > 0なので，exは狭義単調増加関数．

従って，Rew = log |z|は wに依らず一意的に定まる．特に，Reα = log |z|．このとき，

ei Imα = eα−Reα = eα/eReα = z/|z|. (3.93)

以上がら主張が示された． □

3.5.5 偏角

log zの虚部を arg zと書き，zの偏角という．偏角の定義と対数の定義から，以下の等式が成り立つ：

z = |z|ei arg z. (3.94)

対数の虚部は 2πZの不定性があるので，arg zは 2πZを除き一意的に定まる．z = x+ iyと表せば，

ei arg z =
z

|z|
=

x√
x2 + y2

+ i
y√

x2 + y2
, ei arg z = cos(arg z) + i sin(arg z) (3.95)

両辺を比較すれば，

tan(arg z) =
y

x
. (3.96)

従って，z ̸= 0に対して，集合として次の等式が成り立つ：

arg z = arctan
(y
x

)
= arctan

(
Im z

Re z

)
. (3.97)

z1 = ew1 , z2 = ew2 の場合を考えれば，指数関数 ez の性質 ew1+w2 = ew1ew2 から，

log (z1z2) = log (ew1ew2) = log ew1+w2 = w1 + w2 + 2πiZ = log z1 + log z2. (3.98)

両辺の虚部を取れば，

arg (z1z2) = arg z1 + arg z2. (3.99)

これらは集合としての等式である．
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0

π/2

π

3π/2

e
z cos zsin z log z

（上）偏角を色調で，絶対値を輝度で表す基準となるカラーホイール．（下）カラーホイールに基づいたドメインカラー

リングによる初等関数の可視化（いずれも原点は図の中心にある）．[?] を用いて作成．

3.5.6 対数の分枝� �
定義 3.10. Dを Cの原点を含まない領域とする．D上の複素数値連続関数 f(z)がD上で

ef(z) = z ∀z ∈ D (3.100)

をみたすとき，f(z)を log zの分枝と言う．同様に，D上の実数値連続関数 φ(z)が

eiφ(z) = z/|z| ∀z ∈ D (3.101)

をみたすとき，φ(z)を arg zの分枝と言う.� �
領域Dにおいて log zの分枝 f(z)が存在するとき，f(z) + 2πin, n ∈ Zは log zの分枝であり，Dにおけ

る log zの全ての分枝はこのように与えられる．

Proof. f(z)がDにおける log z の分枝であるとき，f(z) + 2πinも log z の分枝であることは明

かである．g(z)を log zの任意の分枝とする．このとき，ef(z)−g(z) = z/z = 1が任意の z ∈ Dに

対して成り立つ．従って f(z)− g(z) ∈ 2πiZが任意の z ∈ Dに対して成り立つ．f, g ∈ C0(D)で

あり，Dは連結なので，n ∈ Zが存在して，f(z) − g(z) = 2πin ∀z ∈ Dが成り立つ．以上から，

log zのDにおける任意の分枝は f(z) + 2πin, n ∈ Zで与えられる． □

注 3.11. Cの原点を含まない勝手な領域に対して，log zの分枝が存在するとは限らない．例えば，C\{0}
上で log zの分枝は存在しない．（これは後で示す．）原点を含まない Cの任意の領域に対して，log zの分枝

を与えることと arg zの分枝を与えることは同値である．
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例えば以下の領域 D 上で，arg z = arctan(y/x)の分枝 Arg z が次の条件をみたすように選ぶことがで

きる：

D = {z ∈ C; Re z > 0}, − π/2 < Arg z < π/2 (3.102)

D = C\R≤0, − π < Arg z < π (3.103)

D = C\R≥0, 0 < Arg z < 2π (3.104)

Proof. 逆三角関数 Arctanxを R上の関数として

Arctanx =

∫ x

0

dt

1 + t2
x ∈ R (3.105)

により与えるとき，−π/2 < Arctanx < π/2であり，Arctanxは区間
(
−π

2 ,
π
2

)
で定義された関数

tanxの逆関数である．Rを x軸とする．右半平面 R>0 × R =
{
(x, y) ∈ R2;x > 0

}
上の関数

F (x, y) = Arctan(y/x) (3.106)

をR2\ (R≤0 × {0})上の連続関数に拡張できることを見る．(0, y) ∈ R2\ (R≤0 × {0})のとき，y > 0

または y < 0である．そこで，次のように定める.

F (0, y) = Arctan(y/0) =

π/2 (y > 0)

−π/2 (y < 0)
(3.107)

このように定めるとき，y > 0ならば

lim
x→+0

F (x, y) = lim
x→+0

∫ y/x

0

dt

1 + t2
=

∫ +∞

0

dt

1 + t2
= π/2 = F (0, y) (3.108)

y < 0 ならば，

lim
x→+0

F (x, y) = lim
x→+0

∫ y/x

0

dt

1 + t2
=

∫ −∞

0

dt

1 + t2
= −π/2 = F (0, y) (3.109)

なので，F (x, y)は
{
(x, y) ∈ R2;x > 0

}
∪
{
(0, y) ∈ R2; y ̸= 0

}
上の連続関数である．そこで，

F (x, y) =

π +Arctan(y/x) (x < 0, y > 0)

−π +Arctan(y/x) (x < 0, y < 0)
(3.110)

によりx < 0のときのF (x, y)を定めれば，x→ −0としたときも limx→−0 F (x, y) = F (0, y)が成り

立つ．従って，F (x, y)はR2\ (R≤0 × {0})上で定義された連続関数である．D = {z ∈ C; Re z > 0}
と D = C\R≤0 の場合には，このようにして Arg z = F (Re z, Im z)として arg z の分枝を定義で

きる．ここでは詳しく述べないが，D = C\R≥0 の場合も同様である． □

上記のそれぞれの Dに対して，Arg z を arg z の主値と言う．このとき，Arg z に対応する D上の log z

の分枝は

Log z = log |z|+ iArg z (3.111)

により与えられる．この分枝を log zの主値と言う．D = {z ∈ C; Re z > 0}に対して，

Arg z = Arctan
(y
x

)
, Log z = log |z|+ iArctan

(y
x

)
, z = x+ iy (3.112)
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であり，この定義はD = C\R≤0 に対しても拡張される．特に，次が成り立つ．

z が正実数ならば，Arg z = 0であり, 対数関数の主値 Log z は実数である. (3.113)

3.5.7 主値と対数関数の級数表示

以下，D = {z ∈ C; Re z > 0}の場合を考える．z ∈ B のとき 1 + z ∈ Dであるから，B 上で log(1 + z)

の主値として正則関数 Log(1+ z)を定義することができる．このように Log(1+ z) ∈ O(B)を考えるとき，

Log(1 + z)の整級数表示を求める．開区間 (−1, 1)上の関数 log(1 + x)の Taylor展開は次式で与えられる．

log(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn. (3.114)

この級数を複素変数の整級数と見るとき，Cauchy-Hadamardの定理より B において広義一様に絶対収束

する．この正則関数を f(z) ∈ O(B)とする：

f(z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn, z ∈ B. (3.115)

f(z)の定数項は 0であり，ez の収束半怪は∞なので，ef(z)は B上で収束する整級数である．従って，そ

の級数表示は ef(z) の Taylor級数により与えられる．

整級数 ef(z)の z = 0における Taylor級数は，zを実軸に制限して x = 0において ef(z)の Taylor級数を

考えた場合に一致する．従って，ef(z)のTaylor級数は elog(1+x)の原点におけるTaylor級数に一致する．と

ころが，x ∈ (−1, 1)に対して elog(1+x) = 1+ xであるから，結局 ef(z)の Taylor級数は次式で与えられる．

ef(z) = 1 + z. (3.116)

この式から，f(z) は B における log(1 + z) の分枝である．従って，整数 n ∈ Z が存在して，f(z) =

Log(1 + z) + 2πinが B 上で成り立つ．f(z)に z = 0を代入すると，f(0) = 0である．一方，対数の主値

の定義から，正実数に対してArg z = 0なので，Log(1) = log 1+ iArctan(0) = 0である．従って n = 0で

ある．以上から，B 上で次式を得る：

Log(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn. (3.117)

Abelの定理から，任意の z ∈ B\{−1}に対して右辺の級数は定義され，zを頂点とする B内の角領域にお

いて wが zに近づくとき，

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn = lim

w→z

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
wn = lim

w→z
Log(1 + w). (3.118)

ここで Log(1 +w)は領域 C\{Re(1 +w) ≤ 0} = C\{Rew ≤ −1}上で正則なので，z ∈ B\{−1}に対して
limw→z Log(1 + w) = Log(1 + z)．従って，次式が成り立つ：

Log(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn ∀z ∈ B\{−1}. (3.119)
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3.5.8 複素数の一般冪

複素数 z ̸= 0, αに対して，zα を以下の式で定める：

zα = eα log z. (3.120)

log zの多価性から，αが整数でなければ zαは多価関数である．原点を含まない領域Dにおいて log zの分

枝が存在するとき，上の定義式により Dにおいて zα の分枝を定めることができる．例えば，主値を考え

ることにより B 上の正則関数

(1 + z)α = eαLog(1+z) ∈ O(B) (3.121)

が定まり，その整級数表示は

(1 + z)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
zn,

(
α

n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
(3.122)

で与えられる．実数 −1 < x < 1に対して整級数表示

(1 + x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn (3.123)

が知られているので，(1 + z)α = eαLog(1+z)の整級数表示の証明は Log(1 + z)の整級数表示の証明と同様

にできる．

z
−2

z
2.2

z
2

z
0.5

ドメインカラーリングによる複素冪関数の可視化（いずれも原点は図の中心にある）．[?] を用いて作成．
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4 複素積分とCauchy積分公式

4.1 線積分の定義� �
定義 4.1 (曲線). 曲線 γ はある区間 [a, b]から Cへの連続写像 z = z(t)による像である．

• 閉曲線：z(a) = z(b)を満たす曲線 γ

• 単一曲線（または Jordan弧）：z(t)は [a, b]上で単射であるような曲線（ただし，閉曲線の場合，

[a, b)上で単射であるとする）

• Jordan 曲線：単一閉曲線

• C1-級曲線：z′(t)が連続である曲線（閉曲線の場合，z′(a) = z′(b)を仮定する）

• 区分的 C1-級曲線：区間 [a, b]の有限分割 a = t0 < t1 < · · · < tn = bがあって，z(t)の [tj−1, tj ]

への制限は j = 1, . . . , nに対して C1-級である．すなわち，各除外点 tj において，z′(t)の右か

らの極限と左からの極限が存在する．

• 正則曲線：z(t)は C1-級であり，z′(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]を満たす．

総変動量

V (z) = sup
a=t0<t1<···tn=b

n∑
j=1

|z(tj)− z(tj−1)| (4.1)

が有限なとき，γ は長さ有限であるという．ただし，上限はすべての有限分割（nは動く）について

とっている．� �
b b

b

b

b

b

b
b

b

b
a b

z(t)

z(a)

z(b)

γ

Re

Im

z(t0)

z(t1)
z(tn)

（左）写像の像としての曲線の定義．（右）(4.1) における有限和
∑n

j=1 |z(tj) − z(tj−1)| は折線近似の長さを表す．

注 4.2. γ が長さ有限であるのは，z(t)の実部 x(t)と虚部 y(t)がそれぞれ有界な総変動量をもつときとそ

のときのみである．

（左）区分的に C1-級の単一閉曲線の例．（右）単一でない C1-級の閉曲線の例．
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例 4.3. (1) c ∈ C, r > 0とする．γ : z = z(t) = c + reit, t ∈ [0, 2π]は C1-級正則曲線である．さらに，

単一閉曲線で，反時計回りの向きである．cを中心とする半径 rの円周である（下図（左））．

(2) 0, 1, 1 + i, iを頂点とする正方形の周は以下のように定めることができる（下図（右））：

z = z(t) =



t (t ∈ [0, 1])

1 + i(t− 1) (t ∈ [1, 2])

1 + i− (t− 2) (t ∈ [2, 3])

i− i(t− 3) (t ∈ [3, 4])

(4.2)

区分的に C1-級正則曲線である．さらに，単一閉曲線で，向きは反時計回りである．

10

1 + ii
b

b

b

b

0

b
c

r

Re Re

ImIm

b

b

c + r

c + ir

� �
定義 4.4 (線積分). 長さ有限の曲線 γの近傍で定義された関数 f(z)の γに沿った線積分を次のように

定義する．[a, b]の分割∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = bと点 ξ = (ξ1, . . . , ξn), ξj ∈ [tj−1, tj ]に対して

S(∆, ξ) =

n∑
j=1

f(z(ξj)) (z(tj)− z(tj−1)) (4.3)

という Riemann和を定義する．tj − tj−1 → 0 (n→ ∞)を満たすような任意の∆の列と対応する任意

の ξの列によらず limn→∞ S(∆, ξ)が一つの値として定まるとき，この極限値を∫
γ

f(z) dz (4.4)

と書いて，γ に沿った f(z)の線積分という．� �
f(z)が γ の近傍で連続，あるいは f(z(t))が [a, b]で連続ならば，S(∆, ξ)の極限が∆, ξによらずに定ま

ることが Riemann積分のときと同様に示せる．

zに関する線積分を ∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

f(z) dz (4.5)

として定義すれば，∫
γ

f(z) dx =
1

2

(∫
γ

f(z) dz +

∫
γ

f(z) dz

)
,

∫
γ

f(z) dy =
1

2i

(∫
γ

f(z) dz −
∫
γ

f(z) dz

)
(4.6)

と書けるので，f(z) = u(x, y) + iv(x, y)のとき，∫
γ

f(z) dz =

{∫
γ

u(x, y) dx−
∫
γ

v(x, y) dy

}
+ i

{∫
γ

v(x, y) dx+

∫
γ

u(x, y) dy

}
(4.7)
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となる．
∫
γ
p dx+ q dyを定義して，この (4.7)の式を線積分の定義式として議論を進めてもかまわない．

多くの場合，γは区分的C1-級の曲線である．このとき，線積分の定義を次のように与えることができる：∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt =

n∑
j=1

∫ tj

tj−1

f(z(t))z′(t) dt. (4.8)

注 4.5. 弧長（線素）に関する積分は別物で，区分的 C1-級曲線 γ に対して次のように定義される：∫
γ

f(z) |dz| =
∫ b

a

f(z(t))|z′(t)| dt. (4.9)

一般の曲線の場合，
∑n

j=1 f(z(ξj))|z(tj)− z(tj−1)|の極限として定義する．

例 4.6. f(z) = z2 で，曲線は円の一部 z(t) = eit, t ∈ [0, π2 ]のとき，∫
γ

f(z) dz =

∫ π
2

0

(
eit
)2 d

dt
eit dt = i

∫ π
2

0

e3it dt = i

[
e3it

3i

]π
2

0

=
e

3
2πi − e0

3
= −1 + i

3
. (4.10)

一方で， ∫
γ

f(z) |dz| =
∫ π

2

0

(
eit
)2 ∣∣∣∣ ddteit

∣∣∣∣ dt = ∫ π
2

0

e2it dt =

[
e2it

2i

]π
2

0

=
eπi − e0

2i
= i. (4.11)

� �
命題 4.7 (線積分の基本性質). γ を長さ有限の曲線として，

∫
γ
f(z) dzが存在すると仮定する．

(1)
∫
γ
g dzが存在すれば，∫

γ

(αf(z) + βg(z)) dz = α

∫
γ

f(z) dz + β

∫
γ

g(z) dz, α, β ∈ C. (4.12)

(2) ∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)| |dz|. (4.13)

(3) γ に対して逆向きの曲線 −γ を z = z(−t), t ∈ [−b,−a]とすると，∫
−γ

f(z) dz = −
∫
γ

f(z) dz (4.14)

(4) γ は曲線 γ1 と γ2 をつないだ曲線（曲線の和）である（すなわち，γ1 : z = z(t), t ∈ [a, c], γ2 :

z = z(t), t ∈ [c, b]に対し γ : z = z(t), t ∈ [a, b]とする）とき，∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz. (4.15)

� �
(3)は線積分が曲線の向きに依存することを言っている．一方で，弧長に関する積分は向きに依らない：∫

−γ
f(z) |dz| =

∫
γ
f(z) |dz|.

(4)において，より一般に，

γ =

n∑
j=1

ajγj , aj ∈ Z (4.16)

とおく．これを曲線 γj を aj 個だけ含む曲線の集まりと考える（aj = −1は向き付けを逆にすると解釈す

る）．各 γj が閉曲線であるとき，γ をサイクルと呼ぶ．このとき，f(z)の γ に沿っての積分を∫
γ

f(z) dz =

n∑
j=1

aj

∫
γj

f(z) dz (4.17)
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と定義する．

Proof. 定義よりすぐに従うため，省略する． □� �
命題 4.8. 線積分は曲線 γ の向きを変えないパラメータ付けに依らない．� �

Proof. （区分的）C1-級の単調増加関数 t(τ) : [α, β] → [a, b]に対して，z(t(τ)), τ ∈ [α, β]の像

は同一の曲線 γ である．γ が区分的 C1-級の場合，積分における変数変換の公式より∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt =

∫ β

α

f(z(t(τ)))z′(t(τ))t′(τ) dτ. (4.18)

しかし，z(t(τ))の τについての微分は z′(t(τ))t′(τ)であるので，上記の積分の値は γが z = z(t), t ∈
[a, b]で表されるか，z = z(t(τ)), τ ∈ [α, β]で表されるかに依らない． □

例 4.9.

γ1 : z = eiθ, θ ∈ [0, π]

γ2 : z = eiπt, t ∈ [0, 1]

γ3 : z = eiπt
2

, t ∈ [0, 1]

γ4 : z = −t+ i
√
1− t2, t ∈ [−1, 1]

はすべて同じ半円 {z ∈ C : |z| = 1, Im z ≥ 0}を同じ向きで表している．よって，半円の近傍で定義された
f(z)に対して，

∫
γj
f(z) dzは j = 1, 2, 3, 4で共通の値をとる．

4.2 Cauchyの積分定理� �
命題 4.10. 複素平面の領域Dにおいて連続な関数 f(z)が 1価な原始関数をもつための必要十分条件

は，任意の長さ有限なD内の閉曲線 σに対して∫
σ

f(z) dz = 0 (4.19)

を満たすことである．� �
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Proof.

• “十分性”：α ∈ Dを任意に固定すると，αと任意の z ∈ Dを結ぶすべての長さ有限のD内

の曲線 γ に対して，
∫
γ
f(z) dzは共通の値をとる．実際，そのような曲線 γ1, γ2を二つとる

と，σ = γ1 + (−γ2)で定義される曲線はD内の長さ有限の閉曲線であるから，仮定より

0 =

∫
σ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
−γ2

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz −
∫
γ2

f(z) dz. (4.20)

従って，この共通の値を F (z) =
∫
γ
f(z) dz =

∫ z

α
f(ζ) dζ と書くことにすれば，F (z)は 1価

な関数である．F (z)は f(z)の原始関数であることを示す．

zと z+hを結ぶ線分がDに入るような（絶対値で）十分小さい h ∈ Cに対して，ζ = ζ(t) =

z + th, t ∈ [0, 1]とすれば，

F (z + h)− F (z) =

∫ z+h

z

f(ζ) dζ =

∫ 1

0

f(ζ(t))ζ ′(t) dt = h

∫ 1

0

f(z + th) dt. (4.21)

よって，∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

[f(z + th)− f(z)] dt

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

|f(z + th)− f(z)|. (4.22)

f(z)は連続であるから，この右辺は h→ 0のとき 0に収束する．ゆえに F ′(z) = f(z).

• “必要性”：f(z)が 1価な原始関数 F (z)をもつとする．D内の曲線 γ : z = z(t), t ∈ [a, b]に

対して， ∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

F ′(z) dz = F (z(b))− F (z(a)) (4.23)

であることを示せばよい（閉曲線に対して z(b) = z(a)となるため）．まず，γ が区分的に

C1-級ならば，∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

F ′(z(t))z′(t) dt =

∫ b

a

d

dt
F (z(t)) dt = F (z(b))− F (z(a)). (4.24)

γ が長さ有限な曲線の場合，γ を折線で近似できる事実を使う．すなわち，任意の ε > 0に

対して γ と同じ始点と終点をもつD内の折線 Γが存在して，∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz −
∫
Γ

f(z) dz

∣∣∣∣ < ε (4.25)

が成り立つ．Γは区分的に C1-級であるので，∫
Γ

f(z) dz = F (z(b))− F (z(a)) (4.26)

であって，ε > 0が任意だったので∫
γ

f(z) dz = F (z(b))− F (z(a)). (4.27)

□
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� �
補題 4.11. f(z)を有界な領域Dにおける連続関数，γ を有限な長さをもつD内の曲線とする．この

とき，任意の ε > 0に対して，γ と同じ始点・終点をもつD内の折線 Γが存在して∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz −
∫
Γ

f(z) dz

∣∣∣∣ < ε (4.28)

が成り立つ．� �
Proof. γ はコンパクト集合 [a, b]の連続写像による像としてコンパクトであり，∂Dもコンパク

トであるから，γ と ∂Dの距離 dは正である．

いま，0 < η < dに対して，γ を含む帯状集合

S =
{
ζ; |ζ − z| ≤ η

2
, z ∈ γ

}
(4.29)

はDに含まれるコンパクト集合であるから，f(z)は S で一様連続である．ゆえに，δを十分小さ

くとれば，任意の z, z′ ∈ S, |z − z′| < δに対して |f(z′)− f(z)| < ε/2ℓとできる．ここに，ℓは γ

の長さとし，δ < η/2としておく．

一方，γ : z = z(t)は [a, b]上一様連続であるから [a, b]の分割 a = t0, t1, . . . , tn = bを十分細かく

して，|z(tj)− z(tj−1)| < δ, j = 1, . . . , n，かつ∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz −
n∑

j=1

f(z(tj))(z(tj)− z(tj−1))

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
(4.30)

となるようにする．ここで zj = z(tj), Γ =
∑n

j=1 zj−1zjとおけば，Γは Sに含まれる折線であって∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

f(z) dz −
n∑

j=1

f(zj)(zj − zj−1)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∫
zj−1zj

f(z) dz −
n∑

j=1

f(zj)(zj − zj−1)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∫
zj−1zj

(f(z)− f(zj)) dz

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

∫
zj−1zj

|f(z)− f(zj)| |dz|

≤ ε

2ℓ

n∑
j=1

|zj − zj−1|

≤ ε

2ℓ
ℓ =

ε

2
.

ゆえに，(4.28)を得る． □

実数の関数の場合，連続関数は常に原始関数をもつが，複素変数の関数はそうとは限らない．

例 4.12 (原始関数を持たない関数).

f(z) = 1
z , z ∈ D := C\{0}, σ : z = z(t) = eit, t ∈ [0, 2π]とするとき，∫

σ

f(z) dz =

∫ 2π

0

1

eit
ieit dt = 2πi. (4.31)
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もしも f の原始関数 F が存在すると仮定すると，命題 4.10によって∫
σ

f(z) dz = F (z(2π))− F (z(0)) = F (1)− F (1) = 0 (4.32)

となり矛盾が生じる．ゆえに，f は原始関数を持たない．

ある（あやしい）意味で F ′(z) = f(z)を満たす F (z) = log zは多価関数であることが原因であるという

ふうに理解できる．一方で，複素平面から実軸の負の部分を除いた領域D′ = C\{z ∈ C : z ≤ 0}で定義さ
れる log zの分枝

F (z) = Log z = log |z|+ iArg z, Arg z ∈ (−π, π) (4.33)

は f の原始関数になる．そこで，0 < ε < 1に対して，σε : z = z(t) = eit, t ∈ [−π+ ε, π− ε]とすると，σε
の像はD′ に含まれるので∫

σε

f(z) dz = F (z(π− ε))− F (z(−π+ ε)) = (log 1 + i(π− ε))− (log 1 + i(−π+ ε)) = (2π− 2ε)i. (4.34)

ここで ε→ +0とすると 2πiに収束する．これが
∫
σ
f(z) dzに等しいのはうなずけるだろう．
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これから考えていく方向は，Cの領域 Dにおいて連続な関数 f(z) : D → Cに対して，以下の 3条件の

関係を調べることである：

(A) f はDで 1価な原始関数を持つ，すなわち，F ′ = f を満たす F : D → Cが存在する．

(B) D内の長さ有限の任意の閉曲線 σに対して，
∫
σ
f(z) dz = 0が成り立つ．

(C) f はDにおいて正則である．

結論を先に言ってしまうと：

一般の領域 D では (A) ⇔ (B) ⇒ (C)

単連結領域 D では (A) ⇔ (B) ⇔ (C)

一般領域の (B) ⇒ (C)はMoreraの定理，単連結領域の (B) ⇐ (C)はCauchyの積分定理である．

� �
命題 4.13. f(z)を領域Dで定義される正則関数とする．内部とともにDに含まれるような三角形を

考え，その境界で与えられる閉曲線を T とする．このとき，∫
T

f(z) dz = 0. (4.35)� �
Proof. 主張は線積分がゼロであることなので，曲線の向きを好きにとってよい．ここでは，正の

向きを用いる．すなわち，パラメータの値が増加し曲線に沿って動くとき，曲線が囲む有界領域が

左側にくるようにする．三角形の頂点を a, b, c ∈ Cとして，T = γ1 + γ2 + γ3 =
−→
ab +

−→
bc + −→caと

書く．

三角形の辺の中点を用いて，元の三角形を以下の頂点をもつ 4つの三角形に分ける：

T1 :

(
a,
a+ b

2
,
c+ a

2

)
, T2 :

(
a+ b

2
, b,

b+ c

2

)
,

T3 :

(
c+ a

2
,
b+ c

2
, c

)
, T4 :

(
b+ c

2
,
c+ a

2
,
a+ b

2

)
. (4.36)

ただし，Tj , j = 1, 2, 3, 4はそれぞれの三角形の境界で与えられる正の向きをもつ曲線である．

このとき， ∫
T

f(z) dz =

4∑
j=1

∫
Tj

f(z) dz (4.37)

56



b

b

b

b

bb
a b

c

a+b

2

b+c

2

c+a

2

T1 T2

T3

T4

より ∣∣∣∣∫
T

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫
Tj

f(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ 4 max
j=1,...,4

∣∣∣∣∣
∫
Tj

f(z) dz

∣∣∣∣∣ = 4

∣∣∣∣∫
T (1)

f(z) dz

∣∣∣∣ . (4.38)

ただし，最大値が Tj = T (1) で達成されるとした．

つぎに，T (1) の各辺の中点を用いて，4つの三角形 T
(1)
1 , . . . , T

(1)
4 に分けて

max
j=1,...,4

∣∣∣∣∣
∫
T

(1)
j

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

T (2)

f(z) dz

∣∣∣∣ (4.39)

と T (2) を定めると，つぎが成り立つ：∣∣∣∣∫
T

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 42
∣∣∣∣∫

T (2)

f(z) dz

∣∣∣∣ . (4.40)

同様の操作を繰り返すと， ∣∣∣∣∫
T

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫

T (n)

f(z) dz

∣∣∣∣ (4.41)

をみたす三角形の列 {T (n)}を得る．T (n) の直径（すなわち，diam(T (n)) = sup{|x − y|; x, y ∈
T (n)}）は diam(T (n)) = 2−n diam(T )のように 0に収束する．よって，T (n) とその内部を合わせ

てできる閉集合を T̃ (n) とすれば，
∩

n T̃
(n) は 1点 z0 ∈ Dからなる．f(z)の正則性より，

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + ε(z)(z − z0), ε(z) → 0 as z → z0. (4.42)

ゆえに， ∫
T (n)

f(z) dz =

∫
T (n)

{f(z0) + f ′(z0)(z − z0)} dz +
∫
T (n)

ε(z)(z − z0) dz (4.43)

であるが，f(z0) + f ′(z0)(z − z0)は原始関数 f(z0)z +
1
2f

′(z0)(z − z0)
2 をもつから，(4.43)の右

辺の第 1項はゼロである．したがって，∣∣∣∣∫
T (n)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
T (n)

|ε(z)| |z − z0| |dz| ≤Mn diam(T (n))ℓ(T (n)). (4.44)

ここで，Mn = supT (n) |ε(z)|，そして ℓ(T (n))は T (n) の周の長さである．以上から，∣∣∣∣∫
T

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4nMn diam(T (n))ℓ(T (n)) =Mn diam(T )ℓ(T ). (4.45)

したがって，n→ ∞として，定理の主張を得る． □

注 4.14. 定理の証明は高度な理論を使わずすっきりしているが，E. Goursatがここまで行き着くまでにい
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ろいろあった．その原因の一つは単純な評価∣∣∣∣∫
T (n)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ max
z∈T (n)

|f(z)|
∫
T (n)

|dz| ≤定数 · 2−nℓ(T ) (4.46)

ではうまくいかないことがある．この評価だけで進めようとすると，∣∣∣∣∫
T

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫

T (n)

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n ·定数 · 2−nℓ(T ) (4.47)

となって，n→ ∞で発散してしまう．正則関数を 1次関数で近似できるということと 1次多項式の線積分

がゼロであることを使うと，|ε(z)||z − z0|の評価になり，この量は十分小さくできる．

注 4.15. Greenの定理を使う別証明がある．� �
Greenの定理： D ⊂ R2 を縦線領域，f =

(
P

Q

)
: R2 → R2 を C1-級関数ならば，

∫
∂D

f · dr =

∫
∂D

P dx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy. (4.48)

ただし，∂Dに正の向きがついていると仮定している．� �
この定理を適用すれば，∫

T

f(z) dz =

∫
T

(u+ iv)(dx+ i dy) =

∫
T

u dx− v dy + i

∫
T

v dx+ u dy

=

∫∫
T̃

(−vx − uy) dx dy + i

∫∫
T̃

(ux − vy) dx dy = 0. (4.49)

最後の “= 0”の等式は f = u+ ivが正則だから Cauchy-Riemannの関係式をみたすことから従う．

この証明は単純だが，Greenの定理という結果を用いている．また，f が C1-級であるという仮定は命題

4.13より強い．一方で，領域に関する仮定を弱くできる．� �
定理 4.16. Dを凸領域とする．f(z)がDにおいて正則ならば，Dで 1価な原始関数をもち，D内の

任意の閉曲線 γ に対して ∫
γ

f(z) dz = 0. (4.50)

� �
Proof. aをDの定点とし，z0 ∈ Dに対して，

F (z0) =

∫
−→az0

f(z) dz (4.51)

とおけば，各 z0 ∈ Dに対し F (z0)は一意的に定まる．z0 + h ∈ Dならば，Dの凸性より三角形

(a, z0, z0 + h)はDに含まれるから，命題 4.13 より

F (z0 + h)− F (z0) =

∫
−−−−→
a z0+h

f(z) dz −
∫
−−→a z0

f(z) dz =

∫
−−−−−→
z0 z0+h

f(z) dz (4.52)
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したがって， ∣∣∣∣F (z0 + h)− F (z0)

h
− f(z0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1h
∫
−−−−−→
z0 z0+h

(f(z)− f(z0)) dz

∣∣∣∣
≤ 1

|h|
max

z∈
−−−−−→
z0 z0+h

|f(z)− f(z0)| |h|

→ 0 as h→ 0.

□� �
定理 4.17. f(z)を領域Dにおける正則関数とする．γをD内の単一閉曲線とし，その内部もDに含

まれるものとする．このとき， ∫
γ

f(z) dz = 0. (4.53)

とくに，Dが単連結領域ならば，(4.53)は任意の単一閉曲線 γ に対して成り立つ．� �
Proof. Jordanの曲線定理（単一閉曲線の Cにおける補集合は二つの互いに素な連結成分から成
り，一方の成分は内部と呼ばれる有界領域であり，他方の成分は外部と呼ばれる非有界領域とな

る．また，曲線は両成分の境界を成す．[?, ?, ?]）より C− γは 2つの連結集合（実は領域）から

成る．その有界な方を γ の内部と呼んで，(γ)i と書く．

ε > 0に対し，折線 Γを
∣∣∣∫γ f(z) dz − ∫Γ f(z) dz∣∣∣ < εをみたすようにとる．Γは単一曲線で (Γ)i

とともにDに含まれるようにできる．このとき，Γ∪ (Γ)iを三角形の和
∑

k(Tk ∪ (Tk)
i)に分ける

ことができる（証明は数学的帰納法を使う）．Tk ∪ (Tk)
i はDに含まれるから∫

Tk

f(z) dz = 0. (4.54)

よって， ∫
Γ

f(z) dz =
∑
k

∫
Tk

f(z) dz = 0. (4.55)

ε > 0が任意だったので，題意が従う．

Dは単連結ならば，以下で示すことにより，D内の任意の閉曲線 γ の内部 (γ)i はDに含まれる．

この事実より定理の後半は従う． □

多角形の三角形分割の例.
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� �
定義 4.18. C = R2 の領域 Dが以下の性質をみたすとき，単連結であるという．A,B ∈ Dを勝手な

2点とする．A,B をそれぞれ始点と終点とするD内の任意の曲線 γ0, γ1 : z0, z1 : I = [0, 1] → Dに対

し，閉正方形からの連続写像

φ : I × I → D (4.56)

で，以下の条件をみたすものが存在する：

φ(0, t) = z0(t), φ(1, t) = z1(t), φ(s, 0) = A, φ(s, 1) = B ∀s, t ∈ I. (4.57)

この時写像 φ : I × I → Dを γ0と γ1のホモトピーと言う．γ0と γ1のホモトピーが存在するとき，γ0
と γ1 はホモトピー同値であると言い，γ0 ≃ γ1 で表す．曲線 γ : I → Dが定値曲線とホモトピー同値

であるとき，γ ≃ 0で表す．� �
γ0 と γ1 のホモトピーが存在するということは，“連続的に γ0 を γ1 に変形できる”ということを数学的

に定式化したものである．実際，γ0と γ1のホモトピー φは正方形 I × I の辺 {0}× I 上で γ0に一致し，辺

{1} × I 上で γ1 に一致するが，φの定める曲線族 {φs}s∈I , φs(t) = φ(s, t), t ∈ I が γ0 から γ1 への “連続

的な変形”（つまり，曲線の連続的な族）を与えている．一方，以下の定理 4.22(2)のように閉曲線を用い

て曲線のホモトピー 同値性を理解することもできる．γ ≃ 0という条件は，曲線 γを連続的にDの 1点に

潰せるということを数学的に定式化したものである．

例 4.19. 上の定義はそのまま Rn でも通用するので，次元にとらわれない単連結集合の例を挙げる：全空

間 Rn，開球 B(c, r) = {x ∈ Rn; ∥x− c∥ < r}，C 内の単一閉曲線が囲む領域，平面から半直線を除いた集
合，R3 から一点を除いた集合 R3\{a}，任意の凸領域や星型領域．
一方，単連結でない領域の例は R2 から一点を除いた集合 R2\{a}，円環領域 {z ∈ C; r1 < |z − c| < r2}，
R3 から直線を除いた集合，トーラスの内部など．

定理 4.17で単一曲線に対する Cauchyの定理を示したが，単一でない曲線に拡張するため，次の概念を

導入する必要がある．� �
定義 4.20. γ を Cにおける閉曲線（またはサイクル）とする．点 a ∈ C\γ に対し

n(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
(4.58)

を aの γ に対する指数（または γ の aに対する回転数）という．� �
γ が円をm回描く曲線 z(t) = a + eit, t ∈ [0, 2mπ]ならば，線積分の定義から計算して n(γ, a) = mを

得る．よって，n(γ, a)は曲線 γから見れば，γ上を動く点が aの周りを回転する回数とみることができる．

以下，回転数の基本性質をまとめる．

(1) n(γ, a) = −n(−γ, a)

(2) γ が円盤 B に含まれるとき，a ̸∈ B に対して n(γ, a) = 0.

実際， 1
z−a は B において正則だから，定理 4.16より n(γ, a) = 0となる．

(3) C\γは（たかだか可算個の）連結成分に分かれるが，n(γ, a)は aの関数として各成分で定数値をとる．
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� �
定義 4.21. 領域D内の閉曲線（またはサイクル）γ がDに関して 0にホモローグであるとは，Dの

補集合 C\Dのすべての点 aに対して n(γ, a) = 0となることであり，γ ∼ 0 (modD)と書く．

また，始点・終点を同じくする 2つの曲線 γ1, γ2がDに関して互いにホモローグであるとは，γ1−γ2 ∼
0 (modD)なることであり，γ1 ∼ γ2 (modD)と書く．� �� �
定理 4.22. Cの領域Dに対して，以下の条件は同値である：

(1) D は単連結．

(2) Dの任意の閉曲線は定値曲線とホモトピー同値．

(3) 閉集合 Ĉ\Dは連結（この条件をみたす領域を穴のない領域と言う）．

さらに，(1)–(3)より以下が従う：

(4) Dの任意の閉曲線は 0にホモローグである．� �
Proof. ここでは (1)と (2)の同値性と (3)⇒(4)を示す.

(1)=⇒(2) z : I = [0, 1] → Dを勝手な閉曲線 γ とし，z(0) = z(1) = p ∈ Dとする．cp : I → p

を定値曲線とする．(1)から γ と cp のホモトピー φ : I × I → Dが存在する：

φ(0, t) = z(t), φ(1, t) = cp(t) = p, φ(s, 0) = φ(s, 1) = p ∀s, t ∈ I. (4.59)

φは γ と定値曲線のホモトピーなので，(2)が成り立つ．

(2)=⇒(1) 始点 Aと終点 B を持つ Dの曲線 γ0（z0 の像）と γ1（z1 の像）が与えられたとき，

正方形 I × I の境界 ∂(I × I)からDへの写像 z̃ : ∂(I × I) → D（その像である閉曲線を γ̃とする）

を次のように定めることができる．

辺 {0}× I上で γ̃は γ0に一致し，辺 {1}× I上で γ̃は γ1に一致する．また，辺 I×{0}上で γ̃はA

に値を取る定値曲線 cA : I → Aに一致し，辺 I ×{1}上で γ̃はBに値を取る定値曲線 cB : I → B

に一致する．すなわち，z̃ : [0, 4] → Dを次で与える：

γ̃ : z̃(t) =



cA(t) = A (0 ≤ t ≤ 1)

z1(t− 1) (1 ≤ t ≤ 2)

cB(3− t) = B (2 ≤ t ≤ 3)

z0(4− t) (3 ≤ t ≤ 4)

(4.60)

(2)より γ̃ とある定値曲線 cp : I → p, p ∈ Dのホモトピーが存在する．すなわち，次の連続写像

が存在する：

φ(s, θ) : I × ∂(I × I) → D, φ(1, θ) = z̃(θ), φ(0, θ) = p ∀θ ∈ ∂(I × I). (4.61)

正方形 I2 =
{
(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x, y ≤ 1

}
の中心を q = (1/2, 1/2)とする．このとき，I2\{q}は中

心 q一辺 s (0 < s ≤ 1)の正方形 (1− s)q+ s · ∂(I × I)の非交和に分解する．（正方形を用いた極座

標の類似である．極座標における円周の役割を正方形の境界に置き換えている．）
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I2\{q} =
∪

0<s≤1

((1− s)q + s · ∂(I × I)) . (4.62)

中心が同じで一辺の長さが異なる正方形の境界は交わらないので, s ̸= s′ ならば

{(1− s)q + s · ∂(I × I)} ∩ {(1− s′) q + s′ · ∂(I × I)} = ∅. (4.63)

従って，I2\{q}からDへの連続写像 F : I2\{q} → Dを次式で定義することができる：

F ((1− s)q + sz̃(θ)) = φ(s, θ). (4.64)

F が I2からDへの連続写像に拡張することを示す. そのために，ε > 0を任意に与える．φは I2

からDへの連続写像なので，I2 が有界閉集合であることから，I2 からDへの一様連続写像であ

る．従って，δ > 0が存在して次が成り立つ：

|φ(s, θ)− φ(0, θ)| < ε ∀s ∈ [0, δ), ∀θ ∈ ∂(I × I). (4.65)

(x, y) ∈ I2\{q}が ∥(x, y)− q∥ < δ/2をみたすとき，(x, y) = (1− s)q + sz̃(θ)と表せば，

δ/2 > ∥(x, y)− q∥ = s∥z̃(θ)− q∥ ≥ s · dist (∂(I × I), q) = s/2. (4.66)

ここで，dist (∂(I × I), q)は ∂(I × I)の点と q との距離の最小値であり，当然 1/2である．以上

から，0 < s < δである．(4.64), (4.65)より，∥(x, y)− q∥ < δ/2のとき，

|F (x, y)− p| = |F ((1− s)q + sz̃(θ))− p| = |φ(s, θ)− φ(0, θ)| < ε. (4.67)

以上から，F (q) = pと定義すれば，F は I2からDへの連続写像に拡張される．γ̃の定義から，F

は γ0 と γ1 のホモトピーである．

(3)=⇒(4) Ĉ\Dは連結で，γ ⊂ Dであるから Ĉ\Dは Ĉ\γ のただ一つの連結成分 Ω0 に含まれ

る．円盤 B を十分大きくとり γ ⊂ B とすれば，a ∈ Ω0\B に対して n(γ, a) = 0．また，Ω0 の任

意の点を bとしたとき，n(γ, b) = n(γ, a) = 0．C\D ⊂ Ω0 であるから γ ∼ 0 (modD)を得る．□

例 4.23. Dが Cの凸領域ならば，Dは単連結である．特に，全平面 C，上半平面 {z ∈ C; Im z > 0}，円
盤 B(c, r)は単連結である．

Proof. γ0 と γ1 を写像 z0(t)と z1(t)で与えられる，始点と終点の等しい D の曲線とする．こ

のとき，D が凸であることから z0(t)と z1(t)を両端とする線分は D に含まれるので，φ(s, t) =

(1− s)z0(t) + sz1(t), s, t ∈ [0, 1]はDにおける γ0 と γ1 のホモトピーを与える． □
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� �
命題 4.24. Dと Ωを Cの同相な領域とする．このとき，Dが単連結ならば，Ωも単連結である．� �

Proof. ψ : Ω → Dを同相写像とする．すなわち，ψは連続な全単射で，ψ−1 : D → Ωも連続で

ある．γ0, γ1を同一の始点 Aと終点 Bを持つ Ωの曲線とする．このとき，ψ ◦ γ0と ψ ◦ γ1は同一
の始点 ψ(A)と終点 ψ(B)を持つDの曲線である．仮定よりDは単連結なので，ψ ◦ γ0 と ψ ◦ γ1
のホモトピー φ : I2 → Dが存在する:

φ(0, t) = ψ ◦ z0(t), φ(1, t) = ψ ◦ z1(t), φ(s, 0) = ψ(A), φ(s, 1) = ψ(B) ∀s, t ∈ I. (4.68)

このとき，連続写像 ψ−1 ◦ φ : I2 → Ωは任意の s, t ∈ I に対して(
ψ−1 ◦ φ

)
(0, t) = z0(t),

(
ψ−1 ◦ φ

)
(1, t) = z1(t),

(
ψ−1 ◦ φ

)
(s, 0) = A,

(
ψ−1 ◦ φ

)
(s, 1) = B

(4.69)

をみたすので，γ0 と γ1 のホモトピーである．以上から，始点と終点の一致する Ωの任意の曲線

はホモトピー同値なので，Ωは単連結である． □

例 4.25. C\R≤0 と C\R≥0 は単連結である.これは，C\R≤0 と C\R≥0 が半平面に位相同型であることか

ら従う．

C\{0}は単連結ではない．直感的には Cの単位円周を C\{0}の中で連続的に 1点に潰せないことから明か

である．
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4.3 Cauchyの積分定理� �
定理 4.26 (Cauchyの定理). f(z)は領域Dで正則とし，γはD内の長さ有限な閉曲線で γ ∼ 0 (modD)

なるものとする．このとき， ∫
γ

f(z) dz = 0. (4.70)

とくに，定理 4.22より，Dが単連結領域ならば，(4.70)は任意の閉曲線 γ に対して成り立つ.� �
Proof. 証明の概要のみ述べる．詳細は [?, ?]などを参照できる．また，定理 4.22により，仮定

を変えて，様々な方法で証明することができる．

1. まず，γ を実軸と虚軸に平行な辺しかもたない折線で置き換えることができることを示す．

すなわち，そのようなD内の折線 σが存在して，
∫
γ
f(z) dz =

∫
σ
f(z) dzが成り立つ．よっ

て，Cauchyの定理をこのような折線 σで σ ∼ 0 (modD)なるものに対して示せばよい．

2. σの各頂点から実軸および虚軸に平行な線をひくと，それらは Cを長方形に分割する．その
うち，有界な長方形を Rj , j = 1, . . . , J として，

σ0 =

J∑
j=1

n(σ, aj)∂Rj (4.71)

というサイクルを構成する（∂Rj の向きを揃える）．ただし，aj ∈ Rj は任意の点である．

3. σ − σ0 の共有辺を考えることで，σ0 はサイクルとして σ0 と同一であることを示す．

4. さらに，Rj はすべてDに含まれることから，∫
σ

f(z) dz =

J∑
j=1

n(σ, aj)

∫
∂Rj

f(z) dz =

J∑
j=1

n(σ, aj) · 0 = 0. (4.72)

□

例 4.27. 単一閉曲線 γ1とその内部 (γ1)
iに含まれる単一閉曲線 γ2によって囲まれた領域をDとし，f(z)

は境界 γ1, γ2までこめてDで正則な関数であるとする．すなわち，f(z)はD = D ∪ γ1 ∪ γ2のすべての点
の近傍で正則であるとする．γj , j = 1, 2上を点がそれぞれ内部を左側にみながら動く方向を γj につける．

このとき，γ1+γ2 ∼ 0 (modD)である（γ1+γ2をサイクルとして考えている）．実は，Cauchyの定理 4.26

はサイクルに対しても成り立つので，ここから∫
γ1

f(z) dz = −
∫
γ2

f(z) dz (4.73)

であることがわかる．
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D1

D2

γ2

γ1

D

ℓ2

ℓ1

しかし，これを定理 4.17を用いても示すことができる．図のように，γ1の点と γ2の点をD内で結ぶ 2

つの単一曲線（横断線）ℓ1, ℓ2によってDを 2つの領域D1, D2に分ける．仮定より，f(z)は γ1, γ2を内部

に含むある領域D′ ⊃ Dで正則である．また，∂D1, ∂D2 は単一閉曲線で，それぞれ内部と共にD′ に含ま

れるから，定理 4.17より ∫
∂Dj

f(z) dz = 0, j = 1, 2. (4.74)

積分はDjを左に見る方向に行うため，ℓj , j = 1, 2上の部分は互いに逆向きであるから打ち消し合う．よって，

0 =

∫
∂D1

f(z) dz +

∫
∂D2

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz. (4.75)

すなわち，(4.73)が従う．

例 4.28 (正弦積分). Cauchyの積分定理を用いて，以下の等式を示す：∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
. (4.76)

0 < r < Rに対して，半円 CR : zR(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ πと Cr : zr(θ) = reiθ, 0 ≤ θ ≤ πを実軸の線分で

つないだ閉曲線を C とする．C の内部において f(z) = eiz/zは正則なので，Cauchy積分定理より，

0 =

∫
C

eiz

z
dz =

∫
CR

eiz

z
dz +

∫ −r

−R

eiz

z
dz −

∫
Cr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eiz

z
dz. (4.77)

CR 上の積分については，z = Reiθ とおけば，∣∣∣∣∫
CR

eiz

z
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣eiR(cos θ+i sin θ)
∣∣∣ dθ = ∫ π

0

e−R sin θ dθ = 2

∫ π
2

0

e−R sin θ dθ. (4.78)

ここで不等式 sin θ > 2
π θ, 0 < θ < π

2 を用いれば，R→ +∞のとき，∣∣∣∣∫
CR

eiz

z
dz

∣∣∣∣ < 2

∫ π
2

0

e−
2
πRθ dθ =

π

R

(
1− e−R

)
→ 0. (4.79)

Cr 上の積分については，z = reiθ とおけば，r → +0のとき，∫
Cr

eiz

z
dz = i

∫ π

0

eire
iθ

dθ → πi. (4.80)

また, ∫ −r

−R

eiz

z
dz +

∫ R

r

eiz

z
dz =

∫ R

r

eix − e−ix

x
dx = 2i

∫ R

r

sinx

x
dx. (4.81)

(4.77)–(4.81)より主張が従う．
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CR

Im

Re

−Cr

R−R −r r0

Im

Re

Dρ

L1

L2
−L3

ρ

π

4

0

例 4.28 の積分経路と例 4.29 の積分経路.

例 4.29 (Fresnel積分). Cauchy積分定理を用いて，以下の等式を示す：∫ ∞

0

sinx2 dx =

∫ ∞

0

cosx2 dx =

√
π

8
. (4.82)

z = x+ iyとすれば，

e−z2

dz = e−x2+y2

{cos(2xy) dx+ sin(2xy) dy}+ ie−x2+y2

{− sin(2xy) dx+ cos(2xy) dy}． (4.83)

ρ > 0を正の数とし，Cの曲線 L1(ρ), L2(ρ), L3(ρ)を以下の式で定める：

L1 = {t ∈ R; 0 ≤ t ≤ ρ}, L2 =
{
ρeiθ ∈ C; 0 ≤ θ ≤ π

4

}
, L3 =

{
s+ is ∈ C; 0 ≤ s ≤ ρ√

2

}
. (4.84)

Cの単純閉曲線 Cρ を Cρ = L1 + L2 − L3 とし，Cρ によって囲まれる Cの扇型の領域をDρ とする：

Dρ =
{
z = x+ iy ∈ C; y > 0, 0 < y < x, x2 + y2 < ρ2

}
. (4.85)

(Step 1) L2 上の線積分を評価する：∫
L2

e−z2

dz =

∫ π
4

0

eρ
2(− cos2 θ+sin2 θ) {cos (2ρ2 cos θ sin θ) (−ρ sin θ) + sin

(
2ρ2 cos θ sin θ

)
(ρ cos θ)

}
dθ

+ i

∫ π
4

0

eρ
2(− cos2 θ+sin2 θ) {− sin

(
2ρ2 cos θ sin θ

)
(−ρ sin θ) + cos

(
2ρ2 cos θ sin θ

)
(ρ cos θ)

}
dθ

= ρ

∫ π/4

0

e−ρ2 cos 2θ
{
− cos

(
ρ2 sin 2θ

)
sin θ + sin

(
ρ2 sin 2θ

)
cos θ

}
dθ

+ iρ

∫ π/4

0

e−ρ2 cos 2θ
{
sin
(
ρ2 sin 2θ

)
sin θ + cos

(
ρ2 sin 2θ

)
cos θ

}
dθ. (4.86)

従って， ∣∣∣∣∫
L2

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ 4ρ

∫ π
4

0

e−ρ2 cos 2θ dθ = 2ρ

∫ π
2

0

e−ρ2 cos θ dθ = 2ρ

∫ π
2

0

e−ρ2 sin θ dθ. (4.87)

0 ≤ θ ≤ π
2 のとき，sin θ ≥ 2

π θとなる．従って，∣∣∣∣∫
L2

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ 2ρ

∫ π/2

0

e−
2
π ρ2θ dθ = 2ρ

1− e−
2
π ρ2(π/2)

ρ2
≤ 2

ρ
. (4.88)

(Step 2) L1 と L3 上の線積分を計算する．線積分の定義から，∫
L1

e−z2

dz =

∫ ρ

0

e−x2

dx. (4.89)
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∫
−L3

e−z2

dz = −
∫ ρ√

2

0

e−t2+t2
{
cos
(
2t2
)
+ sin

(
2t2
)}

dt+ i

∫ ρ√
2

0

e−t2+t2
{
− sin

(
2t2
)
+ cos

(
2t2
)}

dt

= − 1√
2

∫ ρ

0

{
cos
(
t2
)
+ sin

(
t2
)}

dt+
i√
2

∫ ρ

0

{
cos
(
t2
)
− sin

(
t2
)}

dt. (4.90)

(Step 3) Cauchy 積分定理から∫
∂Dρ

e−z2

dz =

∫
L1

e−z2

dz +

∫
L2

e−z2

dz +

∫
−L3

e−z2

dz = 0. (4.91)

この式に (4.88), (4.89), (4.90)を代入すれば，

0 =

∫
L1

e−z2

dz +

∫
L2

e−z2

dz +

∫
−L3

e−z2

dz (4.92)

=

∫ ρ

0

e−x2

dx+O
(
ρ−1

)
− 1√

2

∫ ρ

0

{
cos
(
t2
)
+ sin

(
t2
)}

dt+
i√
2

∫ ρ

0

{
cos
(
t2
)
− sin

(
t2
)}

dt.

ここで ρ→ +∞の極限を取れば，

1√
2

∫ ∞

0

{
cos
(
t2
)
+ sin

(
t2
)}

dt =

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
,

∫ ∞

0

{
cos
(
t2
)
− sin

(
t2
)}

dt = 0. (4.93)

これより， ∫ ∞

0

sinx2 dx =

∫ ∞

0

cosx2 dx =

√
π

8
. (4.94)
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4.4 Cauchyの積分公式と正則関数の基本的性質� �
定理 4.30 (平均値定理). f(z)が B(c, r)で正則ならば，

f(c) =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
c+ reiθ

)
dθ. (4.95)� �

Proof. ∂B(c, ρ) =
{
c+ ρeiθ; 0 ≤ θ ≤ 2π

}
と表示される．µ(ρ), 0 ≤ ρ ≤ rを次式で定める：

µ(ρ) :=
1

2π

∫ 2π

0

f
(
c+ ρeiθ

)
dθ =

1

2πi

∫
∂B(c,ρ)

f(z)

z − c
dz. (4.96)

0 < ε < ρ ≤ rに対して， f(z)
z−c は B(c, ρ)\B(c, ε)で正則であるから，Cauchyの積分定理より（例

4.27も参照）

µ(ρ)− µ(ε) =
1

2πi

∫
∂B(c,ρ)

f(z)

z − c
dz − 1

2πi

∫
∂B(c,ε)

f(z)

z − c
dz =

1

2πi

∫
∂(B(c,ρ)\B(c,ε))

f(z)

z − c
dz = 0.

(4.97)

従って，µ(ρ)は (0, r]上の定数関数である．f(z)は点 c ∈ Cにおいて微分可能なので，定数 C > 0

が存在して，B(c, r)上で次の評価が成り立つ：∣∣∣∣f(c+ h)− f(c)

h
− f ′(c)

∣∣∣∣ ≤ C. (4.98)

これより，定数 C ′ > 0が存在して，|f(c+ h)− f(c)| ≤ C ′|h|, h ∈ B(0, r)．従って，

|µ(ρ)− f(c)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (c+ ρeiθ
)
− f(c)

∣∣ dθ ≤ C ′ρ (4.99)

となり，limρ→0+ µ(ρ) = f(c)．µ(ρ)は (0, r]上で定数なので，µ(r) = f(c)． □

注：「f(z)がB(c, r)で正則」というのは，領域Dがあって，B(c, r) ⊂ Dかつ f(z)がDで正則という

意味なので，rより少し大きい r′ > rがあって，B(c, r′) ⊂ Dかつ f(z)が B(c, r′)で正則とできる．よっ

て，上の議論で rを r′ で置き換えることができて，µ(ρ)が ρ ∈ (0, r′)で定数関数であることが示される．

� �
定理 4.31 (最大値原理). Dを Cの領域とし，f(z)をDで正則とする．f(z)が定数でないならば，実

数値関数 |f(z)|はDにおいて最大値を取らない．� �
Proof. (Step 1) c ∈ Dにおいて関数 |f(z)|が最大値M を取ると仮定する:

|f(c)| = max
z∈D

|f(z)| =M. (4.100)

B(c, r) ⊂ Dならば，平均値定理から，

f(c) =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
c+ reiθ

)
dθ. (4.101)
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従って, (4.100)より,

M = |f(c)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (c+ reiθ
)∣∣ dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

max
z∈D

|f(z)| dθ =M. (4.102)

(4.102)において全ての不等号は等号でなければならない．|f(z)|はD上の連続関数なので, (4.102)

で等号が成り立つための必要十分条件は，∣∣f (c+ reiθ
)∣∣ =M ∀θ ∈ [0, 2π]. (4.103)

ρ < rならば, B(c, ρ) ⊂ Dであるから，この議論により

|f(z)| =M ∀z ∈ B(c, r). (4.104)

(Step 2) Dの部分集合 V を

V := {z ∈ D; |f(z)| =M} (4.105)

で定めれば，(4.104)より V は開集合である．一方，|f(z)|はD上の連続関数なので，

W = {z ∈ D; |f(z)| < M} (4.106)

はDに含まれる開集合であり，D = V ∪W である．Dは連結なので，V = ∅またはW = ∅であ
るが，仮定より c ∈ V なので，V ̸= ∅である．従って，W = ∅であり，D = V が成り立つ．以上

から，D上で |f(z)| =M が成り立つ.

(Step 3) M = 0のとき f(z) = 0が D 上で成立するので，f(z)は定数である．M > 0とする．

f = u+ ivと書けば，u2 + v2 = |f |2 =M2 はD上の定数関数なので，

uux + vvx =
1

2
∂x
(
u2 + v2

)
= 0, uuy + vvy =

1

2
∂y
(
u2 + v2

)
= 0. (4.107)

Cauchy-Riemannの関係式より，ux = vy, uy = −vx なので，

uux + vvx = 0, vux − uvx = 0. (4.108)

すなわち, (
u v

v −u

)(
ux

vx

)
=

(
0

0

)
. (4.109)

ここで，

det

(
u v

v −u

)
= −

(
u2 + v2

)
= −M2 < 0 (4.110)

であるから，ux = vx = 0 が D 上で成り立つ．この関係式と Cauchy-Riemann の関係式より，

uy = vy = 0が D上で成り立つので，ux = uy = vx = vy = 0が D上で成り立 つ．従って，u, v

はD上の定数関数であり，特に f = u+ ivもD上の定数関数． □
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� �
系 4.32. D ⊂ Cを有界領域とする．Dで正則な f ∈ C0(D)に対して，|f |は ∂D において最大値を

取る．� �
Proof. f(z)が定数のとき主張は明らかなので，f(z)が定数でない場合に主張を示す．Dは Cの
有界閉集合なので，D 上の連続関数 |f(z)|は D の点 cにおいて最大値を取る．c ∈ D とすれば，

最大値原理から f(z)は D 上で定数であるが，これは f(z)が定数でないという仮定に矛盾する．

従って，c ∈ ∂D = D\Dである． □� �
定理 4.33 (Cauchyの積分公式). Cの領域 D は単一閉曲線から成る境界を持つとする．D で正則な

f(z)に対して，次式が成り立つ：

f(w) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − w
dz. (4.111)

Cの有界開集合Dは有限個の単一閉曲線から成る境界を持つ場合もこの式が成立する．� �
Proof. ε > 0を十分小さく取り，B(w, ε) ⊂ Dとなるようにする．曲線 γを z(θ) := w+ εeiθ, θ ∈
[0, 2π]で定める．平均値定理より，

1

2πi

∫
∂B(w,ε)

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∫ 2π

0

f
(
w + εeiθ

)
(w + εeiθ)− w

d
(
w + εeiθ

)
=

1

2π

∫ 2π

0

f
(
w + εeiθ

)
dθ = f(w). (4.112)

f(z)
z−w のD\B(w, ε)における正則性より，

0 =
1

2πi

∫
∂(D\B(w,ε))

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − w
dz − 1

2πi

∫
∂B(w,ε)

f(z)

z − w
dz

=
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − w
dz − f(w). (4.113)

ここで，最後の等式は (4.112)から従う． □

領域D ⊂ Cと c ∈ Dに対して，0 < r(c) ≤ +∞ を次式で定義する：

r(c) := sup {r ∈ R>0; B(c, r) ⊂ D} . (4.114)

r(c) = +∞ は，D = C を意味する.
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� �
定理 4.34 (正則関数の冪級数展開). f(z) を領域 D で正則とする．任意の c ∈ D に対し，f(z) は

B(c, r(c))で広義一様に絶対収束する整級数

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − c)n (4.115)

に展開され，展開係数 an は次式で与えられる：

an =
f (n)(c)

n!
=

1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ ∀r ∈ (0, r(c)). (4.116)

� �
Proof. (Step 1) z ∈ B(c, r(c))を任意の点とする．|z− c| < r < r(c)となる r > 0を選ぶ．f は

B(c, r)で正則なので，Cauchyの積分公式より,

f(z) =
1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ ∀z ∈ B(c, r). (4.117)

この等式の右辺で，|z − c| < r = |ζ − c|であるから，円周 ∂B(c, r)上で

|z − c|
|ζ − c|

< 1. (4.118)

従って，∂B(c, r)上で次式が成り立つ：

f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

(ζ − c)− (z − c)
=

f(ζ)

ζ − c
· 1

1− z−c
ζ−c

=
f(ζ)

ζ − c

∞∑
n=0

(
z − c

ζ − c

)n

=

∞∑
n=0

f(ζ)

(ζ − c)n+1
(z − c)n. (4.119)

(Step 2) 最後の式が ∂B(c, r)上で一様に絶対収束することを示す．実際，f(ζ)は ∂B(c, r)上の

連続関数なので，|f(ζ)|は ∂B(c, r)上で最大値Mr を持つ：Mr = maxζ∈∂B(c,r) |f(ζ)|．このとき，
任意の ζ ∈ ∂B(c, r)に対して，条件 |z − c| < rより，

∞∑
n=0

sup
ζ∈∂B(c,r)

∣∣∣∣ f(ζ)

(ζ − c)n+1
(z − c)n

∣∣∣∣ ≤Mr

∞∑
n=0

|z − c|n

rn+1
=

Mr

r − |z − c|
. (4.120)

(4.120)より，∂B(c, r)上の（変数 ζ に関する）関数項級数
∑∞

n=0
f(ζ)

(ζ−c)n+1 (z − c)n は収束する優

級数を持つので，WeierstrassのM -判定法から ∂B(c, r)上で一様に絶対収束する.

(Step 3) 連続関数の級数
∑∞

n=0
f(ζ)

(ζ−c)n+1 (z− c)nが ∂B(c, r)上で一様収束することから，(4.119)

の両辺を ∂B(c, r)上で積分するとき，積分と無限和の順序交換が可能である：

1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
∂B(c,r)

∞∑
n=0

f(ζ)

(ζ − c)n+1
(z − c)n dζ

=
1

2πi

∞∑
n=0

(z − c)n
∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ =

∞∑
n=0

an(z − c)n. (4.121)
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ただし，an は次式で定まる数である：

an :=
1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ. (4.122)

ここで

|an| ≤
1

2π

∫
∂B(c,r)

|f(ζ)|
|ζ − c|n+1

|dζ| ≤ 1

2π

Mr

rn+1
2πr =

Mr

rn
(4.123)

なので，Cauchy-Hadamardの定理より，整級数
∑∞

n=0 an(z − c)nは B(c, r)上で広義一様に絶対

収束する．(4.117), (4.121)から f(z)は B(c, r)上で次の整級数として表される：

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − c)n ∀z ∈ B(c, r). (4.124)

rは r(c)に任意に近く選べるので，(4.124)の右辺は B(c, r(c))で広義一様に絶対収束する．

(Step 4) f(z)は B(c, r(c))において整級数として表されるので，系 3.3より何回でも複素微分可

能であり，an = f (n)(c)/n!である．上の an の表示と比較して，

f (n)(c)

n!
= an =

1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ. (4.125)

以上から，主張が示された. □

定理 4.34の証明中で示された不等式

|an| =
∣∣f (n)(c)∣∣

n!
≤ Mr

rn
, Mr = max

ζ∈∂B(c,r)
|f(ζ)| (4.126)

をCauchyの評価式と言う.
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� �
系 4.35. 領域D ⊂ C上の複素値関数 f(z)に対し，以下は同値：

(1) f(z)はDで正則である.

(2) Dの任意の点 cに対して，正数 ε > 0が存在して，B(c, ε) ⊂ Dかつ f(z)は B(c, ε)上で一様に

絶対収束する整級数に展開される.� �
Proof. (1)=⇒(2)は定理 4.34 から，(2)=⇒(1)は Cauchy-Hadamardの定理から従う． □� �

系 4.36. D ⊂ Cを領域とし，f(z)をDで正則とする．任意の n ∈ Nに対して f(z)はD上で n階複

素微分可能であり，f (n)(z)はDで正則である．� �
Proof. 定理 4.34 より，任意の c ∈ Dに対して，f(z)は cを中心とする収束整級数に展開される．

従って，主張は系 3.3から従う. □� �
定理 4.37. D ⊂ Cを区分的 C1 級境界を持つ有界領域とし，f(z)を Dで正則とする．このとき，任

意の n ∈ Nと任意の z ∈ Dに対して，次の等式が成り立つ：

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (4.127)� �

Proof. ε > 0を十分小さく選び，B(z, ε) ⊂ Dとする．このとき，ζ の関数 f(ζ)/(ζ − z)n+1 は

D\B(z, ε)上で正則であるから，Cauchyの積分定理と定理 4.34 の an の式より，

0 =

∫
∂(D\B(z,ε))

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ =

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ −

∫
∂B(z,ε)

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

=

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ − 2πi

n!
f (n)(z). (4.128)

以上から，主張が従う. □
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� �
定理 4.38 (Moreraの定理). D ⊂ Cを領域とし，f(z) ∈ C0(D)とする．Dに含まれる任意の区分的

C1 級閉曲線 γ に対して ∫
γ

f(z) dz = 0 (4.129)

が成り立つならば，f(z)はDで正則である．� �
Proof. (Step 1) p ∈ D を固定する．任意の z ∈ D に対して，pと z を結ぶ区分的 C1 級曲線

γ : z(t)を z(0) = p, z(1) = zとなるように選び，F (z)を以下の式で定める：

F (z) :=

∫
γ

f(ζ) dζ. (4.130)

このとき，F (z)は pと zを結ぶ γ の選び方に依らない．実際，δを γ とは異なる pと zを結ぶ区

分的 C1 級曲線とすれば，pを始点と終点とする閉曲線 Γを，Γ = γ − δ により定義できるので，

仮定より

0 =

∫
Γ

f(ζ)dζ =

∫
γ

f(ζ)dζ −
∫
δ

f(ζ)dζ (4.131)

となり，F (z)は γ の選び方に依らない.

(Step 2) z ∈ Dを任意に選ぶ．h ∈ Cを十分小さく選び，B(z, h) ⊂ Dとなるようにする．この

とき，pと zを結ぶ曲線 γと zと z+ hを結ぶ直線 c : ℓ(t) = z+ th, 0 ≤ t ≤ 1の合成は pと z+ h

を結ぶDの区分的 C1 級曲線なので，

F (z + h)− F (z) =

∫
c

f(ζ) dζ =

∫ 1

0

f(ℓ(t))ℓ′(t) dt = h

∫ 1

0

f(z + th) dt. (4.132)

f(z)の連続性から，任意の ε > 0に対して，δ > 0が存在して，|f(z + w) − f(z)| < εが任意の

|w| < δに対して成り立つ．従って，|h| < δならば，∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

{f(z + th)− f(z)} dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(z + th)− f(z)| dt < ε. (4.133)

これより F は zにおいて複素微分可能であり，F ′(z) = f(z)．z ∈ Dは任意なので，F はD上で

複素微分可能である．f ∈ C0(D)なので，F ′ = f より F ∈ C1(D)であり，従って F はDで正則

である．系 4.36より f = F ′ はD上で正則である. □
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� �
定理 4.39 (一致の定理). D ⊂ Cを領域，a ∈ D，f(z), g(z)を Dで正則とする．Dの部分集合 Z は

D内に集積点を持つとする．

(1) f(a) = g(a)かつ f (n)(a) = g(n)(a) ∀n ∈ Nならば，D上で f(z) = g(z)．

(2) Z 上で f(z) = g(z)ならば，D上で f(z) = g(z)．� �
Proof. (1), (2)を g(z) = 0の場合に示せば良い．以下，g(z) = 0とする．

(1) Dの部分集合 V を以下のように定めるとき，D = V を示せばよい：

V :=
{
p ∈ D; f(p) = 0, f (n)(p) = 0 ∀n ∈ N

}
. (4.134)

p ∈ V とする．f(z)はDで正則なので，定理4.34よりf(z)はpの近傍において絶対収束する整

級数 f(z) =
∑∞

n=0 αn(z−p)nに展開される．ここでαn = f (n)(p)/n!．仮定 f (n)(p) = g(n)(p)

と D上で g(z) ≡ 0より，αn = 0が任意の n ∈ Nに対して成り立つ．従って，f(z)は pの

ある近傍で恒等的に 0になり，pのある近傍は V に含まれる．pは V の任意の点なので，V

は開集合である．仮定より a ∈ V であるから，V ̸= ∅．
一方，関数 f (n)(z)の連続性より，Dの部分集合 Zn =

{
z ∈ D; f (n)(z) = 0

}
は閉集合であ

る．V =
∩∞

n=0 Zn と表されるので，V はDの閉部分集合である．以上から V はDの空で

ない開かつ閉集合．Dが連結であることから，V = D．

別の証明として，次に q ∈ D\V とする．このときn ∈ Z≥0で f (n)(q) ̸= 0をみたすものがある．

関数 f (n)(z)の連続性から qの近傍Uが取れて z ∈ Uに対して f (n)(z) ̸= 0．従ってU ⊂ D\V．
以上からD\V は内点より成るので，D\V は開集合である．D = V ∪ (D\V ), V ∩ (D\V ) = ∅
と表示され, V,D\V は開集合なので，Dの連結性から V = ∅またはD\V = ∅である. V ̸= ∅
であったので，D\V = ∅であり，従って V = Dである.

(2) 集合 Z = {z ∈ D; f(z) = 0} の集積点の一つを a とし，f(z) の a における整級数展開

を f(z) =
∑∞

k=0 αk(z − a)k とする．(1) より全ての k ≥ 0 に対して αk = 0 を示せば十

分である．そこで，ある m に対して αm ̸= 0 と仮定する．そのような最小の整数を n と

する．このとき，f(z) =
∑∞

k=n αk(z − a)k, αn ≠ 0と表されるので，収束整級数 h(z)を

h(z) =
∑∞

k=0 αn+k(z − a)k と定めれば，aの近傍で

f(z) = (z − a)nh(z), h(a) = αn ̸= 0. (4.135)

仮定から，Zの点列 {zν}ν∈N ⊂ Zで，zν ̸= aかつ limν→∞ zν = aとなるものを選ぶことがで

きる．このとき，0 = f (zν) = (zν − a)
n
h (zν)より，h (zν) = 0が任意の ν ≥ 0に対して成立

する．従って，h(z)の連続性から，αn = h(a) = limν→∞ h (zν) = 0．これは h(a) = αn ̸= 0

に矛盾する．従って，全ての k ≥ 0に対して αk = 0． □
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全平面 C上で正則な関数を整関数という.� �
定理 4.40 (Liouville). 有界な整関数は定数である．� �

Proof. f(z)を有界な整関数とする．f(z)は全平面上で定義されているので，定理 4.34より f(z)

の z = 0における冪級数展開の収束半径は無限大である．特に，C上で以下の冪級数展開が成り
立つ：

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·+ anz
n + · · · . (4.136)

ここで，定理 4.34より係数 an は以下の式で与えられる：

an =
1

2πi

∫
∂B(r)

f(ζ)

ζn+1
dζ. (4.137)

ただし，r > 0は勝手な正数である．f(z)は全平面上で有界なので，正数M > 0が存在して，

sup
z∈C

|f(z)| < M. (4.138)

従って，

|an| ≤
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
∂B(r)

f(ζ)

ζn+1
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ M

2πrn+1
· 2πr = M

rn
. (4.139)

r > 0は任意なので，r → +∞とすれば，n > 0のとき

|an| = lim
r→+∞

M

rn
= 0. (4.140)

これは an = 0が n > 0に対して成り立つことを意味する．すなわち，f(z) = a0 となり，f(z)は

定数である． □� �
定理 4.41 (代数学の基本定理). f(z)が定数でない zの多項式ならば，f(z) = 0は Cに根を持つ．� �

Proof. f(z) = 0が根を持たないと仮定して矛盾を導く．f(z) = 0を充たす z ∈ Cが存在しない
ので，1/f(z)は全平面上で正則である．さらに 1/f(z)は有界である．実際，

f(z) = anz
n + · · ·+ a0, an ̸= 0 (4.141)

とすれば,

|f(z)| ≥ |an| |z|n
(
1− |an−1|

|an| |z|
− · · · − |a0|

|an| |z|n

)
. (4.142)

R > 0が存在して，|z| > Rならば

1− |an−1|
|an| |z|

− · · · − |a0|
|an| |z|n

≥ 1

2
(4.143)

となるので，|z| > Rのとき以下の評価が成り立つ：

1

|f(z)|
≤ 2

|an| |z|n
≤ 2

|an|Rn
. (4.144)
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f(z)が零点を持たないことから 1/|f(z)|はB(R)上の連続関数であり，B(R)が有界閉集合である

ことから 1/|f(z)|は B(R)上で最大値を持つ：

max
z∈B(R)

1

|f(z)|
≤M. (4.145)

(4.144), (4.145)より，1/f(z)は全平面上で有界である．Liouvilleの定理から，1/f(z)は定数とな

るが，これは f(z)が定数でない zの多項式と仮定したことに矛盾する．以上から，f(z) = 0は根

を持つ． □� �
定理 4.42 (Schwarzの補題). 単位円盤 B において正則な f(z)が

(i) f(0) = 0,

(ii) 任意の z ∈ B に対して，|f(z)| ≤ 1

をみたすならば，任意の z ∈ B に対して次式が成り立つ：

|f(z)| ≤ |z|, |f ′(0)| ≤ 1. (4.146)

さらに，f(z) = cz, |c| = 1の場合を除き，B\{0}上で |f(z)| < |z|かつ |f ′(0)| < 1である．� �
Proof. f(z)の原点における Taylor展開は f(z) = f(0)+ f ′(0)z+O

(
z2
)
なので，g(z) = f(z)/z

とおけば，g(z)は B で正則である．0 < r < 1に対して，

M(r) :=

 max
z∈∂B(r)

|g(z)|, 0 < r < 1

|g(0)|, r = 0.

(4.147)

と置けば，g ∈ C0(B(r))より最大値原理から，

max
z∈B(r)

|g(z)| =M(r) ∀r ∈ [0, 1). (4.148)

左辺は rの単調増加関数なので，M(r), 0 < r < 1は単調増加関数である．一方，f(z)の条件 (ii)

より，任意の z ∈ B に対して,

|g(z)| = |f(z)|
|z|

≤ 1

|z|
. (4.149)

従って,

M(r) = max
z∈∂B(r)

|g(z)| ≤ max
z∈∂B(r)

1

|z|
=

1

r
. (4.150)

r → 1−とすれば，M(r)の単調増加性より，

M(r) ≤ lim
ρ→1−

M(ρ) ≤ lim
ρ→1−

1

ρ
= 1 ∀r ∈ [0, 1). (4.151)

従って，任意の z ∈ Bに対し，|f(z)| ≤ |z|．また g(z)の定義から g(0) = f ′(0)なので，|f ′(0)| =
|g(0)| =M(0) ≤ 1.
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次に,定理の不等式において, Bのある点で等号が成立する場合を考える．すなわち，ある z0 ∈ B\{0}
に対して |f(z0)| = |z0|または |f ′(0)| = 1と仮定する．後者の場合 z0 = 0と理解することにすれ

ば, ある z0 ∈ B に対して |g(z0)| = 1である．一方, (4.148), (4.151)より B 上で |g| ≤ 1なので，

|g(z)|は B の内点 z0 において最大値を取る．最大値原理から，g(z)は定数 cであり，|g(z0)| = 1

より，|c| = 1である．g(z) = f(z)/zなので，このとき f(z) = cz, |c| = 1である．対偶を取れば，

f(z) ̸= cz, |c| = 1のとき，B\{0}上で |f(z)| < |z|が成り立ち，さらに |f ′(0)| < 1である． □

注 4.43. Schwarzの補題を用いて，重要な結果であるRiemannの写像定理の一意性の部分を示すことがで

きる．� �
Riemannの写像定理： D ⊂ Cを C全体でない単連結領域とし，z0 ∈ D を任意にとる．このとき，

f(z0) = 0, f ′(z0) > 0を満たす双正則写像 f : D → B はただ一つ存在する．� �
ここで，双正則写像とは逆写像とともに正則な全単射のことである．D = Cの場合はこの定理が成立しな
いことは Liouvilleの定理よりわかる．

� �
定理 4.44 (正則関数列の極限，Weierstrassの定理). D ⊂ Cを領域とし，{fn}n∈N を D で正則とす

る．D上で {fn}n∈N が広義一様収束するならば，以下が成り立つ．

(1) 極限 f = limn→∞ fn はD上の正則関数である．

(2) {f (m)
n }n∈N は f (m) に広義一様収束する．� �

Proof.

(1) 仮定から f ∈ C0(D)．Dの任意の点 p ∈ Dに対し，r > 0を B(p, r) ⊂ Dとなるように選

ぶ．Moreraの定理より，B(p, r)に含まれる任意の区分的 C1 級閉曲線 γ に対して，∫
γ

f(z) dz = 0 (4.152)

を示せばよい．K := B(p, r)は γ を含む D の有界閉部分集合である．K 上の一様ノルム

を ∥ · ∥K で表す．B(p, r) は単連結であり，fn は D 上で正則なので，Cauchy の定理より∫
γ
fn(z) dz = 0．関数列 {fn}n∈NはK 上で f に一様収束するので，γの長さを L(γ)とすれ

ば，n→ ∞のとき，∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz −
∫
γ

fn(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)− fn(z)| |dz| ≤ ∥f − fn∥K L(γ) → 0.

(4.153)

よって，f(z)は B(p, r)上で正則であり，p ∈ Dが任意だったので，D上でも正則である．

(2) (Step 1) 有界閉集合K ⊂ Dに対して，

K ⊂ B(c, r) ⊂ D, K ∩ ∂B(c, r) = ∅ (4.154)

を充たす c ∈ Dと r > 0が存在すると仮定する．
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K ∩ ∂B(c, r) = ∅とK 及び ∂B(c, r)が有界閉集合であることより，

ρ = min {|ζ − z|; z ∈ K, ζ ∈ ∂B(c, r)} > 0. (4.155)

z ∈ K とすれば，f はDで正則なので，定理 4.37より

f (m)
n (z)− f (m)(z) =

m!

2πi

∫
∂B(c,r)

fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)m+1
dζ. (4.156)

従って，任意の z ∈ K に対して,∣∣∣f (m)
n (z)− f (m)(z)

∣∣∣ ≤ m!

2π

∫
∂B(c,r)

|fn(ζ)− f(ζ)|
|ζ − z|m+1

|dζ|

≤ m!

2π

∫
∂B(c,r)

∥fn(ζ)− f(ζ)∥∂B(c,r)

|ζ − z|m+1
|dζ|

≤ m!r

ρm+1
∥fn − f∥

B(c,r)
. (4.157)

z ∈ K は任意なので，上式から∥∥∥f (m)
n − f (m)

∥∥∥
K

≤ m!r

ρm+1
∥fn − f∥

B(c,r)
. (4.158)

{fn}n∈N は B(c, r)上で f(z)に一様収束するので，

lim
n→∞

∥fn − f∥
B(c,r)

= 0. (4.159)

(4.158), (4.159)より，limn→∞ ∥f (m)
n − f (m)∥K = 0 となり，K 上で {f (m)

n }は {f (m)}に一様収
束する.

(Step 2) E ⊂ Dを任意の有界閉集合とする．Eの各点 cに対して，εc > 0が存在して，B(c, εc) ⊂
B(c, 2εc) ⊂ Dが成り立つ．Kc = B(c, εc)とすれば，E ⊂

∪
c∈E Kcであるが，E が有界閉集合な

ので，Heine-Borelの被覆定理より有限個の c1, . . . , cl ∈ E を選んで，E ⊂ Kc1 ∪ · · · ∪Kcl とでき

る．Step 1より各Kci 上で f (m)(z)は f (m)(z)に一様収束する．従って，その有限個の合併集合

Kc1 ∪ · · · ∪Kcl 上で f (m)(z)は f (m)(z)に一様収束する. E ⊂ Dは任意の有界閉集合なので，関

数列 {f (m)
n }n∈N は f (m) にD上で広義一様収束する． □

注 4.45. Heine-Borelの被覆定理の主張を復習しておく．

Rn の部分集合K に対し，以下の条件は同値である：

(1) K は有界閉集合である.

(2) Λを勝手な集合とし, 各 λ ∈ Λに対して開集合 Oλ が対応しており, K ⊂
∪

λ∈ΛOλ が成り立つとす

る．（このような開集合族 {Oλ}λ∈Λ をK の開被覆と言う．）このとき，有限個の λ1, . . . , λN ∈ Λが存

在して，K ⊂
∪N

i=1Oλi
.
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5 Laurent展開と孤立特異点

5.1 Laurent展開

0 ≤ R1 < R2 とする．円環領域 A(c,R1, R2)を次で定義する：

A(c,R1, R2) = B(c,R2)\B(c,R1) = {z ∈ C; R1 < |z − c| < R2} . (5.1)

円環領域 A(c,R1, R2)において級数

∞∑
n=−∞

an(z − c)n =

∞∑
n=0

an(z − c)n +

∞∑
n=1

a−n(z − c)−n (5.2)

が広義一様に絶対収束するとは，z− cの級数
∑∞

n=0 an(z− c)nがB(c,R2)において広義一様に絶対収束し，

(z − c)−1 の級数
∑∞

n=1 a−n(z − c)−n が C\B(c,R1) = {|z − c| > R1}において広義一様に絶対収束すると
きをいう．このとき，級数

∑∞
n=−∞ an(z − c)n は円環領域 R1 < |z − c| < R2 において正則関数を定める．

このような正冪と負冪の項から成る級数
∑∞

n=−∞ an(z − c)n を z = cを中心とする Laurent級数と言う．

� �
定理 5.1. 領域D ⊂ Cは円環領域 A(c,R1, R2) = {R1 < |z − c| < R2}を含むとし，f をDで正則と

する．このとき，f は円環領域 R1 < |z − c| < R2上で広義一様に絶対収束する Laurent級数に展開さ

れる：

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − c)n, an =
1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ ∀r ∈ (R1, R2). (5.3)

� �
Proof. (Step 1) 0 < R1 < ρ1 < r < ρ2 < R2 となる ρ1, ρ2 ∈ Rを任意に選び，

Ω := A(c, ρ1, ρ2) = B(c, ρ2)\B(c, ρ1) = {ρ1 < |z| < ρ2} (5.4)

とする．f は Ωで正則なので，Cauchy積分公式より，

f(z) =
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
∂B(c,ρ2)

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
∂B(c,ρ1)

f(ζ)

ζ − z
dζ. (5.5)

定理 4.34の証明と全く同様に，B(c, ρ2)上で以下の整級数展開が成り立つ：

1

2πi

∫
∂B(c,ρ2)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
n=0

an(z − c)n, an =
1

2πi

∫
∂B(c,ρ2)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ. (5.6)
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ここで， f(ζ)
(ζ−c)n+1 は A(c,R1, R2)で正則であり, A(c, ρ1, ρ2) ⊂ A(c,R1, R2)であるから，

0 =
1

2πi

∫
∂A(c,r,ρ2)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ = an − 1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)n+1
dζ (5.7)

が Cauchy積分定理より従う．すなわち，an = 1
2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)
(ζ−c)n+1 dζ ∀r ∈ (R1, R2).

(Step 2) z ∈ A(c, ρ1, ρ2)ならば |z − c| > ρ1 = |ζ − c|が任意の ζ ∈ ∂B(c, ρ1)に対して成り立つ

ので，級数

f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

(ζ − c)− (z − c)
= − f(ζ)

z − c
· 1

1− ζ−c
z−c

= −f(ζ)
∞∑

n=0

(ζ − c)n

(z − c)n+1
(5.8)

は ∂B(c, ρ1)上で一様に絶対収束する．実際，M1 = max∂B(c,ρ1) |f |とすれば，関数項級数

f(ζ)

ζ − z
= −

∞∑
n=0

(ζ − c)nf(ζ)

(z − c)n+1
(5.9)

は公比 ρ1/|z − c| < 1の等比級数

M1

∞∑
n=0

ρn1
|z − c|n+1

=
M1

|z − c|

∞∑
n=0

(
ρ1

|z − c|

)n

=
M1

|z − c| − ρ1
(5.10)

を優級数に持ち，Weierstrass M -判定法から ∂B(c, ε)上で一様に絶対収束する．従って，両辺を

∂B(c, ε)上で積分すれば，無限和と ∂B(c, ε)上の線積分は交換可能であり，

1

2πi

∫
∂B(c,ρ1)

f(ζ)

ζ − z
dζ = −

∞∑
n=0

1

2πi

∫
∂B(c,ρ1)

(ζ − c)nf(ζ)

(z − c)n+1
dζ = −

∞∑
n=0

a−(n+1)

(z − c)n+1
. (5.11)

ただし,

a−(n+1) =
1

2πi

∫
∂B(c,ρ1)

(ζ − c)nf(ζ) dζ. (5.12)

ここで，

|a−n| ≤
1

2π

∫
∂B(c,ρ1)

|ζ − c|n−1|f(ζ)| |dζ| ≤ M

2π
ρn−1
1 · 2πρ1 =Mρn1 (5.13)

と Cauchy-Hadamardの定理より，1/(z − c)の整級数
∑∞

n=1
a−n

(z−c)n の収束半径は 1/ρ1 以上であ

る．ρ1はR1にいくらでも近く取れるので，級数
∑∞

n=1
a−n

(z−c)n の収束半怪は 1/R1以上である．す

なわち，|z − c| > R1 において，級数
∑∞

n=1
a−n

(z−c)n は広義一様に絶対収束する．

(ζ − c)nf(ζ)は A(c, , R1, R2)上で正則，A(c, ρ1, r) ⊂ A(c,R1, R2)であるから，Cauchy積分定理

より,

0 =
1

2πi

∫
∂A(c,ρ1,r)

(ζ − c)nf(ζ) dζ =
1

2πi

∫
∂B(c,r)

f(ζ)

(ζ − c)−(n+1)+1
dζ − a−n−1 (5.14)

以上より，f(z)は求める Laurent級数に展開される． □

例 5.2. f(z) =
(
1 + 1

z

)
e1/z の z = 0における Laurent展開を求める．|z| > 0において e1/z =

∑∞
n=0

1
n!

1
zn

であるから，

f(z) =

∞∑
n=0

1

n!

(
1 +

1

z

)
1

zn
= 1 +

∞∑
n=1

(
1

n!
+

1

(n− 1)!

)
1

zn
=

∞∑
n=0

n+ 1

n!

1

zn
. (5.15)
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例 5.3. |z| < 1, 1 < |z| < 2, |z| > 2のそれぞれの領域で

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
(5.16)

の Laurent 展開を求める．

1

z − 1
= −

∞∑
n=0

zn (|z| < 1),
1

z − 1
=

1

z
· 1

1− z−1
=

∞∑
n=1

z−n (|z| > 1) (5.17)

1

z − 2
= −1

2
· 1

1− z
2

= −
∞∑

n=0

zn

2n+1
(|z| < 2),

1

z − 2
=

1

z
· 1

1− 2
z

=

∞∑
n=1

2n−1z−n (|z| > 2) (5.18)

より，

f(z) =

∞∑
n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn (|z| < 1), f(z) = −

∞∑
n=1

z−n −
∞∑

n=0

zn

2n+1
(1 < |z| < 2) (5.19)

f(z) =

∞∑
n=1

(
2n−1 − 1

)
z−n (|z| > 2). (5.20)

Riemann球面 Ĉの無限遠点∞の基本近傍系は，

Ĉ\B(r) = {z ∈ C; |z| > r} ∪ {∞}, r > 0 (5.21)

により与えられる．この開集合上で w = 1/zが座標を与える．領域 C\B(r)を w座標で表せば，円環領域

0 < |w| < r−1 に等しい．従って，定理 5.1より C\B(r)上の正則関数 f(z)は変数 wに関する Laurent級

数として表される：

f(z) = f(1/w) =
∑
n∈Z

anw
n, 0 < |w| < r−1. (5.22)

この Laurent級数を無限遠点∞における f(z)の Laurent展開という．この Laurent級数が wの正則関

数のとき，すなわち，Laurent級数の負冪の項が消えるとき，f(z)は無限遠点∞において正則であると定
義する．

5.2 孤立特異点

中心の抜けた穴空き円盤 B(c, r)\{c}を B∗(c, r)により表す：

B∗(c, r) = B(c, r)\{c}. (5.23)

以下，r > 0と B∗(c, r)で正則な f を考える．このとき，z = cを f の孤立特異点と言う．f は z = cを中

心とする Laurent級数 f(z) =
∑

n∈Z an(z − c)nに展開される．ただし，c = ∞の場合，w = 1/zに関する

Laurent展開を考える．Laurent級数 f(z) =
∑

n∈Z an(z − c)n の負冪部分

∞∑
n=1

a−n(z − c)−n =
a−1

z − c
+

a−2

(z − c)2
+

a−3

(z − c)3
+ · · · (5.24)

を f(z)の主要部という．z = cの近傍における f の状態は以下の 3通りに分類される．

(i) f の主要部は 0である．

(ii) f の主要部は 0でない有限級数である．

(iii) f の主要部は 0でも有限級数でもない無限級数である．

82



5.2.1 除去可能特異点

f の主要部が 0のとき，f(c) = a0 と定義すれば f(z)は z = cまで正則に拡張する．この場合，z = cを

除去可能特異点という．� �
定理 5.4 (Riemann). c ∈ C, r > 0とする．B∗(c, r)において正則な関数 f に対して，以下の条件は同

値である:

(1) cは f の除去可能特異点である．

(2) f(z)は cの近傍で有界である．� �
Proof. (1)=⇒(2)は明らかなので，(2)=⇒(1)を示す．r > 0が存在して，f は B∗(c, r)上の有界

正則関数であると仮定してよい:

sup
z∈B∗(c,r)

|f(z)| ≤M. (5.25)

0 < ρ < rとすれば，定理 5.1より，n > 0に対して,

a−n =
1

2πi

∫
∂B(c,ρ)

(ζ − c)n−1f(ζ) dζ. (5.26)

従って,

|a−n| ≤

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
∂B(c,ρ)

(ζ − c)n−1f(ζ) dζ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
∂B(c,ρ)

|ζ − c|n−1|f(ζ)| |dζ| (5.27)

≤ Mρn−1

2π

∫ 2π

0

ρ dθ =Mρn. (5.28)

0 < ρ < rは任意なので，ρ→ 0とすれば，|a−n| ≤ limρ→0Mρn = 0から a−n = 0が従う．n > 0

は任意なので，f(z)の主要部は零である． □

例 5.5. f(z) = sin z
z は z = 0で除去可能特異点をもつ．実際，

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

sin z − sin 0

z − 0
= (sin)′(0). (5.29)

より一般に，g(z)が正則関数で g(z0) = 0ならば， g(z)
z−z0

は z = z0 で除去可能特異点をもつ．

5.2.2 極

f の主要部が有限級数の場合，f(z)は z = cの近傍で以下の様に書ける：

f(z) =
a−m

(z − c)m
+ · · ·+ a−1

z − c
+

∞∑
n=0

an(z − c)n, a−m ̸= 0. (5.30)

このとき，cを f(z)の極という．m ∈ Nを極 z = cの位数という．� �
定理 5.6. B∗(c, r), r > 0において正則な f に対して，以下は同値である：

(1) z = cは f の極．

(2) z → cのとき，f(z) → ∞が Ĉにおいて成り立つ：limz→c |f(z)| → +∞．� �
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Proof. (1)=⇒(2) f(z) = a−m+O(z−c)
(z−c)m , a−m ̸= 0と表されるので，z → cのとき，分子は a−m ̸= 0

に収束し，分母は 0に収束する．従って，limz→c |f(z)| → +∞．
(2)=⇒(1)を示す．(2)のとき，limz→c | 1

f(z) | = 0である．Riemann除去可能特異点定理 5.4より，

1/f は z = cにおいて正則に拡張する．1/f の cにおける零点の位数を n > 0とすれば，ε > 0

と B(c, ε)で正則な関数 g が存在して，B(c, ε)上で 1/f(z) = (z − c)ng(z), g(c) ̸= 0と表される．

g(z)−1 は z = cで正則であり，g(z)−1 = g(c)−1 + O(z − c)と書ける．従って，f(z) = g(z)−1

(z−c)n =

g(c)−1+O(z−c)
(z−c)n , g(c)−1 ̸= 0と表されるので，f は z = cにおいて n位の極を持つ． □

Dを Ĉの領域とし，その部分集合 Aは孤立点より成るとする．D\A上の正則関数 f が Aにおいて除去

可能特異点または極を持つとき，f をD上の有理型関数と言う．

f が D 上の有理型関数であることと，f が局所的に正則関数の比として表されることは同値である．すな

わち，f が D上の有理型関数 ⇐⇒ 任意の p ∈ Dに対して，pの近傍 U ⊂ Dと U で正則な g, hが存在し

て，f |U = g/hと表される．実際，f が pで正則ならば g = f , h = 1とすればよく，pが f のm位の極で

あるとき，f(z) = g(z)/(z − p)m, g(p) ̸= 0と書けることから，h(z) = (z − p)m とすれば主張が成り立つ．

例 5.7. P (z), Q(z)が共通因子をもたない多項式ならば，f(z) = P (z)
Q(z) は Q(z)の零点で極をもつ．

f(z) = 1
1−e−z は z = 0で 1位の極をもつ．e−zのテーラー展開より正則関数 g(z)が存在して，e−z = 1−zg(z)

と書ける．さらに，g(0) ̸= 0だから，1/g(z)は 0の近傍で正則で，f(z) = 1/g(z)
z である．

5.2.3 真性特異点

f の主要部が有限級数でない無限級数のとき，cを f(z)の真性特異点という．� �
定理 5.8 (Weierstrass). f が B∗(c, r), r > 0において正則ならば，次は同値である：

(1) z = cは f の真性特異点である．

(2) f (B∗(c, ε)) = Ĉ ∀ε ∈ (0, r).

特に，z = cが f の真性特異点ならば，任意の w ∈ Ĉに対して，cに収束する点列 {zn}n∈N ⊂ B∗(c, r)

が存在して，limn→∞ f (zn) = w．� �
Proof. (2)=⇒(1) Riemannの定理 5.4や極の特徴付け定理 5.6から，孤立 特異点 cは除去可能特

異点でも極でもないので，真性特異点である．

(1)=⇒(2) Z = f (B∗(c, ε))と置く．ただし，閉包は Ĉで考える．Zは Ĉの閉集合なので，Zc = Ĉ\Z
は Ĉの開集合である．Z ̸= Ĉと仮定する．このとき，Ĉ\Z は空でない開集合なので，無限遠点と
異なる内点を含む．すなわち，p ∈ Cと r > 0が存在して，次が成り立つ：

B(p, r) ⊂ Ĉ\Z すなわち f (B∗(c, ε)) ∩B(p, r) = ∅ (5.31)

これより，

f (B∗(c, ε)) ∩B(p, r) = ∅. (5.32)

f (B∗(c, ε)) ⊂ Cであるから，これより f (B∗(c, ε)) ⊂ C\B(p, r)．
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すなわち，

|f(z)− p| ≥ r ∀z ∈ B∗(c, ε) (5.33)

であり，従って

sup
z∈B∗(c,ε)

∣∣∣∣ 1

f(z)− p

∣∣∣∣ ≤ 1

r
. (5.34)

特に， 1
f(z)−p はB∗(c, ε)上で有界である．Riemann除去可能特異点定理 5.4より， 1

f(z)−p はB(c, ε)

上の正則関数に拡張する．従って，f は cにおいて高々極を持つ．これは cが f の真性特異点であ

ることに矛盾する．以上から，f (B∗(c, ε)) = Ĉ. □

例 5.9. f(z) = e1/z は z = 0で真性特異点をもつ．実際，

lim
z∈R<0,z→0

e1/z = 0, lim
z∈R>0,z→0

e1/z = ∞. (5.35)

より強く，真性特異点を持つ関数について，次の定理が知られている．� �
定理 5.10 (Picard). f が B∗(c, r), r > 0で正則であるとする. cが f の真性特異点ならば，任意の

0 < ε < rに対して， f (B∗(c, ε))は Cまたは Cから 1点を除外した集合である．� �
極や零点の集合が考えている領域の境界に集積点を持つことはあり得る．

例 5.11. 関数 f(z) = cot(π/z) = cos(π/z)/ sin(π/z)を考えると，cos(π/z)と sin(π/z)は C∗ 上で正則な

ので，f(z)は C∗上の有理型関数である．f(z)の C∗における零点の集合 Z は cos(π/z)の零点の集合に一

致するので，

Z =

{
1

n+ 1
2

∈ C∗; n ∈ Z
}
. (5.36)

同様に，f(z)の C∗ における極の集合 P は sin(π/z)の零点の集合に一致するので，

P =

{
1

n
∈ C∗; n ∈ Z\{0}

}
. (5.37)

Zと P はそれぞれ孤立点から成るC∗の部分集合であるが，Cにおいては両者とも原点を集積点に持つ．原
点は f(z)の孤立特異点にはならない．すなわち，原点のどんな近傍 B(ε)を取っても，f(z)は B∗(ε)上の

正則関数にはならない．

平面領域の勝手な離散的部分集合に対し，その離散的部分集合に極や零点を持つ有理型関数や正則関数

の存在が知られている（Mittag-Lefflerの定理とWeierstrassの定理）．特に，考えている領域の境界が極や

零点の集合の閉包となるようにすることも可能である．
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6 留数定理とその定積分への応用

6.1 留数定理� �
定義 6.1. (1) c ∈ C, r > 0とし，f を B∗(c, r)で正則とする. cを中心とする f の Laurent展開を

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − c)n (6.1)

とするとき, (z − c)−1 の係数 a−1 を f の cにおける留数といい, 次のように表す：

Resz=c f(z) = a−1, Res(f, c) = a−1. (6.2)

(2) f を C\B(r) で正則とし，w = 1/z を Ĉ の無限遠点 ∞ を中心とする座標とする．このとき，
C\B(r)上で

f(z) dz = −f
(
1

w

)
dw

w2
(6.3)

と表され，無限遠点∞における f の留数を以下の式で定義する:

Res(f,∞) = Res

(
− 1

w2
f

(
1

w

)
, 0

)
(6.4)� �� �

定理 6.2 (留数定理：有界領域の場合，Cauchy). D ⊂ Cは有界領域で，境界 ∂D は有限個の区分的

C1級単一閉曲線より成るとする．正則関数 f はDにおいて高々有限個の孤立特異点を持ち，f の孤立

特異点の集合 AはDに含まれるとする．（すなわち，Dを含むある領域 U ⊂ Cが存在して，f は U\A
で正則かつ A ⊂ Dである．）このとき，次の等式が成り立つ:∫

∂D

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩D

Res(f, a). (6.5)

� �
Proof. A ⊂ Dは有限集合なので，0 < ε ≪ 1が存在して，任意の a ∈ Aに対して B(a, ε) ⊂ D

かつすべての {B(a, ε)}a∈A が互いに素であるようにできる．このとき，Laurent展開（定理 5.1）

における Laurent係数 a−1 の表示式より，次式が成り立つ：∫
∂B(a,ε)

f(z) dz = 2πiRes(f, a). (6.6)

f は閉領域 Ω = D\
∪

a∈A∩D B(a, ε)上で正則なので，Cauchyの積分定理から，∫
∂D

f(z) dz −
∑

a∈A∩D

∫
∂B(a,ε)

f(z) dz =

∫
∂Ω

f(z) dz = 0. (6.7)

(6.6), (6.7)から, ∫
∂D

f(z) dz =
∑

a∈A∩D

∫
∂B(a,ε)

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩D

Res(f, a). (6.8)

以上から定理が示された. □
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D

b

b

b

b a1
B(a1, ε)

a2

a3

a4

Ω

� �
定理 6.3 (留数定理：領域が無限遠点を含む場合，Cauchy). Dは Riemann球面 Ĉの無限遠点を含む
領域で，境界 ∂Dは有限個の区分的 C1 級単一閉曲線より成るとする．正則関数 f はDにおいて高々

有限個の孤立特異点を持ち，f の孤立特異点の集合 Aは ∂D と共有点を持たないとする．（すなわち，

Dを含む或る領域 U ⊂ Ĉが存在して，f は U\Aで正則であり，A ∩ ∂D = ∅である．）このとき，次
の等式が成り立つ： ∫

∂D

f(z) dz = 2πi
∑

a∈(A∪{∞})∩D

Res(f, a). (6.9)

� �
Proof. ∞を中心とする半径 rの円盤が

B(∞, r) = {w ∈ C; |w| < r} = {z ∈ C; |z| > 1/r} ∪ {∞} (6.10)

で定義されていた．D は無限遠点 ∞ のある近傍を含むので，r > 0 が存在して，Ĉ\B(r) =

B
(
∞, 1r

)
⊂ D．Aは Ĉの有限集合なので，ε0 > 0が存在して，

0 < ε < ε0 =⇒ A ∩B(∞, ε) =

{
∅ if ∞ /∈ A

∞ if ∞ ∈ A.
(6.11)
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従って，r > 0を B(∞, 1/r) ⊂ Dかつ 1/r < εとなるように選べば，

(A ∩D) ∩ (Ĉ\B(r)) = A ∩D ∩B(∞, 1/r) = A ∩B(∞, 1/r) =

{
∅ if ∞ /∈ A

∞ if ∞ ∈ A.
(6.12)

このとき，D′ = D\B(∞, 1/r) = D\(Ĉ\B(r)) = D ∩ B(r)とおけば，D′ は有界領域である．有

界領域に対する留数定理 6.2より，D′ に対して留数定理が成り立つので,∫
∂D′

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩D′

Res(f, a). (6.13)

ここで，∂D′ = ∂D + ∂B(r)なので，(6.13)より,∫
∂D

f(z) dz +

∫
∂B(r)

f(z) dz =

∫
∂D′

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩D′

Res(f, a). (6.14)

集合として次式が成り立つ.

∂B(r) = {z ∈ C; |z| = r} = {w ∈ C; |w| = 1/r} = ∂B(∞, 1/r). (6.15)

一方，∂B(r)のパラメータ表示 z = reiθ, θ ∈ [0, 2π]に対応する ∂B(∞, 1/r)のパラ メータ表示は

w = 1/z = e−iθ/r, θ ∈ [0, 2π]である．従って，B(r)から定まる ∂B(r)の向きと B(∞, 1/r)から

定まる ∂B(∞, 1/r)の向きは反対である．従って，向きを含めて以下の等式を得る：

∂B(r) = −∂B(∞, 1/r). (6.16)

ここで，仮定より B(∞, 1/r) における f の特異点は高々∞ のみであるから, 穴空き円盤

B∗(∞, 1/r) = B(∞, 1/r)\{∞}上の正則関数 f(z) = f(1/w)に対する留数定理より，∫
∂B(r)

f(z) dz = −
∫
∂B(∞, 1r )

f

(
1

w

)(
−dw
w2

)
= −2πiRes

(
−w−2f

(
1

w

)
, 0

)
(6.17)

= −2πiRes(f,∞).

ここで，最初の等号は (6.16)から従う．(6.12)と∞ ∈ Dより

(D′ ∩A) ∪ {∞} =

{
(D ∩A) ∪ {∞} if ∞ /∈ A

D ∩A if ∞ ∈ A
= (A ∪ {∞}) ∩D (6.18)

なので，(6.16), (6.17)より，∫
∂D

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩D′

Res(f, a)−
∫
∂B(r)

f(z) dz

= 2πi
∑

a∈A∩D′

Res(f, a) + 2πiRes(f,∞) (6.19)

= 2πi
∑

a∈(A∪{∞})∩D

Res(f, a).

以上から，定理が示された． □
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b
b

b

b

b

b

b

b

b
∞

B(∞, 1/r)

B(r)

0

Im

Re

a1

a2

a3

∂D
D

� �
定理 6.4. Aを Ĉの有限集合とし，f を Ĉ\Aで正則とする．このとき，∑

a∈A∪{∞}

Res(f, a) = 0. (6.20)

特に，有理関数の Ĉ上の留数の総和は 0である．� �
Proof. 留数定理 6.3において，U = Ĉとし，Dは A ∪ {∞}を含み区分的に C1 級の境界を持つ

領域とする．D′ = Ĉ\Dとすれば，∂D = −∂D′ であり，D′ ∩ A = ∅なので f は D′ で正則であ

る．留数定理と Cauchyの積分定理より，

2πi
∑

a∈(A∪{∞})∩D

Res(f, a) =

∫
∂D

f(z) dz = −
∫
∂D′

f(z) dz = 0. (6.21)

最後の等号は D′ 上の正則関数 f に対して Cauchy の積分定理を適用することにより得られる．

(A ∪ {∞}) ∩D = A ∪ {∞}なので，主張が示された． □

注意． 定理 6.4で Aに無限遠点∞を付加することは必要である．実際，f(z) = 1/zとすれば f は Ĉ\{0}
で正則なので A = {0}である．このとき

∑
a∈A Res(f, a) = 1 ̸= 0となり，A上の留数の総和は 0でない．

一方，無限遠点の近傍で f(z) = f(1/w) = wと表されるので,

Res(f,∞) = Res
(
−w−2f(1/w), 0

)
= Res(−1/w, 0) = −1. (6.22)

従って, ∑
a∈A∪{∞}

Res(f, a) = Res(f, 0) + Res(f,∞) = 1− 1 = 0. (6.23)

すなわち，A ∪ {∞}上の留数の総和は 0である．一般に，f(z)が無限遠点で正則でも，対応する 1-形式

f(z) dz = −f
(
1

w

)
dw

w2
(6.24)

は無限遠点で正則でないことが起こり得る．そのため，無限遠点における 1-形式 f(z) dzの留数を考える必

要がある．このように，正則関数の線積分では正則関数それ自身よりも 1-形式 f(z) dzの方がより本質的で

ある．
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例 6.5. Aを Ĉの有限集合とし，f を Ĉ\Aで正則とする．このとき，R≫ 1が十分大きい実数ならば，∫
|z|=R

f(z) dz = −2πiRes(f,∞). (6.25)

Proof. 留数定理より， ∫
|z|=R

f(z) dz = 2πi
∑

a∈A∩B(R)

Res(f, a). (6.26)

A は有限集合なので，R が充分大きいとき,

A ∩B(R) = (A\{∞}) ∩B(R) = A\{∞}. (6.27)

Riemann球面に対する留数定理 6.4より，∑
a∈A∩B(R)

Res(f, a) =
∑

a∈A\{∞}

Res(f, a) = −Res(f,∞). (6.28)

これを (6.26)に代入すれば，主張が従う． □

6.2 留数定理の定積分への応用

6.2.1 留数定理を用いた定積分の計算 I

f(x, y)を x, yの有理式とする．f(x, y)の分母が R2の単位円周 x2 + y2 = 1上で零点を持たないならば，∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ) dθ = 2π
∑
|a|<1

Res

(
f

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
1

z
, a

)
. (6.29)

Proof. C = {z ∈ C; |z| = 1}を複素単位円周とする．z ∈ C に対して，z = z−1 なので，z =

eiθ ∈ C に対して，cos θ =
(
z + z−1

)
/2, sin θ =

(
z − z−1

)
/2iである．また，dz = ieiθ dθ = iz dθ

なので，留数定理より，∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ) dθ =
1

i

∫
C

f

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz

z

= 2π
∑
|a|<1

Res

(
f

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
1

z
, a

)
. (6.30)

従って，主張が成り立つ． □
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例 6.6. a > 1のとき, ∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ
=

2π√
a2 − 1

. (6.31)

Proof. f(x, y) = 1/(a+ x)の場合である．このとき，

f

(
z + z−1

2

)
=

2

2a+ z + z−1
=

2z

z2 + 2az + 1
=

2z(
z + a+

√
a2 − 1

) (
z + a−

√
a2 − 1

) . (6.32)

ここで，a > 1であるから，−
(
a+

√
a2 − 1

)
< −1は単位円盤の外にある．また，−1 < −a +√

a2 − 1 = − 1
a+

√
a2−1

< 0より，−a+
√
a2 − 1は単位円盤の内部にある．従って，∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ
= 2πRes

(
2

z2 + 2az + 1
,−a+

√
a2 − 1

)
=

4π

z + a+
√
a2 − 1

∣∣∣∣
z=−a+

√
a2−1

=
2π√
a2 − 1

. (6.33)

以上により主張が示された． □

6.2.2 留数定理を用いた定積分の計算 II

H = {z ∈ C; Im z > 0}を複素上半平面とする．実軸上に極を持たない有理関数 F (z)が，以下の条件を

充たすと仮定する:

lim
|z|→∞

zF (z) = 0. (6.34)

このとき，次の等式が成り立つ： ∫ +∞

−∞
F (x) dx = 2πi

∑
a∈H

Res(F, a). (6.35)

b b0

Re

Im

C1 = {x ∈ R; −R ≤ x ≤ R}

C2 = {Reiθ; 0 ≤ θ ≤ π}

−R R
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Proof. C(R)を Cの原点を中心とする半径 R > 0の半円で，実軸の上にあるものとする．すな

わち，C(R) = C1 + C2 であり，

C1 = {x ∈ R; −R ≤ x ≤ R}, C2 =
{
Reiθ ∈ C; 0 ≤ θ ≤ π

}
. (6.36)

F (z)は有理式なので，その分子 P (z)と分母Q(z)の零点はRが十分大きいとき，B(R)に含まれ

る．このことから，R≫ 1ならば，以下の不等式が C\B(R)上で成り立つ：

K0|z|degP ≤ |P (z)| ≤ K1|z|degP , K2|z|degQ ≤ |Q(z)| ≤ K3|z|degQ. (6.37)

ただし，K0,K1,K2,K3 は正定数である．条件 (6.34)から degQ− degP ≥ 2であり，R ≫ 1の

とき，以下の不等式が C\B(R)上で成り立つ：

|F (z)| ≤ K

|z|2
∀z ∈ C\B(R). (6.38)

また，F (z) は実軸上に極を持たないので，定数 K ′ > 0 が存在して,

|F (x)| ≤ K ′

x2 + 1
∀x ∈ R. (6.39)

(6.39)より F (x)は R上で絶対積分可能である．(6.38)より，R ≫ 1のとき，F (z)は C(R)上に

極を持たず，また F (z)の H上にある極は全て C(R)で囲まれる領域に含まれる．留数定理より，∫ R

−R

F (x) dx+

∫
C2

F (z) dz = 2πi
∑
a∈H

Res(F, a). (6.40)

R→ ∞のとき，(6.38)より，∣∣∣∣∫
C2

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C2

|F (z)| |dz| ≤
∫ π

0

K

R2
Rdθ =

Kπ

R
→ 0. (6.41)

従って，(6.40)において R→ ∞とすれば，主張が従う． □

例 6.7. ∫ ∞

0

dx

1 + x6
=
π

3
(6.42)

Proof. ω = eπi/6 とすれば ω ∈ Hであり，

z6 + 1 = (z − ω)(z + ω)
(
z − ω3

) (
z + ω3

) (
z − ω5

) (
z + ω5

)
(6.43)

である．上半平面にある F (z) = 1/
(
z6 + 1

)
の極は ω, ω3, ω5 であり，

Res
(
F, ωk

)
=

1

(z6 + 1)
′

∣∣∣∣
z=ωk

=
1

6z5

∣∣∣∣
z=ωk

= −1

6
ωk. (6.44)

従って， ∫ ∞

0

dx

1 + x6
=

1

2

∫ ∞

−∞

dx

1 + x6
= πi

∑
k=1,3,5

Res
(
F, ωk

)
= −πi

6

(
ω + ω3 + ω5

)
=
π

6

(
2 cos

π

3
+ 1
)
=
π

3
. (6.45)

以上から主張が示された. □
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6.2.3 留数定理を用いた定積分の計算 III

Aを Hの有限集合とし，領域Dは H ⊂ D ⊂ Cを充たすとする．D\Aで正則な F が

lim
|z|→∞,Im z≥0

F (z) = 0 (6.46)

を充たし，実軸上に孤立特異点をもたないならば，

lim
R→∞

∫ R

−R

F (x)eix dx = 2πi
∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.47)

特に，広義積分
∫∞
−∞ F (x)eix dxが存在するならば，∫ ∞

−∞
F (x)eixdx = 2πi

∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.48)

Proof. C(R) = C1 + C2 を前節と同様の積分路とし，DR を C(R)で囲まれる有界領域とする．

Aは有限集合なので，R≫ 1ならば A ∩ H ⊂ DR としてよい．留数定理より，∫ R

−R

F (x)eix dx+

∫
C2

F (z)eiz dz = 2πi
∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.49)

C2 上の積分が R→ ∞のときに 0に収束することが示されれば，主張が従う．そこで，

M(R) := sup
|z|=R,z∈H

|F (z)| (6.50)

と置けば，(6.46)より limR→∞M(R) = 0である．また，z = x+ iy ∈ Hのとき，
∣∣eiz∣∣ = e−y で

あるから，∣∣∣∣∫
C2

F (z)eiz dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C2

∣∣F (z)eiz∣∣ |dz| ≤M(R)

∫ π

0

e−R sin θRdθ = 2RM(R)

∫ π
2

0

e−R sin θ dθ.

(6.51)

ここで，
2

π
≤ sin θ

θ
≤ 1 ∀θ ∈ [0, π/2] (6.52)

であるから， ∫ π
2

0

e−R sin θ dθ ≤
∫ π

2

0

e−
2R
π θ dθ <

∫ ∞

0

e−
2R
π θ dθ =

π

2R
. (6.53)

従って， ∣∣∣∣∫
C2

F (z)eiz dz

∣∣∣∣ ≤ πM(R) (6.54)

という評価が得られ，C2上の積分は R→ ∞のとき，0に収束する．以上から，主張が示された．

□

例 6.8. 例えば，F (z)が実軸上に極を持たず，次の不等式を充たす有理関数ならば，広義積分
∫∞
−∞ F (x)eix dx

が存在する：

|F (z)| ≤ K

|z|
, |z| ≫ 1, Im z ≥ 0. (6.55)

実際，このとき，F (z)が有理関数であるという仮定から定数 kが存在して，R > 0が十分大きいとき，∣∣∣∣F (z)− k

z

∣∣∣∣ ≤ C

|z|2
, |z| ≥ R (6.56)
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という評価が成り立つ．従って，R1, R2 ∈ Rを十分大きく選べば，∫ R2

R1

∣∣∣∣(F (x)− k

x

)
eix
∣∣∣∣ dx ≤ C

∫ R2

R1

dx

x2
≤ C

R1
. (6.57)

従って，広義積分
∫∞
r
x−1eix dxが存在すれば，広義積分

∫∞
−∞ F (x)eix dxが存在する．広義積分

∫∞
r
x−1eix dx

の存在はよく知られている．実は，F (z)が有理関数であることを仮定しなくても，評価 (6.55)が成り立つ

ならば次の等式が成り立つ： ∫ ∞

−∞
F (x)eix dx = 2πi

∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.58)

Proof. R1, R2, S ∈ RをRより大きい実数とし，Cの 4点R1, R1 + Si, −R2 + Si, −R2 を頂点

とする長方形 Γを考える．R1, R2, Sの選び方から，Γ\R ⊂ C\B(R)なので，以下の評価が (6.55)

より成り立つ: ∣∣∣∣∣
∫ R1+Si

R1

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ S

0

K

R1
e−y dy =

K

R1

(
1− e−S

)
≤ K

R1
(6.59)∣∣∣∣∣

∫ −R2+Si

−R2

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ S

0

K

R2
e−y dy =

K

R2

(
1− e−S

)
≤ K

R2
(6.60)∣∣∣∣∣

∫ R1+Si

−R2+Si

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ R1

−R2

K

S
e−S dx = K (R1 +R2)

e−S

S
(6.61)

一方，留数定理より， ∫
Γ

F (z)eiz dz = 2πi
∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.62)

(6.59), (6.60), (6.61), (6.62) より,∣∣∣∣∣
∫ R1

−R2

F (x)eix dx− 2πi
∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ R1+Si

R1

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ −R2+Si

−R2

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ R1+Si

−R2+Si

F (z)eiz dz

∣∣∣∣∣
≤ K

R1
+
K

R2
+K (R1 +R2)

e−S

S
. (6.63)

(6.63)で S → ∞とすれば，左辺は S に無関係なので，∣∣∣∣∣
∫ R1

−R2

F (x)eix dx− 2πi
∑
a∈H

Res
(
F (z)eiz, a

)∣∣∣∣∣ ≤ K

R1
+
K

R2
. (6.64)

この評価から，
∫
R F (x)e

ix dxが存在して，(6.58)の主張が成り立つことが従う． □

例 6.9. ∫ +∞

−∞

cosx

(x2 + 1)
2 dx =

π

e
. (6.65)
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Proof. D ⊂ Cを以下の原点中心の半円の内部とする：

D =
{
reiθ; 0 < r < R, 0 < θ < π

}
. (6.66)

このとき

∂D = [−R,R] + CR, CR =
{
Reiθ; 0 ≤ θ ≤ π

}
. (6.67)

複素平面上で zの関数

f(z) =
eiz

(z2 + 1)
2 =

eiz

(z − i)2(z + i)2
(6.68)

を考えれば，D\{i}上で f(z)は正則であり，z = iで f(z)は 2位の極を持つ．z = iにおける f(z)

の留数は (z − i)2f(z)の z = iにおける 1次の展開係数なので，

Res(f, i) =
d

dz

∣∣∣∣
z=i

(z − i)2f(z) =
d

dz

∣∣∣∣
z=i

eiz

(z + i)2
=

1

2ie
. (6.69)

従って， ∫ ∞

−∞

eix

(x2 + 1)
2 dx = 2πiRes(f, i) =

π

e
. (6.70)

両辺の実部を取れば，求める式が従う． □

6.2.4 留数定理を用いた定積分の計算 III′

領域Dは H ⊂ D ⊂ Cを充たすとする．A ⊂ Hを有限集合，F をD\Aで正則な関数とする．さらに，F
は次の条件を充たすと仮定する：

(i) lim|z|→∞,Im z≥0 F (z) = 0.

(ii) F (z)は原点に一位の極を持つ：A ∩ R = {0}, ordz=0 F = −1．

このとき，次の等式が成り立つ：

lim
R→∞

∫ R

0

(
F (x)eix + F (−x)e−ix

)
dx = πiRes(F, 0) + 2πi

∑
a∈A∩H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.71)

特に，F (z)が奇関数ならば，

lim
R→∞

∫ R

0

F (x) sinx dx =
π

2
Res(F, 0) + π

∑
a∈A∩H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.72)
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Proof. 十分小さな正数 0 < ε ≪ 1に対して，C(R)の代わりに次の積分路 C(R, ε)を考える．

C(R, ε)は半円CR =
{
Reiθ; 0 ≤ θ ≤ π

}
とCε =

{
εeiθ; 0 ≤ θ ≤ π

}
を実軸の線分 [ε,R]と [−R,−ε]

でつないで得られる区分的に滑らかな単一閉曲線である（正弦積分を求める際に用いた積分路で

ある）．すなわち，

C(R, ε) = [ε,R] + CR + [−R,−ε]− Cε. (6.73)

CR

Im

Re

−Cε

R−R ε0−ε

このとき，Rが十分大きければ，留数定理から,∫
C(R,ε)

F (z)eiz dz = 2πi
∑

a∈A∩H

Res
(
F (z)eiz, a

)
. (6.74)

また,∫
C(R,ε)

F (z)eiz dz =

∫ −ε

−R

F (z)eiz dz+

∫ R

ε

F (z)eiz dz+

∫
CR

F (z)eiz dz−
∫
Cε

F (z)eiz dz. (6.75)

ここで，F (z)が z = 0に一位の極を持つので，

F (z) =
α

z
+ f(z), α = Res(F, 0), f は B(ε)で正則 (6.76)

と表すことができる．従って,∫
Cε

F (z)eiz dz = α

∫
Cε

eiz
dz

z
+

∫
Cε

f(z)eiz dz = α

∫
Cε

dz

z
+

∫
Cε

eiz − 1

z
dz +

∫
Cε

f(z)eiz dz

(6.77)

と
∫
Cε

dz
z = πiより，∣∣∣∣∫

Cε

F (z)eiz dz − απi

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣∣eiz − 1

z

∣∣∣∣ ε dθ + ∫ π

0

∣∣f(z)eiz∣∣ ε dθ ≤ Cε. (6.78)

従って,

lim
ε→0,R→∞

(∫ −ε

−R

F (x)eix dx+

∫ R

ε

F (x)eix dx

)
= πiRes(F, 0) + 2πi

∑
a∈A∩H

Res
(
F (z)eiz, a

)
.

(6.79)

ここで， ∫ −ε

−R

F (x)eix dx = −
∫ ε

R

F (−x)e−ix dx =

∫ R

ε

F (−x)e−ix dx (6.80)

であることから主張が従う． □
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注意： F (z) = αz−1 + f(z)，f は B(ε), ε > 0で正則より，

F (z)eiz + F (−z)e−iz = 2iα
sin z

z
+ f(z)eiz + f(−z)e−iz (6.81)

と表され，F (z)eiz + F (−z)e−iz は原点で正則である．

例 6.10. F (z) = 1/zとすれば，F (z)は奇関数であり，原点に一位の極を持ち，上半平面に極を持たない．

従って, ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
(6.82)

と正弦積分の公式が得られる.

例 6.11. ∫ ∞

0

(
sinx

x

)2

dx =
π

2
. (6.83)

Proof. 求める積分を I と置く．(sinx)2 = 1−cos 2x
2 より，

I = lim
ε→0,R→∞

∫ R

ε

1− cos 2x

2x2
dx = lim

ε→0,R→∞

∫ R

ε

1− cosx

x2
dx

=
1

2
lim

ε→0,R→∞

∫ R

ε

2− eix − e−ix

x2
dx =

1

2
lim

ε→0,R→∞

(∫ −ε

−R

+

∫ R

ε

)
1− eix

x2
dx. (6.84)

半円 CR =
{
Reiθ; 0 ≤ θ ≤ π

}
と Cε =

{
εeiθ; 0 ≤ θ ≤ π

}
を実軸上の線分 [ε,R]と [−R,−ε]でつ

ないで得られる区分的に滑らかな単一閉曲線を C(R, ε)とする：

C(R, ε) = [ε,R] + CR + [−R,−ε]− Cε. (6.85)

F (z) =
(
1− eiz

)
/z2 とする．C(R, ε)で囲まれる領域内で F (z)は正則なので，留数定理から，∫

C(R,ε)

F (z) dz = 0. (6.86)

また， ∫
C(R,ε)

F (z) dz =

(∫ −ε

−R

+

∫ R

ε

+

∫
CR

−
∫
Cε

)
F (z) dz. (6.87)

半円上の線積分を評価する．R→ ∞のとき，∣∣∣∣∫
CR

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

∣∣∣∣1− e−R sin θ+iR cos θ

R2

∣∣∣∣ |dz| ≤ 2π

R
→ 0. (6.88)

z = 0の近傍で

F (z) =
1− eiz

z2
=

1−
{
1 + iz +O

(
z2
)}

z2
=

−i
z

+O(1) (6.89)

と表されるので，∫
Cε

F (z) dz = −i
∫
Cε

dz

z
+O(ε) = −i

∫ π

0

d
(
εeiθ

)
εeiθ

+O(ε) → π (ε→ 0). (6.90)

以上より，2I − π = 0 . すなわち

I =

∫ ∞

0

(
sinx

x

)2

dx =

∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx =

π

2
(6.91)

□
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6.2.5 留数定理を用いた定積分の計算 IV

0 < α < 1とし, F (z)を次の条件を充たす有理関数とする：

(i) limz→∞ F (z) = 0．

(ii) F (z)は実軸の部分集合 x ≥ 0の上に極を持たない．

領域D = C\R≥0 上で対数関数の主値 Log zを

Log z = log |z|+ iArg z, 0 < Arg z < 2π (6.92)

で定め, zα = exp(αLog z)と定める．F (x)/xα を実軸の x > 0で定義された関数，F (z)/zα を領域 D =

C\R≥0 上の有理型関数と見るとき，∫ ∞

0

F (x)

xα
dx =

2πi

1− e−2πiα

∑
a∈D

Res

(
F (z)

zα
, a

)
. (6.93)

Proof. 条件より F (z)は原点のある近傍 B(δ), δ > 0上で正則なので, 定数 C が存在して

|F (z)| ≤ C z ∈ B(δ). (6.94)

また，F (z)は有理関数なので，条件 (i)より定数M > 0, ρ > 0が存在して，

|F (z)| ≤ M

|z|
|z| > ρ. (6.95)

R≫ 1を十分大きな実数とし，0 < ε≪ 1を十分小さな正数とする．単一閉曲線 Γ(R, ε)を以下の

ように定める：

Γ(R, ε) = C1 + C2 − C3 − C4, (6.96)

C1 =
{
reεi; ε ≤ r ≤ R

}
, C2 =

{
Reiθ; ε ≤ θ ≤ 2π − ε

}
, (6.97)

C3 =
{
re(2π−ε)i; ε ≤ r ≤ R

}
, C4 =

{
εeiθ; ε ≤ θ ≤ 2π − ε

}
. (6.98)

C2

Im

Re

−C3

R−R ε
0

−ε

C1
−C4

Γ(R, ε)

DR,ε

Γ(R, ε)で囲まれる領域をDR,ε とする．
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F (z)は実軸の非負部分に極を持たないので F (z)/zαはDR,ε上の有理型関数であり，Γ(R, ε)上に

極を持たない．留数定理より，∫
Γ(R,ε)

F (z)

zα
dz = 2πi

∑
a∈DR,ε

Res

(
F (z)

zα
, a

)
. (6.99)

ε→ 0のとき，C1, C3, C4 上の線積分を評価する．C1 上で，ε→ 0のとき

zα = exp{α(log |z|+ iArg z)} = exp {α(log |z|+ iε)} = rαeεiα → rα (6.100)

であり，0 < α < 1のとき |z|−α = r−α は閉区間 [0, 1]上で広義積分可能であるから，

lim
ε→0

∫
C1

F (z)

zα
dz →

∫ R

0

F (x)

xα
dx. (6.101)

同様に，C3 上で，ε→ 0のとき

zα = exp{α(log |z|+ iArg z)} = exp {α(log |z|+ i(2π − ε)} = rαe(2π−ε)iα → rαe2πiα (6.102)

であり，0 < α < 1のとき |z|−α = r−α は閉区間 [0, 1]上で広義積分可能であるから，

lim
ε→0

∫
C3

F (z)

zα
dz → e−2πiα

∫ R

0

F (x)

xα
dx. (6.103)

仮定 0 < α < 1と (6.94)より，∣∣∣∣∫
C4

F (z)

zα
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π−ε

ε

|F (z)|
|z|α

|dz| ≤ C

∫ 2π

0

ε1−α dθ = 2πCε1−α → 0. (6.104)

(6.103), (6.104)より，

lim
ε→0

∫
Γ(R,ε)

F (z)

zα
dz =

∫ R

0

F (x)

xα
dx+

∫
C2

F (z)

zα
dz − e−2πiα

∫ R

0

F (x)

xα
dx

=
(
1− e−2πiα

) ∫ R

0

F (x)

xα
dx+

∫
C2

F (z)

zα
dz. (6.105)

次に R→ ∞とするとき，C2 上の積分を評価する．α > 0であるから，(6.95)より，∣∣∣∣∫
C2

F (z)

zα
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π−ε

ε

|F (z)|
|z|α

|dz| ≤
∫ 2π

0

M

|z|1+α
|dz| = 2πMR−α → 0. (6.106)

(6.95)より F (x)/xα は x ≥ 0上で絶対積分可能なので，(6.105), (6.106)より,

lim
R→∞

lim
ε→0

∫
Γ(R,ε)

F (z)

zα
dz =

(
1− e−2πiα

) ∫ ∞

0

F (x)

xα
dx. (6.107)

Rが十分大きく ε > 0が十分小さければ，F (z)/zαの上半平面にある全ての極はDR,εに含まれる

ので，(6.99)と (6.107)を比較することにより,

(
1− e−2πiα

) ∫ ∞

0

F (x)

xα
dx = 2πi

∑
a∈D

Res

(
F (z)

zα
, a

)
. (6.108)

以上により，主張が示された． □
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例 6.12. 0 < α < 1のとき, ∫ ∞

0

dx

xα(1 + x)
=

π

sinπα
. (6.109)

Proof. F (z) = (1 + z)−1 は z = −1 のみにおいて一位の極を持つ．z = −1 において zα =

eα(log |z|+iArg z) = eiπα であるから，

Res

(
1

zα(1 + z)
,−1

)
= e−πiα (6.110)

従って, ∫ ∞

0

dx

xα(1 + x)
=

2πi

1− e−2πiα
e−πiα = π

2i

eπiα − e−πiα
=

π

sinπα
. (6.111)

となり，主張が従う. □

6.2.6 留数定理を用いた定積分の計算例 V

F (z)を次の条件を充たす有理関数とする：

(i) limz→∞ zF (z) = 0．

(ii) F (z)は実軸の部分集合 x ≥ 0の上に極を持たない．

(iii) F (z)は実軸上で実数値を取る．

領域D = C\R≥0 上で対数関数の主値 Log zを

Log z = log |z|+ iArg z, 0 < Arg z < 2π (6.112)

で定める．F (x) log x を実軸の x > 0 で定義された関数，F (z) log z を領域 D = C\R≥0 上の有理型関数

と見るとき, ∫ ∞

0

F (x) log x dx = −1

2
Re

(∑
a∈D

Res
(
F (z)(Log z)2, a

))
(6.113)

∫ ∞

0

F (x) dx = − 1

2π
Im

(∑
a∈D

Res
(
F (z)(Log z)2, a

))
(6.114)

100



Proof. 閉曲線 Γ(R, ε) = C1 + C2 − C3 − C4 と Γ(R, ε)で囲まれる領域 DR,ε を前節と同様に定

める．F (z)は実軸の非負部分に極を持たないので F (z)(Log z)2 は DR,ε 上の有理型関数であり，

Γ(R, ε)上に極を持たない．留数定理より，∫
Γ(R,ε)

F (z)(Log z)2 dz = 2πi
∑

a∈DR,ε

Res
(
F (z)(Log z)2, a

)
. (6.115)

ε→ 0のとき，C1, C3, C4 上の線積分を評価する．C1 上で，ε→ 0のとき

Log |z|+ iArg z = Log |z|+ iε = log r + εi→ log r (6.116)

であり，log z = log rは閉区間 [0, 1]上で広義積分可能であるから，

lim
ε→0

∫
C1

F (z)(Log z)2 dz →
∫ R

0

F (x)(log x)2 dx. (6.117)

同様にして，

lim
ε→0

∫
C3

F (z)(Log z)2 dz →
∫ R

0

F (x)(log x+ 2πi)2 dx. (6.118)

また，∣∣∣∣∫
C4

F (z)(Log z)2 dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π−ε

ε

|F (z)| | log |z|+ 2πi|2 |dz| ≤ 2πCε
(
log ε−1 + 2π

)2
dθ → 0.

(6.119)

(6.117), (6.118), (6.119)より，

lim
ε→0

∫
Γ(R,ε)

F (z)(Log z)2 dz

=

∫ R

0

F (x)(log x)2dx+

∫
C2

F (z)(Log z)2 dz −
∫ R

0

F (x)(log x+ 2πi)2 dx (6.120)

= −4πi

∫ R

0

F (x) log x dx− (2πi)2
∫ R

0

F (x) dx+

∫
C2

F (z)(Log z)2 dz.

次に R→ ∞とするとき，C2 上の積分を評価する：∣∣∣∣∫
C2

F (z)(Log z)2 dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π−ε

ε

|F (z)| | log |z|+ i(2π − ε)|2 |dz| ≤M
(logR+ 2π)2

R2
2πR→ 0.

(6.121)

従って，

lim
R→∞

lim
ε→0

∫
Γ(R,ε)

F (z)(Log z)2 dz = −4πi

∫ ∞

0

F (x) log x dx− (2πi)2
∫ ∞

0

F (x) dx. (6.122)

Rが十分大きく ε > 0が十分小さければ，F (z) Log zの上半平面に在る全ての極はDR,εに含まれ

るので，(6.115)と (6.122)を比較することにより，

2

∫ ∞

0

F (x) log x dx+ 2πi

∫ ∞

0

F (x) dx = −
∑
a∈D

Res
(
F (z)(Log z)2, a

)
. (6.123)

F (x)が実軸上で実数値を取る事から，この式の両辺を比較して主張が得られる． □

101



例 6.13. ∫ ∞

0

log x

(1 + x)3
dx = −1

2
. (6.124)

Proof. Log zは (Log z)′ = 1/zを充すので，

dn

dzn
Log z =

dn−1

dzn−1
z−1 = − dn−2

dzn−2
z−2 = (−1)(−2)

dn−3

dzn−3
z−3 = · · · = (−1)n−1(n− 1)!z−n.

(6.125)

従って，Log zの z = −1における Taylor展開は

Log z = Log(−1+(z+1)) = Log(−1)+

∞∑
n=1

dn

dtn

∣∣∣∣∣
t=−1

Log t· (z + 1)n

n!
= πi−

∞∑
n=1

(z + 1)n

n
(6.126)

と計算されるので，u = z + 1とおけば，

(Log z)2

(1 + z)3
=

1

(1 + z)3

(
πi−

∞∑
n=1

(z + 1)n

n

)2

= u−3

(
πi−

∞∑
n=1

un

n

)2

= u−3

(
πi− u− 1

2
u2
)2

+O(1) = u−3
(
(πi)2 − 2πiu− πiu2 + u2

)
+O(1) (6.127)

より，Res

(
(Log z)2

(1 + z)3
,−1

)
= 1− πi．従って，

∫ ∞

0

log x

(1 + x)3
dx = −1

2
Re

(
Res

(
(Log z)2

(1 + z)3
,−1

))
= −1

2
Re(1− πi) = −1

2
. (6.128)

□
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7 偏角原理とその応用

7.1 回転数と偏角原理

Ω ⊂ C を領域とする．Ω の孤立部分集合を除き正則な関数 f(z) は，除かれた孤立集合が f(z) の除去可

能特異点か極になっているとき，Ω 上の有理型関数（meromorphic function）と呼ばれる．Ω 上の有理型

関数全体をM(Ω) で表す．恒等的には零でない有理型関数 f(z) ∈ M(Ω) と a ∈ Ω に対して，以下のよう

に整数 ordz=a f(z) ∈ Z を定める：

ordz=a f(z) :=

 零点の位数 （f(z) が z = a で正則のとき）

極の位数 × (−1) （f(z) が z = a で極を持つとき）.

恒等的には零でない有理型関数の零点と極は孤立しているので（各自理由を考えよ）， Ω のコンパクト部

分集合を与えるとき，その中に含まれる ordz=a f(z) ̸= 0 となる点は有限個である．

� �
定理 7.1 (偏角原理，argument principle). Ω ⊂ C を有界領域とし，∂Ω は有限個の区分的 C1 級単純

閉曲線であるとする．f(z) ∈ M(Ω) が ∂Ω 上に零点も極も持たないならば，任意の g(z) ∈ O(Ω) に

対して，
1

2πi

∫
∂Ω

f ′(z)

f(z)
g(z) dz =

∑
a∈Ω

g(a) · ordz=a f(z).

特に，g(z) = 1 の場合を考えれば，

1

2πi

∫
∂Ω

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
a∈Ω

ordz=a f(z).

� �
Proof. f(z) の零点全体を {aj}，極全体を {bk} で表す．f(z) の aj における Taylor 展開を考え

れば，aj の近傍で f(z) = (z − aj)
mj ϵj(z)，ϵj(z) は ϵj (aj) ̸= 0 をみたす aj の近傍で定義され

た正則関数，mj = ordz=aj f(z) と表示される．このとき，aj の近傍において，

f ′(z)

f(z)
=
mj (z − aj)

mj−1
ϵj(z) + (z − aj)

mj ϵ′j(z)

(z − aj)
mj ϵj(z)

=
mj

z − aj
+ 正則関数.

同様に，f(z) の bk における Laurent 展開を考えれば，bk の近傍で f(z) = (z − bk)
−nk ϵk(z)，

ϵk(z) は ϵk (bk) ̸= 0 をみたす bk の近傍で定義された正則関数，−nk = ordz=bk f(z) と表示され

る．このとき，bk の近傍において，

f ′(z)

f(z)
=

−nk (z − bk)
−nk−1

ϵk(z) + (z − bk)
−nk ϵ′k(z)

(z − bk)
−nk ϵk(z)

=
−nk
z − bk

+ 正則関数.
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集合 {aj} ∪ {bk} の外側では f ′(z)/f(z) は正則なので，f ′(z)/f(z) に対して留数定理を用いれば，

1

2πi

∫
∂Ω

f ′(z)

f(z)
g(z) dz =

∑
aj

Resz=aj
g(z)

(
mj

z − aj
+ 正則関数

)

+
∑
bk

Resz=bk g(z)

(
−nk
z − bk

+ 正則関数
)

=
∑
aj

mjg (aj)−
∑
bk

nkg (bk)

=
∑
aj

g (aj) · ordz=aj f(z) +
∑
bk

g (bk) · ordz=bk f(z)

=
∑
a∈Ω

g(a) · ordz=a f(z).

以上から，主張が示された． □

一般に γ : [0, 1] → C を単純とは限らない区分的 C1 級閉曲線とする，i.e.，γ(0) = γ(1)．γ の像が a ∈ C
を含まないとき，γ の点 a に関する回転数 n(γ, a) を次式で定義する：

n(γ, a) :=
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
.

γ(t)− a を極座標表示する：

γ(t)− a = |γ(t)− a| · eiθ(t).

θ(0) は 2πZ の不定性を持つが，その値を一つ決めれば区分的 C1 級関数 θ : [0, 1] → R が定まる．条件
γ(0) = γ(1) から,

θ(1)− θ(0) ∈ 2πZ.

γ(t)− a の極座標表示を用いれば，

dz

z − a
=

γ′(t) dt

γ(t)− a
= iθ′(t) dt+

d

dt
log |γ(t)− a| dt.

この式と γ(0) = γ(1) より，

n(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
=

1

2πi

∫ 1

0

(
iθ′(t) +

d

dt
log |γ(t)− a|

)
dt =

θ(1)− θ(0)

2π
∈ Z

となり，回転数 n(γ, a) は曲線 γ(t)− a が一周するときの偏角の変動（を 2π で割った量）を表す．回転数

を用いれば，偏角の原理（g(z) = 1 の場合）は以下のように定式化される：

n(f(∂Ω), 0) =
1

2πi

∫
∂Ω

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
a∈Ω

ordz=a f(z).

但し，f(∂Ω) は単純閉曲線の非交和 ∂Ω を f(z) で写像して得られる閉曲線の非交和であり，f(z) が ∂Ω

上で零も極も持たないことから f(∂Ω) は原点を通らない曲線である．
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7.2 偏角原理の応用� �
定理 7.2 (Rouchéの定理). Ω ⊂ C を有界領域とし，∂Ω は有限個の区分的 C1 単純閉曲線とする．

f(z), g(z) ∈ O(Ω) は ∂Ω 上で次の不等式をみたすとする：

|f(z)− g(z)| < |f(z)|.

このとき，重複度も含めて数えれば，f(z) と g(z) は Ω 内に同数の零点を持つ．� �
Proof. 条件より，∂Ω 上で f(z) も g(z) も零点を持たない．実際，z0 ∈ ∂Ω で f (z0) = 0 なら

ば，0 ≤ |f (z0)− g (z0)| < |f (z0)| = 0 となり，矛盾である．また，z1 ∈ ∂Ω に対して g (z1) = 0

ならば，|f (z1)| = |f (z1)− g (z1)| < |f (z1)| となり，やはり矛盾である．偏角原理より，以下の
等式を示せば良い：

n(f(∂Ω), 0) = n(g(∂Ω), 0). (7.1)

等式

g(z) = f(z) + (g(z)− f(z)) = f(z)

(
1− f(z)− g(z)

f(z)

)
より，h(z) := 1− f(z)−g(z)

f(z) と定めれば，

n(g(∂Ω), 0) =
1

2πi

∫
∂Ω

(f(z)h(z))′

f(z)h(z)
dz = n(f(∂Ω), 0) + n(h(∂Ω), 0). (7.2)

条件 |f(z)− g(z)| < |f(z)| より，z ∈ ∂Ω に対して，(f(z)− g(z))/f(z) は原点を中心とする半径

1 の円盤 B に含まれる．従って，h(∂Ω) は点 1 ∈ C を中心とする半径 1 の 円盤に含まれる．従っ

て，z が ∂Ω 上を一周するとき，h(z) の偏角の変動は零であり，

n(h(∂Ω), 0) = 0. (7.3)

(7.2), (7.3) より (7.1) が従う． □

例 7.3. a > 1 のとき，zea−z = 1 は |z| < 1 内にただ 1 つの解を持つ．

証明：f(z) := zea−z, g(z) := zea−z − 1 と置く．f(z) は |z| < 1 内にただ 1 つの零点 z = 0（1 位の零点）

を持つ．また，|z| = 1 上で，Re z ≤ 1 なので eRe z ≤ e となる．よって

|f(z)| =
∣∣ea−z

∣∣ = ea−Re z ≥ eae−1 = ea−1 > 1 = |f(z)− g(z)| (|z| = 1)

が成り立つ．従って，Rouchéの定理を適用できて，g(z) = zea−z − 1 も |z| < 1 内に零点をただ 1 つ（1

位の零点）を持つことになる．

例 7.4. p(z) := z6 + 9z4 + z3 + 2z + 4 として，p(z) = 0 の解は |z| < 1 内に 4 個ある．

証明：f(z) := 9z4, g(z) := p(z) と置く．

|f(z)| = 9 (|z| = 1),

|f(z)− g(z)| = |z6 + z3 + 2z + 4| ≤ 1 + 1 + 2 + 4 = 8 < |f(z)| (|z| = 1)

が成り立つ．|z| < 1 内に f(z) の零点は 4 個ある．よって，Rouchéの定理より g(z) の零点も |z| < 1 内

には 4 個ある．
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� �
定理 7.5 (代数学の基本定理). 定数でない n 次多項式 f(z) ∈ C[z] に対し，方程式 f(z) = 0 は重複

も含め丁度 n 個の根を持つ．� �
Proof. f(z) = anz

n + · · ·+ a0, an ̸= 0 とすれば，

|f(z)| ≥ |an| |z|n
(
1− |an−1|

|z|
− · · · − |a0|

|z|n

)
.

R > 0 が存在して，|z| > R ならば

1− |an−1|
|z|

− · · · − |a0|
|z|n

≥ 1

2

となるので，|z| > R のとき以下の評価が成り立つ:

|f(z)| ≥ |an| |z|n

2
≥ |an|Rn

2
> 0. (7.4)

特に，f(z) = 0 は C\B(R) に根を持たない. g(z) = anz
n とすれば，f(z)− g(z) は z の n− 1 次

以下の多項式なので，(7.4) より

|f(z)− g(z)|
|f(z)|

≤ sup
z∈∂B(R)

C|z|n−1

|f(z)|
≤ 2CRn−1

|an|Rn
=

2C

|an|R
∀z ∈ ∂B(R).

ここで，R ≥ 1 とすれば，C = maxj=0,...,n−1 |aj | とできる．R が充分大きければ，∂B(R) 上で

|f(z)− g(z)| < |f(z)| がみたされる．Rouché の定理より，∑
a∈B(R)

ordz=a f(z) =
∑

a∈B(R)

ordz=a g(z) = ordz=0 anz
n = n

となるから，f(z) = 0 は重複も含めて B(R) に丁度 n 個の根を持つ．これと f(z) = 0 が C\B(R)

に根を持たないことを併せれば，主張が従う． □� �
定理 7.6. f(z) ∈ O(B) とする．z0 ∈ B と w0 ∈ C に対して，f(z)− w0 は z = z0 で n 位の零点を

持つと仮定する．

(1) 充分小さな任意の ε > 0 に対して δ > 0 が存在して，w ∈ B (w0, δ) ならば，関数 f(z)− w は

B (z0, ε) に丁度 n 個の零点 z1(w), . . . , zn(w) を持つ．

(2) (1) で得られた f(z) = w の根 z1(w), . . . , zn(w) は，任意の k ≥ 0 に対して次式をみたす：

n∑
j=1

zj(w)
k =

1

2πi

∫
|z−z0|=ε

f ′(z)

f(z)− w
zk dz.

(3) n = 1 のとき，逆関数 f−1(w) ∈ O (B (w0, δ)) が存在し，次式で与えられる：

f−1(w) =
1

2πi

∫
|z−z0|=ε

f ′(z)

f(z)− w
z dz.

� �
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Proof. (3) は (1), (2) から直ちに従うので，(1), (2) を示す．

(1) 正則関数の零点は孤立しているので，ε > 0を充分小さく選び，B (z0, ε)に存在する f(z)−w0

の零点は z = z0 のみであるようにできる．特に，f(z)−w0 は ∂B (z0, ε) 上に零点を持たな

い．二変数関数 f(z) − w の連続性より，δ > 0 が存在して，z ∈ ∂B (z0, ε) , w ∈ B (w0, δ)

ならば，f(z)−w は ∂B (z0, ε) に零点を持たない．偏角原理より，f(z) = w は B (z0, ε) に

重複も含め n (f (∂B (z0, ε))− w, 0) 個の零点を持つ．ここで，

n (f (∂B (z0, ε))− w, 0) =
1

2πi

∫
|z−z0|=ε

f ′(z)

f(z)− w
dz

は整数に値を取る w の正則関数なので，

n (f (∂B (z0, ε))− w, 0) = n (f (∂B (z0, ε))− w0, 0) = n.

(2) 最初の等式は，定理 7.1 で g(z) = zk とすれば従う．この式の右辺は w の正則関数なので，∑
j zj(w)

k ∈ O (B(w0, δ)) である．

□� �
系 7.7. Ω ⊂ C を領域，f ∈ O(Ω) とする．

(1) f(z) が定数関数でなければ，f(z) は開写像である．即ち，任意の開部分集合 U ⊂ Ω に対して，

f(U) は開集合である.

(2) f(z) が Ω から f(Ω) への一対一の写像（単葉）ならば，f−1 : f(Ω) → Ω も正則な写像である．� �
Proof.

(1) 任意の b ∈ f(U) に対して，B(b, ε) ⊂ f(U) となる ε > 0 が存在すれば良いが，これは定理

7.6 (1) から従う．実際，f(z) = b の根 z = a の位数を k ≥ 1 とすると，関数 f(z)− b に定

理 7.6 (1) を適用すれば，十分小さいすべての ε > 0 に対して δ > 0 が存在して，|w− b| < δ

をみたす任意の w に対して f(z) = w をみたす点 z が B(a, ε) 内にちょうど k 個存在する．

ε を B(a, ε) ⊂ U となるように選んでおけば，これは B(b, δ) ⊂ f(B(a, ε)) ⊂ f(U) を意味

する．

(2) f(z) が一対一の写像なので，逆写像が定義される．定理 7.6 (3) より，f−1 は正則である．

□
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